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2) PROPOSITION

L'une des caractéristiques de la logique employée
en mathématiques est qu'elle se sert de phrases qui ne
peuvent &tre que vraies ou bien fausses.Une telle phrase
est appelée proposition ( ou assertion ),

Ainsi: " Il y a 28 éléves dans notre classe " est une
proposition car cette phrase ne peut &tre que
vraie ou bien fausse.

" Dans notre classe,btout éléve est intelligent *
n'est pas une proposition,car nous ne pouvons
dire avec certitude si un certain éléve est in-
telligent ou ne l'est pas: il croit peut-&tre

que tel est le cas tandis cue son voisin n'en est
pas tellement slr.

Les ensembles sont définis souvent & 1'aide de prono-
sitionsjon dit alors qu'ils sont écrits en compréhension,
A={x/x est un nombre naturel inférieur ou égal & 5r

est un ensemble écrit en compréhension.

" x est un nombre naturel inférieur ou émal & 5 " est

une provosition aui est vr=ie pour tout entier naturel

égal & 0,1,2,3,4 ou 5,et fausse pour tous les autres.,

Donc A={0,1,2,3,4,5} ; A est écrit maintenant en extension.

Au lieu d'écrire : " x est un nombre naturel inférieur
ou égal & 5 ",nous pouvons abbrévier cette nronosition
par: x € A,

’

81 x est un normbre naturel,nous avons deux possinhilités:

ou bien x€ A ou bien x ¢ A.
Ceci est indiqué & 1'aide d'une table d'annartenance:

A
€ .
¢

Souvent,le svmbole "€ " drnae cette table esh marmlach

par le chiffre 1,1le symbole "¢ " nar 1o chiffre O.
Ia table a done l'aspect suivant:



”

Cette notation qui utilise O et 1l,est anpelée notation
binaire. :
Si nous ne voulons pas utiliser des ensembles,nous

écrivons simplement p(x) au lieu de " x est un nomhre natu-
; rel inférieur ou égal & 5 ",A 1l'aide de cette notation,
: nous pouvons écrire: A= {x/p(x) est vraie}={x/p(x)}.
p(x) signifie donc:
" x est un nombre naturel inférieur ou égal & 5 "
ou x€A,
Si xe€eA, " x est un nombre naturel inférieur ou égal

e
wn

est une proposition vraie; p est vrai rour .
81 :x¢!h " x est un nombre naturel inférieur ou égal & 5
 est une proposition fausse; p est faux pour x.
Nous notons ces deux cas respectivement nar V (vrai) et
F (faux),ou encore par 1 (vrai) et O (faux).Anzloguement
aux tables d'appartenance pour les ernsembles,nous nouvons
dresser pour les propositions des tables de vérité:

P j
v 1
i O

3) COHTRADICITON, TAUROT.OGTTS:

Définition:
Une proposition p qui est toujours fausse,est appe-
lée contradiction.

rforteur

-

xemnle: " x est un nombre noturel strichtenent
& 0" est une contradiction,car aucun entier
naturel ne peut &tre strictement inférieuvr ° O.
L'ensemble correspondant A= (x€N/x strictement inféri-
eur 2 O} ne contient aucun élément: ‘=¢




Définition:
Une proposition qui est toujours vraie,est appelée
tautologie.

Soit p une tautologie; A={x eE/p(x)} 1l'ensemble cor—
respondant. p est vrai pour tout x de E,donc A=,

Remarque:

p est une tautologie signifie: p est toujours vrai ,
ou simplement: p.

Démontrer p veut donc dire: démontrer que p est une
tautologie.

4) EQUIVALENCE DE DZUX PROPOSITIONS

Soit E un ensemble,A et B deux sous-ensembles de E.
A=B signifie: A et B ont exactement les mémes éléments.
Soit A={x/p(x)} , soit B={x/q(x)}
Sunnosons A=B; '
soit x € A=Bj; p(x) est vrai et q(x) est vrai
soit x £A=B; p(x) est faux et q(x) est faux.
Il est impossible que p soit vrai et q soit faux;il est
également impossible que p soit faux et g soit vrai.
Nous disons alors que p et g sont des propositions équi-
valentes.Nous notons: p & ¢q
Définition:
peq (" p équivalent & g " ) est la proposition
qui est vraie lorsque p et q sont tous les deux vrais
et lorsque p et g sont tous les deux faux.

Table de vérité:

P|a|Peaq
i1 1
10| o0
0:i1i ©
olc! 1

Exemple: Soient E={z/x est élive de la <lasse Pest



A= €5/x est un garcon}
B= (x € /% n'est pas une fille}

p(x) signifie: x est un gargon.
q(x) signifie: x n'est pas une fille.
Un éléve x ne peut &tre que gargorn ou fille.
Supposons que x soit un gargon: p et q sont tous les
deux vrais pour X.
Supposons que x soit une fille: p et q sont tous les
deux faux pour x.
Donc p est équivalent & g : p®a
Cet exemple nous montre cque "p est éaquivalent & g" veut
dire la2 méme chose gue "q est équivalent & p".
Donc: (p®q) ® (q ® p) (commutativitd de 1'4quivalen
»

PLa cep|(peqg)

o =lg
= o =l
o R o H|a
o~ K|

(@]
(@]

(p® q) ©® (g ®p) est une tautologie,donc toujours vrai,

Remarques:

~

2 du
courle (m,q): (¥,V);(V,7);(¥,V);(¥,F),qui peuvent
8tre notées: (1,1);(1,0);(C,1);(¢,0) o

* T1 existve quabtre possibilités nour ia vérit

o)

* Neux nrevositiorns sont éguivelentes gi leurs t=bles

de vérité sont les ménes.,



5) NUGATICON D'UNE PROPOSiTION

Soit E un ensemble,C E,p 1la pronosition définis-
sant A: A= {x € ©/p(x)}
Considérons le complémentaire de A dans f: CEA =

xe X signifie: x¢ A c'est-d-dire »(x) est faux.
La proposition: " p(x) est faux " est notée: p(x).
A= {x ¢ E/D(x) est vrai}=(xe¢ 5/5()}

est vrai lorsque p est faux;

est faux lorsque p est vrai.

est la négation de p.

el lie] el

Définition:
T.a négation p d'une proposition p est la proposi-
tion qui est vrsie lorsque p est faux,et qui est
fausselorsque p est vrai.

Table de vérité:

p|D

1,0

o1
Exemple:

Soit E={C,1,2,3,4,5}, i={x €%/ est paiv}={0,2,4}
=z €E/x n'est pas nair}={1,%,5}

() signifie: x est pair;

(x) ie: x n'est pnas pair ( » est impair)

Or: x¢ % signifie: »eh
A={x ¢E/x € £} =4, donc: I=2



I=C {x eB/p(x)=[xe E/f)(x)}
L= fx € B/p ()}

est vrai lorsque
est faux lorsque

est faux,c'est-&-dire p est vrai;
est vrai,c'est-é4-dire p est faux.

3 /3 S
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est équivalent &

Propriété:
Soit p une pronosition.Alors on a:
Pep
Démontrons cette propriété & l'aide d'une table de
vérité:

ol
ksl

G|
| o=

e

et le troisiime colonnesmontrent que

of kg
»
T
3 3
®
. 3
H
ol
11
(0]

E 6) CONJCNCTICHN BT DISJONCTION

Soit T un ensembley,A et B deux sous-ensembles de %,

td

» |

Soit p la proposition définissant A,q la proposi-

% tion définissant B.

A={xe/p(x)} 3 B={xe w/q(x)}

Alors: NB={xei/xet et xeB}
=[x € B/p(x) et q(x)}

Définition:

On appelle conjonction de deux propositions p,q

la nronosition "n €t 2" notée pag,qui est vraie
lorsque p et q sont tous les deux vrais et qui
est fausse dans tous les autres cas.

De maniére analogue: AUB={-€%/x €A ou xe€B}

={x e T/n(x) ou q(x)}




np(x) ou q(x)" est vrai lorsque:
* p(x) est vrai et q(x) est vral
* p(x) est vrai,mais q(x) est faux
* p(x) est faux tandis que q(x) est vrai.
Nous pouvons simplifier ces conditions en disant
que: "p(x) ou q(x)" est faux dans le seul-cas ou les
propositions p(x) et q(x) sont toutes les deux faussesS.
Définition:
On anpelle disjonction de deux propositions P,q
la proposition "p ou q" notée pvg,qui est fausse
lorsque D et q gont tous les deux faux,et qui est
vraie dans tous les autres cas.

Regardons les tables d'appartenance pour ANB et AUB:

A| B ANB A|B |AUB
111 1 11 1
1]0| O 10| 1
o1l 0 o1 1l
o|{0}| O olo}f O

Les tables de vérité pour pAq et pvq présentent un
aspect analogue:

1
plalprg piq|Dpve
111 1 1 1
110 O 110 1
|1l O ol 1l 1
0|0 0 010 O

| I T I

Tes propriétés de 1'intersection et de la réunion
des ensembles sC transcrivent pour la conjonction et 1lr
disjonction des propositions:

* T,'intersection des ensembles est commutative: ANB = BNAA
pAQ & QNP
vérifions ce résultat par unc table de vérité:






Pla|pva| a|D |qvp
L1 /2\ 1)1
1/0|/1/| 01
oOl1((1f! 1] o0
Ol0|l\0| 0] o

Donc: pvg & qvp
La disjonction des propositions est commutative.

* La réunion des ensembles est éssociative:
~ (AUB)UC = Au(BUC)
(pv@)vr ® pv(gvr)

Mable de vérité:

pla|ripval x| (pvglvr | p | qvr | pv(gvr)
1(1(1f 11 1] 1
1{1j0| 1| o0 1] 1
1{0f1| 1|1 1] 1
1jof{0f 1| o0 1| 0
cf{1l1] 2|1 ol 1
o{1]c; 1] o0 ol 1
olol1] o] ol 1
ololel ol o o] o

Donc: (pva)vr & pv(qvr)
Ya disjouction des propositions est associative.

* I'intersection est distributive par rapport & la
réunion: AN(BYC) = (AN3)V(ANC)
pA(qvr) < (paq)v(par)

Table de véritd:




p|a| r|avei palevr) | pAg| par | (pAg)v(pam)
1{1] 1] 1 1 ) 1 1
a /1
1{1{0}| 1 1 \ 1 0 i1
1lol1] 2 1)1 o} Py
110{0]| 0O ¢ } o | o PO
oj1|l1| 1 Q! 0 6] © 0
ol1j0} 1 o ¢ C il 0
ofo|l1}| 1 0/ G ¢ 2\ 0,
olo|lo| O 0 0 0 L0/
Donc: palqvr) & (pag)v(par)
La conjonction est distributive par rappors & la
disjonction.
* T,a réunion est distributive par ravport I l'inter-
section: AU(BAC) = (AUB)N(AVC)
pv(gsr) & (pvg)a(pvr)
i
p| | r|ear|pvigar)| pva| pvr | (pvadr(pyr)
SERER I 1| 2 1
: 111]0| © ; 1 1 1
i 11071 o 1 1 1,
1|/06|0} C ; 1001 1
oO|1}l1 1 1 1 1
ol1{c! 0 ! 1 0 \0
olol1y 0! 0 1 0
ojolo| G O 0 \rj’
Donc: pv(gar) @ (pvg)a(pvr)
T.a disjonction est distributive par rapport ¢ 1=
conjonction.
3 * T.ois de Iowzen pour las ensembles:
i C..(ANR) = C A UGB N3 = 1B
J CL(AUB) = C,ANC.B ; AUS = EN3

Pour les propositions,nous obtenons: Dpaq & DPvq
PV & DbAq
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“ahles de veérita:

= --—_ — — —
P g |DAg [ ™aq | D | Q |Pvq !

L_ ]

110 ) I o jejoy 0

1:0 0 |1 |0 1) 1

oci1! v i 1 (1i0} 1 .

("'()%()fl {11 1,

. D g {Dva|Dvg [P |q |PArC ’
111 1 0o lojo] o

i }

[ G | ¢ lofl1} o

‘ei1y 1| o 11tof o0

ilo o] G 1 i14{1]| 1

Donc: DAQ & pvq
Pvq & PAg
Ce sont les lois de liorgan pour les propositions,.

Remarque:
T.e "ou" utilisé en logique est non exclusif,c'est-
{ -dire 1la nroposition "p ou g" n'est pas seulement
vraie lorscue une seule des deux propositions p et
q est vraie,mais également lorsque ces deux pPronoO-
sitions sont vraies & la fois.
On utilise parfois "ou bien" dans le sens exclusif,
c'est-i~-dire la proposition "p ou bien q",notée paq,
est vraie lorsoue une seule des propositions p et g
est vraie,mais "p ou bien q" est faux lorsoue p et
n sont tous . les deux vrais ou lorsque p et q sont

<

tous les deux faux.

Table de veériteé: IE:T::Tj;Zég
11 o0
1jof o1
o1} 1 i
¢C:0 o i

N



“xercice:
Démontrer | 1'aide d'une table de vérité que pvp
est une tautologie.
Tn déduire,sans table de vérité,que pap est une

contradiction.
$Solution:
P| D |pvD
0] 1
o{1] 1 ’

pvh est donc toujours vraijcette proposition est
par conséquent une tautologie.la négation de cette
proposition est toujours fausse,c'est-i-dire 57§
est une contradiction.

Appliquons les lois de Morgan & pvp :

PVD & DAD @ DAD @ DPAD
Donc vAp est une contradiction.

7) IMPLICATICON
S0it E un ensemble,A et B deux sous-ensembles de E

avec AC A,

5 CT gignifie: Tout élément de A est 4lément de B;
clest--dire: Ui xefi,alors x€B,

Soient » et o les pronositions définissant ) et B.

A={x € /() ; B=[x €E/q(x)}

*CB sisnifie: 3i p(x) est vrai,alors q(x) est vraij

i m,olors q.

Cette proposition: "Si p,alors q" est notée: p = a.

p(x) vrai et q(x) vrai signifie: xe¢ A et x eB,ce qui
est bisn possible; p 2 q est vrail dans ce cas.

p(x) vrai et q(x) faux signifie: x e A mais x ¢3,ce qui
n'est pes possible; » =g est faux.

AZ



n(x) favy et q(%) vrei sirnifie: X¢A et xe3,
possible,donc 1» 3 q est vrai.

p(x) fawr et g(x) faux signifie: x ¢ A et x¢ B,
pessible,donc » 2 q est vrai,

Définition:
La proposition "Si p,alors q" notée p 9 g,est 1a
proposition cui est fausse lorsque p est vrai et a
est faurz,et qui est vraie dans tous les autres cas.

P 2q est lu: p implique g
» entraine q

PY

P ® 2 est une imnlication.

s

Pla|p =1
11| 1
10| o©
ol1! 1
clel 1

Lxemples:
" 5i 2=3,alors je suis Napoléon " est une propo-
sition vreaie,cor "2=32" est faux.
" 81 2=%,alors je suis un homme " est toujours
vrai car "2=3%" est faux,
" 81 2=2,zlors je suis Napoléon " est une DPronosi-
tion fausse,car "2=2" est vrai t-ndis que "je suis
Fapoléon" est certainement fauv.
" 31 2=2,2lors je suis un homme " est vrai,car "2=2"
et "je suis un homme" sont toubtes les deur des propo-
sitions vraicn,

Fous remarsuons donc:

51 p est une proposition fausse,alors p = q est
toujours vrai,cuelle que soit la pronosition Qe

51 p est une proposition vraie ,alors il faut aue
g solt une proposition vraie pour auec p 9 q soit vrai.

Ed



mnosons nerintensnt cue la proposition p o9 n soit
vroie,

Alors:nonr ~uc p soit vrai,il faut que q soit vrai.
on dit ~e o est 1la condition nécessaire de p.

D'antre pert: 3i p est vrai,alors q est nécess=i-
rement vraijetest-i-dire: il suffit que p soit vrai pour
gne q soit vrai.On dit que p est 1la condition suffisante
e 0.

Remaroue: " 31 p 9 a est vrai et p est vrai,alors q est
vrai " peut &tre énoncé de la facon suivante:
(r ® g)ap » g est une tautologie.Naturellement,
cette prorosition peut &tre démontrée & 1l'aide
d'une table de vérité:

1
plalr3al (» 2 | (®» 2 a)p 2 ¢
1 1 1 1
1ol o 0 1
Gt 1 O 1
Glol 1 0 1

Sunnosons encore que P = a Ssoit vrai.
" 35 n est vrai,2lors q est vrai " neut &tre exprimé

v3

ar: "o est vrai,si » est vrai" ou encore par:
"(1 si pu.

" Pour cue » soit vrai,il feut cue g soit vrai "
peut éralement s'exprimer autrement:

"p est vrai,seulement si q est vrai " ou:

" n seulement si g ".

Cette proposition sipgnifie également:

est frux,alors p est faux "

A

est vrai,alors » est vrai "

o
e}
21919

yalers o M
clest-i-Adire: g =2 D

0 3D est appelé (proposition) contraposée de p 9 q .
llontrons & Jl'eide d'une table de vérité que p 9 q et

la contraposée g 3 p sont des pronositions équiva-

]

lentes:



]'\‘n:'n--,\(’tziﬁ ’:=)T—7'
Tl 1 G )
| . : {
110 ]u) 10 ’/()
ciloofy e {1!‘
vleo gy ERE \
J e,
Exemple: .

fous savons nuve tout chat (sain) posséde nuatre
naties.D'ol:

x est un chat (szin) = x nosside nuatre pattes
T2 proposition contranosée s'énonce:

»x ne posside pas nuatre nattes = x n'est pas un
chat sain,

Provriété:
Les deux propositions: " p & g " et " (p 2 g)a(q 2 p) "
sont équivalentes.

Démentrons ce résultat & l'aide d'une table de
vérité:

p_lq Pe&clipIgla=2p |(p 3 q)alqg 3 D)
1] 1 101 1 1
1106 Q O 1 0
Gl1 0 1 ¢ 0
¢l o 10 1 1

P<E qa signifie donc:
P D¢ et QPP
" 31 pyalors q " et " 5i q,alors p "
n

» stulenent si o " et " p ogioq "

"' p si et senlement si ¢ "

Remarque:
J0it 4 l'ensemble défini par la proposition p,
soit B l'ensemble défini par la proposition q.
P& sipnifie: p aq et g =2p
ACB et BCcA ,donc A=B,

A



bl

Txercice:
Montrer gue les propositions " p »q " et " pvg "
sont éouivalentes ( l'aide d'une table de vérité).

P lq P = Q! T

1 '1

110

01

Q0 .
Zxercice:

3achant que (p =2 a) 3 (pAag) est une nroposition
vr=ie,nu'est-ce que v us pouvez dire pour p et q 7

Table de véritéd:

-

plelp3a]Tipad|(p9q) 3 (prd)
1|1 1 jof o 0
Qjol o i3 D

G{1 1 0% G 0

Ojol 1 |1: ¢ 0

Une seule pos=ibilité: p est vrai et g est faux.

Exercice:
Sachant que (gva) 2 p est une proposition vraie,
ou'ess-ce cue vous pouvez dire pour m et o 7

vhle de vérité:

Pl alavy |(aqvg) 2P
i | o
= - N
LU TR I G

G o 1 O

"ous pouvons dire que p es® certainement vrai;mnis
nous ne pouvons affirmer rien pour q.



8) Quantificateurs

Condidérons les propositions: "Un éléve de notre classe
aura .. a8ns le +¢.esess4.5 prochain” et: "Un éleve de notre
classe est éléve du secondaire technigue”.

Manifestement, l1'expression "Un éléve” a deux sens:

* Dans la premiére proposition,on veut dire: "Il y a un éléeve
gui ...";certainement tous les éleves de notre classe n'auront
pas .. ans le .......... prochain.

* Dans la seconde proposition par contre,on entend certainement:

14
"

"Tous les éléves de notre classe ...".

Les deux propositions doivent étre exprimées respectivement:
"Il y a (Il existe) un éléeve de notre classe gui aura .. ans le
weeeesee.. prochain” et "Tout éléve de notre classe est éleve
du secondaire technigue”.

Au lieu de "Il y a ... " ou "Il existe (au moins) un ..."
on éorit le symbole: 3 (guentificateur existentiel).

L'expression "Pour tout ..." est notée par le symbole: ¥
(quantificateur universel).

"Il existe un et un seul ..." est noté par: J!
(quantificateur existentiel unitaire).

Nos deux propositions se notent,si E désigne 1l'ensemble des
éleves de notre classe:
* (4 x€eE) x aura .. ans le ......... prochain
* (V¥ xe€E) x est éléve du secondaire technigue

Ces propositions sont appelées propositions quantifiées.

Exercices:
1) Désignons par v(x) la proposition:"x posséde un vélo”
et par a(x) la proposition: "x posséde une voiture automobile”.

Est-ce gque les propositions suivantes sont vraies ou fausses?

(3 x£€E) vix) (3 x¢E) vix) ou alx)
(3'x£E) vix) ( 3¥x €E) vix) ou alx)
(¥ x£ E) vix) (Yx€¢E) vix) ou alx)
(3 x€E) V(x) (I x€E) V(x) ou alx)
(7 x€E) alx) (] x€E) vix) et alx)
(2’x €E) alx) ( I'x €E) vix) et a(x)
(Y x€E) alx) ( V/x€E) vix) et alx)
(3'x €E) alx) (I x€EE) Vix) et alx)

yes



2) Indigquez si les propositions suivantes sont vraies
ou bien fausses:
(3 x¢é N) x divise 5 (¥ x €N) 1 divise x
(3 xEMN) x divise 3 (V x¢€MN) 0:x=0
(J'x€N) x divise 1 (¥ x ¢N) 2x est pair
(¥ x¢cZ) x divise 1 (§ xEN*) x 10et 5 divise x
1

(V xé¢ N) x divise (¥ x¢€N) 2 divise x ou x est impair

3) L'addition des entiers naturels est commutative.
Cette propriété s'écrit par des propositions quantifiées de 1la
maniére suivante: ’
(VxeN) ( FyeN) x+y = y+x
Ecrivez de la méme fagon que 1l'addition des entiers naturels

est associative.

Ordre des quantificateurs

Il est facile de voir qu'on peut échanger 1'ordre de
deux guantificateurs identigues.
Exemples:

(VxeN)( VyeN) x+y =y+x exprime la méme propriété
gue: (Vy<ENI(VxeEN) x+y =y+x .

(7§ xEN)(7yelN) x+ty=0 est éguivalent a:
(7 yeiNI( 7 x EN) x+y=0 .

Par contre,l'ordre de deux quantificateurs différents
ne peut étre échangé,comme le montre l'exemple suivant:

(VxeN*)( 7y eN) x-y=1 est une proposition vraie.
(y=x-1, mais le choix de y dépend de x.)

(IyeENI( ¥V x EN*) x-y =1 est une proposition fausse.
(on ne peut choisir y indépendemment de x,c.d.d. avant de

connaitre x.)

Négation de propositions quantifiées

Considérons la proposition: "Tout éléve de notre classe
a les yeux bleus”,ou,si p(x) signifie: x a les yeux bleus:

( VxeE) pix)

La négation de cette proposition est:
"Tout éleve de notre classe n'a pas les yeux bleus"” ou:

"Il existe au moins un éléve de notre classe qui n'a pas les



yeux bleus”,c.a.d.: ( Ixe€E) p(x)

La proposition "Aucun éléve de notre classe n'a les yeux
bleus”,c.a.d. "Tout éléve de notre classe a des yeux qui ne sont
pas bleus”,est la négation de la proposition: "Il y a au moins
un éleéve de notre classe qui a les yeux bleus".

Donc: (¥ x€ E) p(x) est la négation de: ( Jx€E) p(x)

Nous pouvons énoncer:

(3 x) pix) & (Vx) plx)

(V x) plx) < (3x) p(x)

Exercice:
Exprimez les propositions suivantes sous forme

quantifiée:et indiquez si les propositions sont vraies:

* Tout nombre naturel n'est pas divisible par 3.

* Aucun nombre naturel positif n'est un multiple de O.

* Il existe un entier naturel qui n'est pas divisible par au moins
deux entiers naturels.

* Il existe un entier naturel qui est divisible par tous les autres
entiers naturels.

* Il n'existe pas d'entier naturel qui se laisse diviser par tous
les entiers naturels.

* Tout entier naturel est divisible par 1.

* Il n'existe pas deux entiers natures dont le produit neé soit
pas un entier naturel.

* Tout quotient de deux entiers naturels n'est pas un entier
naturel.

* 11 n'existe pas des entiers naturels qui ne soient pas des
nombres décimaux.

* Tout nombre décimal peut s'écrire sous forme d'une fraction.

* Il existe des fractions qui ne s'écrivent pas sous forme décimale.

* I1 existent des (I fractions qui ne sont pas irréductible.

* I]1 existe des fractions avec des numérateurs différents,qui

sont égales.



