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Nota. Quelques considérations sur Venscignement scienlifique
moyen , précédent le premier mémoire, lequel traite de la méthode
analogique en géométrie. Le second mémoire a pour objet un grand
nombre de propositions de géométric appliquée, et le troisicme,
les propriéiés de Tellipse, ainsi que 'é¢lude de plusieurs lignes et
surfaces courhies. Tous ont pour but spécial fes méthodes , dans les
théories el dans les applications ; et tel est aussi le bul des ouvrages
suivants :

1° M¢langes d'algebre (1827) 5 2° Noles complémentaires d'al-
gebre (1836) ; 3° Développements et recherches de mathématiques
¢lémentaires (1838).

Le présent volume est terminé par le discours sur la méthode
analogique, prononcé le 8 novembre 1843, lequel, oulre plusicurs
considérations importantes, sur Panalogie en général, démontre
le principe d’'anelogic directe ¢l cn indique diverses applicalions
remarquablies,



RECUEIL DE DIFFERENTS MEMOIRES.

Considérations sur Uenscignement scientifique moyen,

Les travaux de la Société royale des sciences de Lidge, ayant
pour but essentiel Fenseignement scientifique , méme Elémentaire ,
j'ai é1é conduil naturellement & examiner de plus prés les méthodes
employées dans les ¢léments el & indiquer, surlout pour la géomé-
tric , celles de ces méthodes qu'une longue expérience m’a moniré
comme plus avantageuses. Il en est résulic les différents mémoires
que je réunis dans ce volume, dont 1a lecture pourra, si je ne me
trompe , étre utile aux Professeurs, aussi bien qu’aux Eléves, el a
tous ccux (ui s'occupent de sciences.

Les considéralions suivantes, appuyées sur quelques esemples
chaisis , meltront bien en évidenee, je l'espére du moins, les théories
qui doivent domincr dans Venseignement scientifijue moyen, ot
surtout les méthodes par lesquelles ces théories peuvent dtre pré-
senlées el Gtudiées avee le plus de succds.

Ammiairigue 1. La science des grandeurs représentées par des
nombres , I Arithmétique , en un mot , est Fune des plus utiles ¢t des
plus nécessaires aux hommes vivant en sociélé. Aussi est—clie géné-
ralement étudiée; ct elle est A Ta portée des intelligences les plus
ordinaires, lorsque les notions en sont développées clairement ct
simplement. Mais c'est précisément cette clarié ¢t cette exactitude,
qu'il faut donner aux développements des premidres notions e
I Avithmétique , qui font la difliculté de Vexposition de cette belle
science ¢t la difliculté plus grande encore de la bicu enceigner, par
une analyse logique riyourcuse. Car, sans des définitions claires ,
précises el complétes, sans des démonstrations exacies, l'arithmé-
tiue ne serail pas une science : ce serait une routine avengle , un
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pur mécanizme, bieniét usé et dilicile a4 rétablir, puisquion n'en
aurait pas UVinteligence.

Celle exactitude , st ndcessaire aux définilions et aux raisonne—
mends , ne se trouve pas toujours dans les livres dlarithmétique ,
dont plusieurs, sous le point de vue logique, sont éerits avec une
negligence , vraiment impardounable : ils renferment beaucoup de
réyles , beaucoup trop méme (car plusieurs sont inutiles) ; mais les
démonstrations complétes de ees régles ne s’y trouvent pas, et
cncore moins amalyse logique, par laguelle les principes sont
amenés, le plus simplement et le plus clairement possible. Quel
fruit peut produire Fenseignement de Farithmétique , d'apris de
tels ouvrages, ol la mémoire cst unigquement exercée? Si vous
retenez complétement toules les régles du calcul, quelque multi-
plices qu'clles soient ; vous ne connailrez pas encore ha science des
nombres : il se présenlera des circonstances numériques, que vos
régles n'auront pas prévues; ct alors vous serez arrdté : il yvous
faudra de nouvelles régles ; mais comment les trouvercz-vous, si
Ia logique du calcul ne vous est pas familidére ?

I1. Pour que T'é¢tude de larithmétique soit compléte et réellement
profitable, il faut posséder entidrement les premidres notions, résu-
ces par de bonnes définitions ; it faul relenir, non les régles,
"aillenrs aussitol oubliées qu'apprises, si 'on n'en fait un usage jour-
nalier ; mais los raisonnements analytiques par lesquels ces régles
sont amendes ; il faul enfin se familiariser avec cetle marche ana—
Iytique, laquelle est indispensable pour se rendre compte des pro-
cédés du caleul, pour les simplifier et les ériger en régles , quand
ces régles sont néeessaires & la rapidité du caleul et a Pexactitude de
la solution du probléme. Clest méme 13 le scul moyen cflicace de
parvenir a des régles faciles : on les retiendra d'autant micux que
Fou connailra mieux la méthode analytlique qui les a fait découvrir;
car le jugement est le guide le plus sar de la mémoire.

HIL Il est tout simple d'ailleurs de bien retenir les régles & suivre
pour résoudre les probiémes numériques , qui dépendent de la pro-
fession que l'on excree : les hanquicrs et les négociants ne pensent
méme pas aux énoncés des procédés ; mais ils les appliquent, avee
d’autant plus de surclé et de rapidité , que chacun est devenu, pour
eux , un mécanisme parfailement connu , d’apres I'usage journalier,
Toulefois , pour la perfection de ce mécanisme , il a fallu généra—
liser , d'aprés analogie , Fénoncé de chaque genre de probléme, et
cela en observant quun raisonnement arithmétique, bien que fait
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sur des chiffres, n'en cst pas moins géndral, si sa forme ne varic
point en passaul des nombres parliculicrs proposés a d'autres
nombres analogues; ou bien ce qui est plus simple , en représentant
chaque nombre , connu ou inconnu , par une lettre de Falphabet;
laquelle n’a ancune signification numérique particuli¢re. Dans ce
dernier cas, ayant la régle sous la forme la plus concise, on voit
micux les exceptions auxquetles cette régle est assujettic ; et de fa
vient la grande utilit¢ de VArifhmétique généralisés, servant d'ail-
leurs & passer de la simple arithmétique 3 Valgébre élémentaire.
Mais remarquons-le bien, pour résoudre les problémes darith-
mélique, les régles sont inutiles @ il suflit de bien comprendre le
raisonncement analytique qui a fourni la solution particuliére ; car
ce raison nement pouvant se répéler sur tous les problémes analo-
gues , est lui-méme la régle la plus sure et la plus clire.

IV. En général , soit qu'il s'agisse de démontrer un principe de
calcul ou de résoudre un probléme numdérique, on ne peut y pac-
venir, clairement et siirement, que par une seule méthode , savoir
Vanalyse logique de I'énoncé, la méthode analytique , en un mot,
La théeric des propurtions , elle-méme , que Von s'obstine encore ,
dans quelques livees d'arithmétique , 4 faire servir A la résolution
des problémes, bien qu'on y ajoute ainsi une difficulié de plus, est
essentiellement analylique. Cette théorie n'est yraiment utile qu'en
géométrie, pour y ¢nonver différentes propositions, sous la lurme
la plus claire ¢t la plus concise ; mais ¢lle n'en doit pas moius étre
¢lablie dans PArithmélique généralisce.

Quant & la mise des problémes en proportions, elle donne licu
a trois méthodes, et en définitive 3 une seule : 1la méthode analyti-
que , essenlicllement analogique ici. Par exemple , si 4% de drap
ont coiité 60 fr.; combien coliteront 5 métres de la méme éloffe ? 1l
est ¢vident que le prix « cherché se trouve avee 60 fr., absolu-
mentl comme 5= se (rouvent avec 4™ ; or, 5 cst les § quarts de 4
donc aussi z est les & quarts de GO, et par conséquent x=73 franes.
On voil que 5 quarts est a la fois le rappert de 3 a 4 ct le rapport
de x & 605 ce qui donne la proportion z:60=235:4. Mais celle pro-
portion st uu véritable détour, pour caleuler x.

De méme , 1200 Lilss de pain, suffisant powr aowrrir 600 kommes
pendant 4 jours, suffiront aussi pour nourrir , pendant 6 jonrs, un
ceriein nombre x d'hommes, réduils 4 Ia méme ration journatiére;
quel est ce nombre x ? Puisque la ration journaliére est la méme, le
nombre de ralious doit &tre le méme, dans les deux cas, pour faire
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chaque fois 1200 kilos ; or, il y a 6004 rations dans le premier
cas el 2 % G dans le second ; par conséquent o X 6=-600 % 4=2400
el =400 hommes. L'égatité 2 X 6=600{4 revient i la propor—
tion 2:600:: 4:6, absolument inutile pour calculer z. Il cit méme
¢1¢ [lus clair d'analyser ainsi : nourrir 600 hommes pendant 4 jours,
¢’est nourrir 4 fois GO0 ou 2400 hommes pendant un jour; donc
par jour un homme mange 1200:2400 ou 7 kilo de pain, et en 6
jours, G fois | ou 3 kilos ; donc , pour manger 1200 kilos, ca 6
Jours, il faudra 1200:3 ou 400 hommes.

Y. Ces deux exemples suflisent, sans doute, pour metlre cn
¢vidence les avantages de la méthode analytique ; la scule consé-
quemment qu'il faille cmployer en Arithmdétique. Mais dans les
raités et dans Vensceignement de cetle science , non-sculement on
n'est pas toujours guidé par lanalyse logique , rendue bien saillante,
mais on ne montre pas assez complétement fe role utile que les
nombres jouent dans beaucoup d'usages de la vie sociale ; ces usages
portant essenticllement sur les grendeurs des choses, el ces gran-
deurs ne pouvant y figurer que par les nombres qui les représentent
exactement. Pour bien mettre en évidence 'utililé des nombres, il
faut des développements et des exemples choisis, quon dounne bicn
rarement ; el je pense qu'il n'est pas hors de propos de rappeler ici
quelques-uns de ceux que j“ai indiqués en Arithmétique (8° édit. ,
p- 83 ct suiv.).

Si vous me diles que vous avez un gros ballot de drap bleu, pre-
mitre qualité ; si méme vous me mettez co hallot sous les yeux;
aurai-je , par cela seul, uncidéc exactede la grandeur et de la valeur
de cc ballot? Et sans la connaissance parfaite de ces deux choses,
puis-je me décider & I'achat de votre drap , bien que sa2 beauté me
séduise 2 Mais si vous me dites que le ballot contient 30 mdtres de
long sur 9 décimétres de large et que le métre carré de ce drap bleu
se vend 42 Ir., priz courant; un simple calcul me fera connaitre,
et unilés wonétaires, la valeur réeile du ballot. Je pourrai dail-
leurs mesurer le drap , moi-méme, ct savoir , par expérience, si le
prix courant n'esl pus trop ¢leve.

De méme , pour renouveler la tapisserie de ma chambre et régler
mon compte avee le (apissicr , qui me doit 60 Ir., il me faudrait
mesurer I'élendue superficiclle a tapisser; mais, en consultant un
ancicn memoire du tapissier , je vois qu'il a employé 16 pidees de
papier , ayant chacune 5™ de long sur O"9 de large. Sachant d*ail-
icurs que le papicr & fournir codtera , aprés qu'il sera posé, 4 fr.
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la pitee, longue de 6* et large de 078, il me sera facile de calculer
a l'avance si je redevrai aun tapissier ou s'il me redevra , et combicn,

V1. Non-sculement les nombres donnent fort exactement l'idée
de chacune desgrandeurs ou des valeurs qu'ils représentent ; mais
cette idée ost plus claire et plus compléte que si la chose matérielle
était sous les yeux. Celle—ci d'ailleurs pourrait ne pas étre visible
ni entiérement accessible : mais si sa grandeur ou sa valeur a ¢té
réduite en nombre, une fois pour toutes, les opérations s'exécute-
ront avee facilité sur ce nombre; lequel représente partout ¢t tou-
jours la grandeur ou la valeur de la chose proposée, si daillcurs
I'unité de mesure est restée invariable.

Par exemple, le détaillant sait que 4950 est le prix du kilo de
cerlaine qualit¢ de calé; il sail que son correspondant, i 20 licues
de la, tui fera une remise de 10 pour 100 ; que le transport de 100
kilos lui céutera 50 centimes par licuc et que les 400 kilos , néces-
saires 4 la consommation de ses praligues, par mois, auront une
cnveloppe pesant 12 kilogramwes. Il peul done calculer la somime
qu'il aura & débourser , pour Pachat et le transport de ces 400 kilos,
bien qu'il n'ait pas acucllement cette quantité svus les yeux : il
peut méme calculer d'avance combien il doit vendre le kilo pour
gagner 100 fr. sur le out.

YII. Lorsqu'on projéte un ouvrage queclconque, ‘il faut d'abord
connaitre {a dépense cn argent que I'exéeulion de cet ouvrage occa-
sivunera ; et il est naturel alors de chercher les moyens de rendre
celle dépense la plus petile possible , sans nuire a la solidité et aux
sutres qualités de Vouvrage projeté. Ici le calcul est indispensable,
aussi bicn que les nombres propres i représenler exactement les
valeurs et les grandeurs des choses ; lesquelles n'existent encore que
dans Vimagination. De plus, il faut sousent le mesurage , pour réa—
liser les conceptions auxquelles on s'est arrété, et il faut un desscn ,
propre b les représenter aux yeux, sur le papier, lorsque les gran-
deurs sont continues; comme les lignes , les surfuces et les volumes
de fa géométric.

Par exemple, dans une propriété, adjacente i ma maison , j¢ veux
éablir un verger rectangulaire, d'un hectare de superficie , clos
d'un mur ayant un mdétre et demi de haut, & partir des fondations
dans le terrain , et dont la conslruclion me codtera 80 centimes par
melre corrc de surfuce intéricure. Aprés plusicurs cessais, fondés sur
c¢ que 10000 mitres carrés est le produit de plusicurs couples de
facleurs, je reconnais que la conlection du mur me codtera le moins
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possibie , si je fais du verger un carré, ayant 100™ de coté. De plus,
je ferai planter 16 rangles d'arbres fruitiers, 3 30 centimes la
pi¢ce , en meltant 6= d’intervalle entre les rangées el les arbres suc-
cessils ; ce qui nécessitera un intervalle de 2™ catre le mur et la
rangée adjacente. Le jardinier, chargé de la plantation des arbres
recoit 4 {r. pour salaire journalier el ne peut creuser journellement
que 60 trous. Il doit conduire une brouctiée de terrcau au pied de
chaque arbre, et ne peut faire ainsi que 4 kiloméires de chemin
tous les jours. Or, ce terrcau , placé sur le verger, me revient A
2 {r. 70 la charcti¢e de 12 hroucttées ; mais au licu de le faire placer
en un scul tas, je diminuerai de beaucoup le chemin du jardinier ,
en en placant une charettée un tiers au milicu de chague rangée.
De cette maniére , je trouve que la moindre dépense tolale, pour
Fétablissement du verger, se réduit 3 641 fr. 31 centimes.

Y1I. Dans le commerce et pour des achats quelconques, il faut
loujours mesurer ¢l compler, calculer et évaluer , pour avoir des
nombres. De méme, dans les arts et méliers, il faut souvent que
les grandeurs soient réduites exactement en rombres , soil cu comp-
tant lorsque les parties égales A 'unité sont bien séparées et dis-
tincles , comme pour les 8O arbres que le pépinicrisie doit fournir
i 40 centimes 1a pidee ; soil en mesurant el comptant lorsque la
quantité est continue , comne pour savoir combicn codle chacune
des trois feuilles rectangulaires ct inégales d'un mdime acajou,
payées 48 ir. ensemble ; soit enfin en évaluant en unités mond-
laires , quand I'unit¢ de méme nature que la grandeur proposte
vient & manquer, comme pour la deanté d’'une peinture ou la per—
Jeetion d'un ouvrage quelconque, ou bien quand le mesurage direct
est impossible , comme pour le poids du bauf que le boucher veut
acheler. Ne pouvant le peser, il doit, & la scule inspection de I'ani-
mal, pouvoir ¢n eslimer le poids et la valeur en argeal; et il lui
faut asscz d’expérience, dans ces sorles de marchés, pour ne pas
commetire d’erreur notable. Aussi le boucher, qui connait son
mélier , se lrompe-1-il rarcment sur la valeur réelle, qu'il obticnt
ainsi par la comparaison mentale ct ses souvenirs.

En général , quand le mesurage direct est impossible, on a
recours & V'évaluation , faite, le plus souvent, & dire d’expert. Mais
il est différentes sortes de mesurages, forl usilés, que chacun peut
exceuter. Par exemple , le fermier qui vend 2 fr. le boisscau d'un
tas de blé sur son grenier, n'a d'autre moyen, pour sayoir combicen
ii recevra d'argent, que de mesurer ce tas en y remplissant les saes
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de I'acheteur, confenantchacun 6 buisseaux, je suppose , et de comp-
ter ensuite les sacs remplis ct les boisscaux contenus dans celui qui
ne l'est pas, s'il y en a.

IX. De méme , le vigneron qui vend 1 fr. 10 le Zitre du vin con-
tenu dans unc cuve , garnie d’'un robinct, doit mesurer celle quan-
tit¢ de vin, d'abord avec le décalitre, pour aller plus vite , puis
avec le litre et avec le décilitre , en versant dans les fonneaux de
l'acheteur. Mais pour ve rien oublier, il doit marquer par um
trait, fait sur une planche, avec la craie ou une pointe, chaque
décalitre versé , puis par un (rait plus petit chaque litre et par un
trait plus pelit encore chaque décilitre. Complant les traits de chaque
groupe , il connaitra le nombre décimal de litres du vin vendu.

Telle cst V'origine du calcul avee les traits, encore en usage chez
quelques détaillants ; et ¢'est la base du calcul mental , si rapide,
si siir et si nécessaire. On voit aussi I'utilité qu'il y a d'avoir plu-
sicurs unités pour mesurer le méme genrce de grandeur.

X. Dec parcils développements et des applications, ainsi choisies ,
ne manquent gucre de rendre plus claire, plus intéressante el
conséquemment plus fructueuse, 'étude de la science des nombres ;
ils doivent done figurer dans son cnscignewment , comme auxiliaires
indispensables,

Arcesre 1. Lalgébre ¢lémentaire ayant pour but le caleul des
nombres , représentés par des signes abrévintifs et généraux , savoir
les lettres de PAlphabet, n'est au fond que Varithmétique généra—
lisée : cest toujours la science des nombres ; mais ¢’est la science
des nombres, énoncés d'une maniére indéterminée. L'élude de
Falgtbre est done d'autant plus facile, que 'on connait micux l'arith-
mélique ; mais il faut, pour eela, que cette derniére science ait é1é
traitée ct enseignée convenablement; ce qui arrive parfois , mais
plus rarement gu'on ne le croit d'ordinaire.

H. A en juger par les réponses aux questions proposées dans les
concours généraux eatre les élablissements d'instruclion moyenne ,
Falgéhre parait bien enscignée dans plusicurs Colléges de Belgique.
Cependant, chez les éléves qui se présentent pour la candidature
¢n philosophie et lettres, les études mathématiques sont générale—
ment faibles, aussi bien pour la géométrie que pour I'algébre. On
congoil que ces deux branches n'élant considérées, bien i tort, sans
doute , que comme accessoires, par les aspirants , ils n'en aicnt fait
quune éude superficiclle. Néanmoins , les interrogations ne déet-
lent pas seulement peu de travail, chez plusieurs ; mais aussi , par-
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fois, l'emploi de mauvaises méthodes. Ainsi, par exemple, bien
peu connaissent les définitions, claires et précises , des opéralions
algcbriques , non parce qu'ils les ont oublites, mais parce gu'on ne
leur cn a point parlé, ni dans les legons, ni méme dans les livres.

Il est, cn effet, plusicurs traités élémentaires d'algébre ot ces
delinitions, bases de la science, sont & peine mentionnées ; et on
les regarde comme identiques avec les définitions des opérations de
Parithmétique. Clest une cxtension, inspirée par l'analogic; mais
cette extension a besoin d'¢tre légitimée, d'unc maniére quel-
conque. Car, A raison des signes , qui viennent compliquer les opé-
ratious de I'algibre, Manalogie entre ces opérations ct celles qui leur
correspondent en arithmétique , est beaucoup trop &oignée, trop
peu évidente , pour qwon puisse négliger de la rendre complite,
en généralisant les définitions et les démonsirations de larithmé-
lique , pour les approprier & lalgébre.,

Dailleurs , les définitions des opérations de V'arithmétigue sont—
clles toujours bien posces, elles—mémes ? y énonce-t-on , bien clai-
rement, par exemple , ce que c'est que multiplier un nombre par
une fraction? Il y a ici une extension d'idée, qu'on ne saurait
passer sous silence , saus tomber daus le vague et Fobscur., Il est
vrai que celle exiension cst asscz naturelle, pour qu'on dise que,
multiplier 5 par 3 quarls, c'est répéler 3 frois quarts de fois ;
comme 3 quarls de fois 5, cest les 3 quarts d'une fois 5, cest les
trois quarts de 3, on peul dire que muitiplier 5 par 3 quarts, c'est
prendre les 3 quarts de 3; et en général, que multiplier un nombre
gueclconque par une fraction, c’est en prendre cetle fraction.

Cette dlfinition suflit & Farithmétique proprementi dile: clle y est
nécessaire ; el pourlant clle n’y cst pas ¢énoncCe, le plus souvent.
Encore moins y trouve—t—on celle-ci, qui embrasse tous les sys—
ttmes de valeurs et qui sapplique immédiatement & lalgébre,
savoir : le produil se (rouve en opérant sur le multiplicande , comme
le multiplicateur cn opérant sur Uunité. Cest a e principe ' ana-
lagie directe ; car le produil est au multiplicande, ce que le multi-
plicateur est & Punité.

I11. Les démeonstrations du ealeul des fractions algébriques ne
sauraient ¢tre les mémes que celles du caleul des fractions arithmé-
tiques ; el cependant plusicurs auteurs, fort en vogue , le supposent,
comme si fa chose élait vraie. Toule fraction algébrigue n’étant que
le quotient indigué du numérateur par le dénominateur , est-il donc
si diflicile de démontrer le caleul des fractions littérales , en dési=
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guant la valeur de chacune par unc lettre? Et ne faut-it pas ces
démonstrations , si diférentes des démonstrations correspondantes
de larithmétique , et 2u moins aussi simples?

Sans de honnes définitions ct les démonstrations, qui en résultent
immédialement , il n'y a pas de science; il ne faut donc pas négliger
ces deux choses cssenticlles, en algtbre, ct faire ainsi de cette
science une routine aveugle ; car lalgébre, ol tout peul étre défini
¢t démontré , est une scicance importante , qui devient trés-simple
et trés-claire, par le principe danalogie dirccte.

IV. Le seul fail do l'emploi des letires pour représcater des
nombres quelconques, rend les régles et les formules de l'algébre
complétement générales, c'est-a—dire applicables i tous Jes pro-
blémes analogues. Mais cette généralité compléle , que P'on accorde
volontairement aux régles et aux formules de l'algébre , doit étre
démontrée pour chaque question générale, soil par extension des
définitions ou par unc convention immdéidiate, bien molivée, soit par
induction ou par analogie, d'aprés ce lait évidenl que la valear
particuliére d'une letire ne saurait changer aucunement les opéra-
tions indiguées dans la formule. En un wot, chaque régle ou chaque
formule n'est compldiement générale que par le principe d’analogic
direcie, en veriu duquel loutes les grandeurs, comprises dans la
méme définition , générale el complite , sont exprimées numeriquement
absolument de la mcéme manicre , au moyen des valeurs numériques
de leurs éléments générateurs analogues (éléments analogues uéces-
sairement de méme dénomination et représentés par la méme leitre).
La démonstration alors est bien facile; elle revienl uniquement &
Ctablir clairement , d’aprds ta définition , que les grandeors, aux-
(uelles on veul appliquer fa formule trouvée pour 'une d'entre
ctles, ont le méme mode de génération que cette dernidre.

Y. Maintenant, pour que les rigles et les formules de Falgébre
soient compléiement générales , il faut gu'elles puissent s’appliquer,
yuels que soient les nombres qui en sont lobjet ; or, cela exige le
calcul des symboles, tels que —4, 3 sur 0, Osur 0,y " —9, cle.
Ce calcul est absolument inévitable, en algébre ; car pour avoir la
formule, qui a donné l'un de ces symbholes , nous avons opéré sur
celui-ci , A notre insu, en le (raitant comme une véritable quantite
numérique 3 de sorle que nous I'avons sowmis aux mémes régles de
caleul ef anx mémes principes que les nombres réels. Or, une telle
extension cest—clle permise? c'est ce quit faut démontrer, et c'est
ce qu'on fail rarement, d’une manitre compléte, dans les ouvrages
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¢lementaires 5 d'on résublent néeessairement plusicurs Cifficultés a
expliquer.

Le calcu! des symboles se réduit finalement a celui des quaniiiés
négatives isolées ; et ce dernier calcul peut s'¢lablir en verw de la
généralité compléte attribuée a chaque formule, ot 'on peut par
conséquent égaler & zéro la quantité qui est censée précéder chaque
terme négalif, paree que cette quantité ne fait pas Fobjet du caleu!
actuel ct ne doit pas y étre conservée : ¢’est alors une simple auaxi-
liaire,, pour faciliter les raisonnements. Par exemple, s'il fant mul-
tiplier ¢ par —c, on multipliera d'abord a par d—c, ce qui donnera
ab—ac ; puis le nombre auxiliaire 4 n’étant pas l'vbjet du caleul
proposé, doit disparaitre du produit obtenu ; ce qui revient 3 y faire
b=-0: donec a X —b—=—ab.

Ou peul aussi élablir, avec facilité, le cateul des quantités néga-
tives isolées, Jorsque les opérations algébriques sont clairement et
complétement définies, et cela en partant de ces définitions. Ainsi,
dans ax—c , le multiplicateur —e se trouve en multipliant Punité
par ¢ et en changeant le signe du produit ¢ ; done le produit de «
par —e¢ se trouvera en multipliant a par ¢ el en changeant te signe
du produit ac ou -}-ac; ce qui donne encore —ac, pour le produit
dea par —c.

YI. Lorsquien résolvant un probléme, on trouve un symbole
Jour l'inconnue, ce probléme est impossible; mais on arrive i un
autre probléme en interprétant ce symbole, c'est-a—dire en cher-
chant quel changement I'énoncé proposé doit éprouver, pour qu'il
soil possible , avec les mémes nombres donnés, et pour gu'il soil
résolu par les mémes calculs généraux, quion est ainsi dispensé de
recommencer, L'interprétation des symboles est importante; com—
ment se fait-il done qu'elle soit si négligée dans Palgdbre éiémentaire
et surlout dans son ensciguement ? On n'y fait pas bien remarquer
que quand Je symbole provient d'une soustraction , son interpré-
fation revient uniquement & remplacer, par unc addition , la sous-
traction qui le produit; ce qui revient enfin i changer simplement
le signe d'une letire ou de plusicurs. Je crois avoir établi comple-
tement le premier, que Vinterprétation des symboles , méme des
symboles fractionnaires , se réduit finalement & changer la nature
de I'inconnue ou de quelques données. De sorte que le probléme pro-
posé étant impossible, il y a toujours un probléme analogue, résolu
avec les mémes nombres donnds et par Ia formule modilice.

C'est ce qu'it importe de rendre bien sensible, par des exemples
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chuisis, afin de rendre claice et familiére Uinterprétation des symn-
boles, base de la trigonométrie et de la géométric analytique. Mais
le zéro étant absolw , il faut bien se garder de dire , comme on le
fait ordinairement, que 1 sur 0—=gp , comme ccla aurait lieu si le
2éro €lait relatif ou un nombre infiniment petit: 1 sur O est un signe
d’absurdilé ; car dans z=1 sur 0, quirevientd0.x=1,le¢ quolicnt
z st absolument impossible. Il importe de remarquer d'ailleurs
Gu'une quantité variable ne peut devenir négative , de positive qu'elle
dtatt, qu'en passant par Uinfiniment petit et le zéro absolu , ou per
Uinfiniment grand et Uabsurde; comme la fangente, en trigono-
méirie.

VIL. Presque toujours on définit une éguation cn disant que c'est
Vexpression de I'égalité de deux quantités; mais cette définition
est loin d'dire compléte et ne fait point counaitre I'équation.
Aussi demandez a I'édléve quel role doit remplir la valeur de I’incon-
nuc dans Féquation? A quei les équations sont-clles nécessaires ?
Qu'est-ce que résoudre une équation? Et pourquoi faul-il que
chaque transformation ne détruise pas 1’égalité des deux membres?
Ces quatre questions , bases de la théorie des équations, resteront
le plus souvent sans réponses valables.

La résolution et la discussion sonl trés—faciles dans chacune des
¢quations du premier degré, A une inconaue z , savoir :

a—c a a® ct ¢ a a ¢

el ~— = e —.

zte xr x—c T—a a x c x

|
I

La discussion des équations revient & l'interprétation des sym—
boles : pour les équations générales du premier degré, & plusieurs
inconnues , la discussion est fort compligquée et forl inutile, heu-
reusement, puisqu’elle rentre dans la discussion des équations a
une inconnue. Dailleurs , les formules pour plusicurs inconnues ,
du premicr degré, pouvant induire en errcur, comme donnant
parfois un symbole pour un autre, el exigeant au moins autant
d’opérations parliculidres , pour calculer les inconnues, que la réso-
lution directe des équations proposées, numériques ou litlérales ;
ces formules sont inotiles, et 'on ne doit s'en occuper que pour
appliquer les diffirentes méthodes d'élimination et savoir ainsi
quelle est celle de ces méthodes que I'on doit préférer. Car il y 2 un
choix & faire parmi elles , aussi bien que parmi les donndes et les
inconnues du probléme , pour cn obtenir la solution la plus simple,
¢t méme pour la rendre possible, dans les équations de degrés
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supéricurs au premier. Voild encore une partic importante sur
Iaquelle on n'insiste pas assez dauns les livees ni dans Venscigne-
ment. Aussi, faute davoir &é exercés sur les méthodes particuliéres
d’¢limination , les éléves sont-ils fort embarrassés pour résoudre
des problémes trés—-simples , tels que ceux-ci : 1° caleuler les deux
nombres dont on connait la différence des cules et le produit de
feur différence par leur produit ; 2¢ Calculer trois nombres en pro-
porlion conlinue, connaissant, soil la somme de ces lrois nombres
et la somme de leurs carrés ou de leurs cubes, soit la somme des
carrés de ces trois nombres ct la somme de leurs puissances
(uatriémes,

VIIL Il est un point d'analyse , fort négligé dans les éléments,
bien que fondamental en algéhre : cest la décomposition en facteurs,
d’aprés les résullats les plus saillants de la multiplication , résultats
¢noncés sous formes de (héordmes ; comme fe produit de la somme
par la dilférence, le carré ou le cube d'un binome, cte. Cette décom-
position en facteurs, qui exige parfois Vintroduction de termes qui
se détruisent , ct i laquelle on s’habitue bicntét, par des exemples
choisis convenahlement, est d’aulant plus importanie, qu'elle peut
souvent abréger la division algébrique : c'est méme le procédé le
plus simple pour trouver le plus grand commun diviseur (e deux
polynomes, rationnels et entiers ; vu que ce p. g. c.d. est le produit
de tous les facteurs pramiers , communs aux polynomes.

Non-sculement la décomposition en facleurs est indispensable a
la construction des valeurs, dans les problemes graphigues , et aux
applications du calcul logarithmigue , o souvent, pour la rendre
possible, il faut une faconuue auxiliaire; mais cetle décomposi-
tion, base de la frigonométrie numérigue , facilile la résolution de
cerlaines équations ; et c'est méme alors le seul moyen sjue l'on
puisse employer parfuis, comme pour calculer la valeur en degrés
de l'angle x, dans chacunc des équations

2sin x-}-sin 2z =sin jz el 2 sin x—sin 2z =cosjz-

De mdme, la décomposition en facteurs abrdge singulidrement
la résolution de I'équation 2’ —az'—a*z4-a’=0.

Comment donc ce moyen d'abréviation peut-il &ire si négligé
dans les ¢léments d'algébro et surtout dans V'enseignement de celte
science? Comment n'a-t-on pas vu encore que la théoric, la plus
claire et la plus simple, des équations du second degré, & unc
inconnue x , est basée sur la décomposition en facteurs du Irinome

az’ bxf-c?
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Multipliant en effet, cc trinome par a , afin d'éviter des fractions
littérales, puis introduisant $4*—147, il est clair qu'on aura succes-
sivement

(a:r)’_'_b (ﬂ.’l‘)-l"%b'__:b‘ “+ac—= (ax'-l" ;h) ’——(-:-I)’ m““}
=[azt30—iV (b*—Aac)][az4-3b--3V (b*—dac)).

Posant donc, pour abréger ,

ar’ =— b+ (W —dac), 1
a2t W —ba); § D)

puis substituant et réduisant, on (rouvera
az’--bx-t c—o(z—x")x —z").

Ces deux expressivns sont fdentiques , cest=it—dire ne différeont
que par la forme. Observant, en cffel, qu'on a évidemment,
d'aprés (1), les deux relations :

a(X 42" =—b ot axx ;... (D)

on verra, en effectuant les multiplications, que a{x—a")(r—z")
devient d'abord ax®—a{x'-2/)}az'z', ct ensuite ax® |- bxt-e.

¥X. Maintenant, résoudre I'é¢quation ax'}-bx--c=0, ot I'in-
connue esl , c'est résoudre 1'équation identique a(x—a')(z—a”)
=0. I sagit donc de calculer les valcurs de x qui réduisent A zéro
le premicr membre de cette ¢quation ; or un produit ne saurait dire
nul, évidemment , que par Vur au moins de ses facteurs : le facteur
a w'é¢tant pas nal, il faul que l'ow des deux autres facteurs soit
zéro; el comme if n'y a pas de raison pour que ce soit P'un plulét
quc l'autre, on doit ferire simultanément

zg—x'=0cl x—z"=0; don & =2 ct z=2".
A cause de 2ax=2ax’ el de 2ax =2ax”, il vient en substiluant,
20zm=—1Ubzey/ (bF —4ag) ... (3)

Telln est la double formule pour caleuler les deux valenrs ' ct
z'" de z, dans azx'+ bz-1-c==0 ou dans a(z—a"){zx—2""}==0. Si donc
x pouvait avoir une troisitme valeur v, différente des deus pre-
midres z' et z", il faudrait qu'on eiit av’ -J-bv-+-¢=0, c’esl-d-dire
a(p—z'Yv—a"}=0 ; chose évidemment impossible. Donc foule
équation du second degré, & une inconnue, a toujonrs deuzx racines
el jamais plus.

1l importe de remarquor les dewx relations (2}, parce quiclles



(16)
recoivent plusieurs applications uliles et servent i faciliter la réso-
Intion des deux équations zy.--6 el 2'—y* =19, oun des deux

ry=act x"--y"==b.

La discussion de la formaule {3) conduit & interpréter les solutions
negatives et imaginaires; et it en résulle que toute équation du second
degré, & une inconnue, résoul louyours deux problémes analogues
ou denx fois le méme probléme. Si a=0, la formule (3) donne =0
sur 0 et z=—2b sur 0 ; valeurs que ne donne pas I'équation pro-
posée, qui alors se réduit & dx-j-¢=0. Mais cela tient au facleur
éiranger 2a , introduit par la résolution , daons les deux membres de
(3) ; et pour metire ce facleur en évidence, il suflit de maltiplicr
des deux cotés du signe =, dans (3), par b=V (b* —iac). Sappri-
mant alors ce facteur commun 2a, puis faisant a==0, il vient les
deux viéritables racines x==—c sur & et z=—2¢ sur 0.

X. La discussion des ¢qualtions du sccond degré , 3 une inconnue,
esl rarement compléte, dans les ouvrages d’algébre : le plus souvent
on n'y interpréle pas les solutions imaginaires ; interprétation loute
aussi importante cependant que celle des solutions négatives , clle-
méme souvent fort négligée. On ne fait pas voir non plus que | in-
connue ne devient imaginaire , de réclle qu'elle était , qu’en passant
par le mazimum ou par le minimum d'un certain nombre variable ;
bien que la chose soit trés-facile. Cor a, b, ¢ pouvant vsrier succes-
sivement ou deux cnsemble, dans la formule (3), il en résulte,
avec évidence , que chagque fors {a plus grande et la plus petite valeur
du nombre variable rendent nulle la guantité sous le radical du
second degré , el donnent simultanément

V' —4ac=0 el 2ax=—1"b.

Cclte proposition est la basc de la théorie importante de mazi-
mums el des minimwms du second degré; lesquels soul fournis par
la résolution d'une équation, que I'on peut ramener au sccond
degré, par rapport & chacune des inconnues qu'elle renferme, ct
ol s¢ trouvent le nombre variable ct les nombres donnés. Celle
théorie que nous avons développée complétement en algébre,
comme partie cssentielle des éléments , sapplique méme aux équa-
tions de degrés supéricurs au sccond , pourvu chaque fois que
I'équation svil symétrigue par rapport aux deux incounucs z ¢ty :
on pose alors z=v4-u et y=v-—u.

Il en résulte un grund nombre d'applications , aussi uliles que
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remarquables, en géomdétrie et en mécanique, comme nous en
citerons plus bas quelques-unes; el en particulier, il en résule Ie
calcul le plus simple des axes principauz, dans les courbes ct los
surfaces du second ordre.

Cependant, ce n'est que dans les ouvrages modernes, depuis cclui
de Lhuillier , que I'on fait quelque mention des maximums et des
minimums du sccond degré, ct encore se borne—1-on i une scule
inconnue. On renvoit la théorie compléte au caleul da[]?:rcnucl
comme si cetle héorie ne pouvait se traiter facilement en algébre c;
ne devail pas y ligurer , non-seulement pour compléter Ya dlSl.uS-
sion ; mais surlout pour rendre les ¢léments dalgébre d'une utilite
plus é¢tendue, sans les rendre d'une étude plus difficile. La théorie
ci-dessus simplific, d'une manié¢re notable, celle du calcul différen-
ticl, dans les recherches de méme genre , et y supplée souvent avec
avanlage.

XI. Le calcul des radicaux, celui des exposants dune nature
quelconque, et la théorie des irrationnels , ne laissent & désirer |
dans les ¢léments , que parce qu'on n'y apphquc pas assez immié-
diatement le principe d'analogie directe, Quant & la notation des
lettres numérotées , analogue a4 celle des exposants, efle n’élait
guére employée, dans les éléments dalgébre, avant que nous ne
I'y cussions introduilc nous-méme. Cependant cefte notation tros-
simple, servant A indiquer le rang que lient un lerme dans une
suile d'autres, représentés par unc méme leltre, et lids entre cux
par une loi constanie , connue ou inconnue, simplific singulitre-
ment la théorie des arrangements et des combinaisons, aussi bicn
que la théorie des séries élémentaires , ou il faut calculer, soit 'ex-
pression du ferme général , soit Vexpression de la somme des n pre-
micrs termes de la série. Chaque fois il faut résoudre I'équalion
numeéros , qui exprime la loi de la séric; cc & quoi Fon parvient
souvent en ¢liminant , soit par voic de multiplication , soit par voie

d'addition d'¢quations , comme dans la séric récurrente du second
ordre :

alypa=(a-4-b)typ —biv,

ou a et & sont des nombres conslants, positifs ou négalifs , et out

{y, Iv41 » Lyss SONL trois termes consécutifs quelconques de la série.

XII. Il est plasicurs séries importantes, en algdbre ct en trigono-

mélric, propres & résoudre difléreats problémes de mécanique appli-

quée , que l'on réserve ordinaircment au caleul différentiel et au
2
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calcul intégral; quoiquelles puissent se traiter, avec focilité, en
algébre , dapreés la méthode infinitésimale , dont les notions doivent
y ¢ire développées avec soin, comme servant de base 3 diverses
théories scientifiques, ct en particulier & la mécanique indusirielle.
Cette dernidre science, dont F'étude est désormais indispensable ,
doit ¢tre accessible au plus grand nombre de lectears et d'étudiants ;
or clle le devient par des ¢iéments d'algébre, de géométrie et de
trigonométric, convenablement traités et suffisamment complets.

X Les conceptions géométriques élablissent , avee I'évidence
la plus entitre, l'existence réclle des infinis du premier ordre,
du second ¢t du troisiéme ; d’od résulte, avec la méme évidence,
Pexistence réelle des fnfiniment petits du premicr, du second el du
troisicme ordre. Les mémes conceplions démontrent aussi , fort
complélement, que foufe grandeur est comme nulle et doit se néyliger
vis-d-uis de celle qui la contient une infinité de fois : ¢’est donc un
xéro relatif i cette dernitre. Tel est le principe de la méthode infi-
nitésimale , c'est-h-dire de la méthode o Fon calcule des nombres
finis & l'aide de nombres infiniment grands et de nombres infiniment
petits ; lesquels sont alors les éléments générateurs auxitiaires des
grandeurs fintes proposces.

Mais , sans considérer explicitement les grandcurs infinitésimales,
on peul démontrer comme il suit le principe ci-dessus : Supposons
que dans une recherche numérique quclconque, on soit parvenu &
Fégalité a=bt v, a et b étant deux nombres constants et v un nom-
bre variable , susceptible de devenir aussi petit qu'on voudra, sans
quc I'égalité proposée cesse d'exister; je dis que le nombre a ne
dépend aucunement de v. Car si cela était; comme & est un nombre
constant et que = v est nécessairement variable avee v, il s'ensui-
vrail que a, toujours ¢gal & bz v, varicrail aussi et ne serait point
un nombre constant ; contrairement a I'hypothése : donc a ne dépend
aucuncment de v et par conséquent a=b , absolument comme si le
nombre variable » ¢ait rigourcusewent nul dans a==btv. Or, v
pouvant &ire supposé aussi pelit qu'on voudra, sans que I'égalité
a=>bzv cesse d'exister, on peul supposer v infiniment pelit ; et par
conséquent v est comme nul vis—h—vis du nombre fini b, qui le con-
tient une infinité de fois.

De méme, si a, b,¢,d,...,4qd, ¥,¢,d,..., sont des nombres
constants inconnus ¢t x un nombre variable susceptible de devenir
aussi petit qu'on le vent , sans que 1’égalité que voici cesse d'exister :

a+bx-fext +dr’felc.=a' +- 'zt o'z |- d' 5 +elc. ;
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on aura séparément a==a' t={' c=¢, cle. Cest 2 la fois le principe
de la méthode infinitésimale et celui de la méthode des coefficients
indéterminés , celle-ci ¢tant, aussi bien que l'sutre, une application
du principe d analogie directe.

GeEoMETRIE ELEMENTAIRE I. De toutes les branches de mathéma-
tiques , la géométrie ¢lémentaire est certainement la plus facile 2
¢tudicr et A enseigner, quand elle esl présentée convenablement et
précédée par la connaissance de larithmétique généralisée ou des
é¢léments d'algébre; counnaissance indispensable pour une étude
approfendic de la géométric. C'est qu'en géoméirie les délinilions
peuvenl recevoir la clarté et la simplicité les plus complétes; clarté
¢t simplicilé qui se répandent sur les théories, lorsqu'on sait les
déduire immédiatement des déBnitions ; celles-zi élant indispensables
A la science, comme sources les plus claires des vérités qui la cons-
tituent.

IL. S'il est vrai qu'une définition bicn faitc renferme toute une
science, il s'ensuivra qu'en géométric , un bon choix de définitions
est de la plus haute importance pour les théories et I'étude la de
grandeur définie, Carsi la définition est incomplite et par conséquent
ohscure , les propriéiés de la figure , qui sont conséquences immé-
diates de sa définition, ne pourront s'en déduire clairement ; et
méme plusicurs de ces propriétés , peul-étre les plus utiles, pour—
ronl resler inapergues,

Cependant combien pen voyons—-nous de hons livres élémentaires
de géowmdtric, bien que ceite science soil Fune des plus faciles &
traiter. Non—seulement lous péchent par l'ordre ct la méthode ,
mais aussi par les définitions. Par exemple, dans ['un de ces livres,
on appelle droite, la ligne dont toutes les parties ont la méine dircc-
tion. Or, n'est—ce pas ainsi définir le méme par le méme? Et d'ail -
leurs, pour &tre compris, ne faut-il pas encore délinir le motdirection »

Toutes Tes bonnes définitions de la ligne droite reviennent i
celle-ci : ou appelle droite , la plus courte de toutes les lignes joignant
un point & un aulre; ef celle ligne la plus courte est nécessatrement
wnique. Cetle définition w'est si généralement admise, que parce
qu’clle donne, de la ligne droite , I'idée [a plus claire ct Ja plus com-
plite, acquise par l'exptrience journaliére de chacun.

De méme, si Pon appelle angle, la quantité plus ou moins grande
dont deux droites (ui so coupent sont écartées 'une de I'autre,
quant i leur position , on ne fait pas connaftre Vangle, tel qu'il est
réellement. Car qu'est—ce que celle guantité plus ou moins grandr,
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qui appartient nécessairement 3 la géométric ? Est-ce une ligae ,
une surface ou un volume ? C'est ce que ne disent poin( les auteurs
de cette définition ; laquelle par conséquent est fort obscure.

Est-il étonnant, d'aprés cela, que la (héorie des paralléles, basée
sur ceite définition incomplite de Vangle, soit si difficile ct si peu
satisfaisante ? Cest A tel point , que plusicurs géometres, du premice
ordre , ont proposé d'introduire un nouvel axiome , pour simplificr
cette théorie importante ; el chose remarquable , c’est qu'ils admet-
tent la longueur illimitée de chacun des cotés de 'angle, sans vou-
loir le regarder tel qu'il est en effet, une portion plane infinic ;
laquelle est précistment la guantité plus ow moins grande, men-
tiounce dans la définition , et cela comme ne pouvant dtre qu'unc
(uantit¢ géomélrique, ct parce que deux droiles , qui s¢ coupent ,
sonl dans un seul ¢t méme plan.

1L On dit aussi que la figne courbe west ni droite ni composte
de lignes droites. Par cetle définition négative,, nous voyons hien
ce que n'est pas la ligne courhe ; mais il serait bien plus utile de
nousapprendre ce qu'elle est récllement ; chose dailleurs trds-facile ,
en vertu de sa description.

Car, remarquons-le bien , toutes les bonnes définitions , en géo-
métric, soul descriptives , ¢'vst—a—dire énoncent les éléments géné-
rateurs de la quantité définie. Donc micux ces ¢léments généraleurs
seront mis en évidence , par la définttion , complite et géndrale, plus
sera fucile I'étude des propriélés de la quantité proposdée.

Pour décrire une ligne courbe, il faut que la pointe 3 tracer,
peadant les instants successifs infiniment petits, s'avance infiniment
peu successivement vers une suite de points lixes , infiniment voi-
sins les uns des autres : elle décrit donc des droiles successives
infiniment petites, lesquelles sont les éléments ginérateurs de la
courbe et chaque élément (aisant un angle infiniment petit avec le
prolongement de celui qui le préctde immédiatement, Clest méme
la valeur de chacun de ces angles, infliniments petits, qui déter-
mine la courbure de la ligne au point, sommet de ccl angle. La
ligne courbe est done une Iigne brisée, composée d'une infinité de
c6tés ou éléments , infiniment petits chacan.

1V. C'est ainsi que le développement des premitres notions de la
géométric améne , inevitablement, un autre ordre de grandeurs,
savoir les quantités infinitésimales. On peut bien ne pas en faire
mention , dans les définitions ¢t dans les raisunnements; mais clles
s’y présenteront toujours ct o'y seront que mal déguisces. Et n'est—
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ce pas le soin que 'on met 3 ne point parler des quantités infinitési-
males , chaque fois qu'clles se présentent inévitablement, qui rend
si difliciles et si obscures cerlaines théories géomdtriques ? Voyez
par exemple , combien sont longs et incompréhensibles les raison—
nemenis pour établir I'égalité des rapports de deux couples de quan-
tités incommensurables entre elles, ol V'on veut éviter les mesures
communes infintment petites , qu'on est cependant foreé d'employer
implicitement , pour arriver & une conclusion, présenlant un sens
raisonnable,

Deux quantités , de méme nature, sont dites incommensurables
entre elies , non parce qu'elles n’ont absolument aucune mesure com-
mune ( cor alors clles n'auraient aussi absolument aucun rapport);
mais parce que leur mesure communc est tnassignadle ou infini-
ment petite. De sorte quil y n toujours commune mesure et qu'il
n’existc aucun couple de quantités, que I'on puisse appeler {ncom-
mensurables , comme n’ayant absolument aucune mesurc commune ;
vu quialors aussi clles n'auraient absolument aucun rapport; et
commenl raisonner sur une chose, qui n'existe pas?

Non-sculement la distinction de Vincommensurable ct du com—
mengurable cst contraire aux régles d’une saine logique; mais cetle
distinction a rendu moins accessible, aux diverses intelligences,
I'étude de la géométrie, par les difficuliés dont elle I'a compliquée,
cn la rendant moins exacte ; et ce n'est pas unc des conséquences les
moins ficheuses de 'emploi de mauvaises méthodes, dans U'exposi-
tion des théories de Ja belle et utile science de I'étendue.

Y. On v'insisle pas assez, soit dans I'enscignement , soil dans les
livres mémes , sur la distinclion importante de géométrie graphique
ct de glomélrie numdrique : aussi arrive—t—il souvent, faute de
rendre cetle dislinction bien saillante, que les ¢léves, conlondant
ces deux genres de géométrie, n'ont en rélilé que des nolions
vagues et fort incomplites de 'un ct de lautre. Dans I'énoncé :
Vaire d'un rectangle a pour mesure le produit de sa base par sa
hauteur ; demandez & U'éléve s'il pense que la base et la hautenr
soient ici des droiles réelles? il vous répondra, le plus souvent,
aflirmativement, ¢t prouvera ainsi quil ne comprend pas cet
tnoncé. Et combien d'autres propositions, qu'il ne comprend pas
davantage , fanle de notions clairement développées !

La géométrie graphique, syaut pour but la construction des
figures et leur dessin sur le papier ou sur le tableau, facilite singu-
Lidgrement Pétude de lears proprictés, en remplscant ainsi ces figures
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par Faulres semblables, miscs sous lus yeux ; mais clie ne donne
pas l'idée précise de teurs grandeurs ou éendues. La géométric
numcrique, au contraire, ayant pour objet le mesurage de chaque
figure ou sa réduction en nombre, donne parlout et tonjours l'idée
compltte de sa grandeur, en supposant toutefois que I'unité, bicn
connue , demeure invariable,

On a ainsi des lgnes numériques , appelées longueurs; des sur-
faces numériques, nommics aires, cl des espaces numériques,
appelés volumes ou corps géoméirigues. Cest ainsi que le paralldli-
pipéde numérique est toujours le produit de ses irois dimensions
numdérigites : ¢'est un rapport composé du preduit de (rois autres
rapporls ; les conséquents ¢tant le cube, unité de volume , dans le
premier rapport, et son coté , unité linéaire, dans les trois derniers.

YL En (rigonowmcdtrie, les définitions deivent étre graphiques ,
pour la clarté; el ainsi il y a une trigonométric graphique et une
trigonométrie numérique : il ne faul pas confondre ces deux genres
distinets. Que gagnerait—on, par exemple, & nommer sinus d'un
angle ou d'un arc, le rapport ayant pour antécédent la perpendicu-
laire abaissée d'une extrémité de cet are sur le diamdtre qui passe
par Tautre exirémitd, et pour conséquent le rayon méme de lare
propos¢? La rerpendiculaire, considérée en elle-méme, n'aurait
donc pas de dénomination ; ce qui serait , pour la clari¢, un iucon-
vénient (rés-grave : il est cerlainement préférable d'appeler sinus ,
celte perpendiculaire méme, et de réserver le nom de sinus numé-
rigue 3 son rapport au rayon, pris pour unité linéaire.

Y. Pourquoi les théorémes relatifs au mesurage el i F'évalua—
tion numérique des grandeurs géométriques, ne soni-ils pas géné-
ralement bien compris par les é&ldves? Clest parce que, dans les
démonstralions , on perd trop de vuce 'opération matériclle , savoir
la recherche de la plus grande mesure commune , qui doit fournir
le nombre demandé ; c'est qu'on n'a pas monitré clairement le but
ct l'importance de cetle opération, o, pour avoir l'idée compléte
de Pétendue proposée, il faut la mesurer, Uexprimer exactement en
nombre el enfin, trouver , du moins avec une approximation suffi-
sanle , son rappor( 3 l'unité de méme nature , celle~ci élant inva-
riable ¢t bien connue, comme le métre pour les longueurs , le métre
carré pour les aires ct le métre cube pour les volumes. Or, ec rap—
port nc peut s'obtenir, par le mesurage cffectif, Gue pour les droiles
iracées (ou pour les arcs circulaires de méme rayon) ; et encore
ators faut-il que les droites soient visibles ct entitrement accessibles.



(23)

Pour les angles, les surfaces et les corps géométriques, le mesu-
rage ne peut s'exécuter direcfement, cest-x-dire en divisant effective-
ment I"étendue proposée en parlies égales & I'unité, ou égales & une
partic déterminée de celle unité : le mesurage alors ne pent étre
qu'indirect , en remplacant le rapport cherché par un autre égat,
simple ou composé , mais plus facile & trouver exaclement.

Par exemple, comment mesurer sur le terrain, avec 'unité super-
ficiclle s, carré construit sur 'unité linéaire ¢, I'étendue ou l'aire
du reclangle R, dont la base & et la hauteur 4 sout tracées ? Ici on
n'a pas matériellement 'unilé s; et l'aurait-on dfilleurs, il serait
impossible de I'employer, méme lorsque le terrain rectangulaire 3
réduire en nombre serait enlitrement accessible et lous ses points
de niveau, comme ceux d'un plancher. Il faut donc nécessairement
ramener le mesurage de R avec s 3 d'autres que l'on puisse effectuer
sur le terrain méme.

Or, soit R’ le rectangle, de méme base & que R et de méme hau-
teur u que ¢ : puisque R’ el s ont la méme hauteur 1w, il est évident
que porter s sur R’ ou mesurer Rf par s, ¢’est cn méme temps porter
la base u de s sur la basc & de R', c’esl mesurer cu méme temps &
par u; et réciproquement , mesurer & par u , c’est mesurer R’ par s.
On devra donc nécessairement trouver chaque fois le méme rapport ;
et ainsi on aura tonjours R':s=b:u; d'oi R'e=3{b:u). On verra
de méme que R=R'{k:u)} ; donc

R=s{b:u)(h:u).

Cetlc manitre, trés—claire , trés simple et complétement exacte ,
de parvenir A Pexpression numérique de I'étendue d'un reclangle,
s'applique au prisme dreif quelconque P, de base B ct de hauteur H :
il en résulte que si v est le cube, unité de volume, construit sur
I'unité linéaire u et dont chaque face , par suite , est lo carré s, unité
superliciclle ; I'étendne de P sera numériquement

P=v(B:s){Il:u).

Et puisque, d’aprds la définition générale, le prisme obligue P* so
trouve ¢t s¢ construit avec sa base quelconque B’ et sa hauteur IU',
ahsolument comme P se trouve avee B et H, il s'ensuit uécessaire-
mcnl que

P =B i) (H 10l

Ces quelques développeroents suffisent, sans doute, pour montrer
par quelles méthodes trés—simples les théories du mesurage doi-
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vent ére démonirées en géomdétrie ct dans son enscignement. Aussi
pensons-nous avoir fail chose utile en nous servant de ces méthodes ,
dans la 3=° édition de nolre traité élémentaire.

V1L, La notion de similitude, ou cclic de Videntité des formes,
sans l'identilé des étendues , est fondamentale : elle sert de base, non-
sculement 3 la gloméirie graphique, mais aussi i la géométrie
numérique. Néanmoins, au licu d'insister sur celie notion, dans
I'enseignement ct dans les livres ¢lémentaires ; au lieu de la déve-
lopper soigncusement, pour amener une définition chire et com—
pléle; enfin, au licu d'indiquer le role essenticl que les figures sem-
tlables remplissent dans les éléments de géoméirie, ot surtout dans
les arts, ol pour coustruire la figure imaginée , il en faut , soit le
dessin, soit le modile en petit ; on débute ordinairement par une
brusque définition , résumant , quand clle est bien faite , les condi-
tions en verlu desquelles la similitude existe ; mais ne montrant pas
clairement que les deux figurcs ont absolument la méme forme,
parce que 'une est en pefif ce que Iautre est en grand ; ne montrant
pas que les partics de la premidre figure doivenl représenter les
parlies correspondantes ou homologucs de autre ; de telle sorte que
les deux figures soient semblables en toul et que 'une remplace com-
plétement lautre et en tienuc absolument lieu, pour P'élude des
propriéiés de celte dernitre.

Aussi quiarrive-t-il, faute de ces développements préliminaires ?
C'est que la brusque définition nc pouvant donner complétement
Fidée de similitude, les éléves ne connaissent pas, en réalité, les
figures semblables ; et apris en avoir éludié péniblement la théories
ils ignorent encore le but et I'importance de cetle théorie. Avaient-
ils unc idée bien nette de la similitude , ceux des éléves, en grand
nombre, qui, ayant terminé un cours de géométric ¢lémentaire,
répondaient affirmativement A la question que voicei ? dans le cadre
d’un tableau , la bordure a partout la méme largeur ; le rectangle
intérieur est-il semblable au rectangle extéricur ? lls ne voyaient pas
que , dans ce cas, les cotés d'un rectangle ne sauraicnl aucunement
représenier les cOtés homologues de Vautre, comme ne leur élant
pas proportionnels.

Ordinairement les théories des droites proportionnelles ct des
triangles éguiangles sonl mélées avee celle de la similitude des
figures plancs ; mais il importe que les deux premilres théories pré-
cident ta derniére, tant pour lordre el la clarte, que pour donuer
les développemenls propres & amencr la définition des ligures
semDblables.
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It comme toules les sciences se touchent, il est bon de faire
remarquer la diflérence qui existe entre la similitude de deux choses
et lenr resssemblance ; celle—ci dépendant A la fois de la forme et des
couleurs. On ne dira pas qu'un objet en relief est semblable A sa
copie ov d son portrail sur la toile ; mais on dira que celui-ci ressem-
ble A I'autre, s'il fait sur la vue la méme impression que le premier;
ce qui exige une distribution de nuances de couleurs tclle, que la
forme apparente du portrait puisse remplacer la forme réelle de
'objet , comme si ce dernier élait sous les yeux.

IX. Nous avons dit, et il est bien connu daillcurs, que de toules
les branches de mathématiques, la géométrie élémentaire est la plus
facile & ¢tudicr et A bien enseigner. Cependant on a remarqué pla-
sicurs fois, dans les concours géndéraux enltre les &tablissements
d'instruction moyenne, que les réponses aux questions d'algthbre
I'emportent généralement sur les réponses aux questions de géomé-
trie, bicn que celles-ci soient plus faciles que les autres. A quot
peut—on attribuer ce fait, si ce n'est 4 la diflérence des méthodes
d'enscignement dans les deux branches ? Ne tiendrait-il pas aussi
i ce qu'en géométrie, outre I'emploi des mauvaises méthodes , que
neus venons de signaler, le jugement des ¢léves est beaucoup
moins exercé que leur mémoire?

Retenir complétement les délinitions el les énoncés des diverses
propositions du livre, méme les démonstrations et les solutions qui
s’y lrouvent , est chose forl utile, sans doute , mais qui est loin de
suflive pour fairc acquérir la science. L'éléve ne connait bien la
gtoméiric que par Vanalyse logique des propositions successives el
par l'usage qu'il en fait pour découvrir de nouvelles propesitions,
ou du moins pour démontrer les théorémes et pour résoudre les
problémes choisis , que le professcur, sous peine de ne pas alteindre
le but essentiel de son enseignement, doit préparer sur chaque
lecon , comme excrcices indispensables.

La difficulté, plus grande qu'on ne le croit d’ordinaire, est de
trouver des questions, parmi les choses usuelles, qui soient de
naturc i intéresser et & faire naitre la curiosité ; voild sans doute
pourquoi les traités élémentaires renferment si peu de ces questions.

On sait dailleurs que de fréquentes répétitions sont nécessaires
a l'acquisition compléte de Ja science , tant pour micux approfondir
Jes diverses théories, qme pour bien saisir leur dépendance mu-—
tuelle, oula génération des unes par les autres. Or , les développe—
ments de nouvelies proposilions ne sout-ils pas les moyens les plus
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fructucux de faire ces répétitions, elles-mémes? Car, on ne saurait
trop le remarquer, des applications choisics convenablement , éelair-
cissent les thévries, les fixent d'une manidre plus durable dans fa
m¢émoire et développent, chez les ¢léves, esprit de recherche et le
gout du travail. Cest ce que tous les professeurs expérimentés
reconnaissent ; ¢l c'est loujours par des applications qu'ils complé-
tent leur enseignement, toutes les fois que des considérations étran-
géres, comme celles du temps et de trop de travail, ne viennent
pas les arréter, ct borner ainsi les progrés des éléves , par des études
superlicielles, fort peu utiles & leur véritable instruction,

X. Nous avons indiqué ailleurs les méthodes qui nous paraissent
les plus propres & simplifier V'¢tude de la géométrie , sans lui rien
faire perdre de la rigourcuse exaclitude par laquelle cetie science
est si éminemment caractérisie ; nous pensons méme que ces meé-
thodes ajoulent encore & la rigucur des démonstrations, sous le
point de vue logique, en évilant le cercle vicieuz que la réduction
i I'absurde amenait loujours dans la théoric des incommensurables,
pour les lignes proportionnelles et pour le mesurage.

La géométrie est une science de pures déductions logiques ; mais
il ne faut pas oublier que c'est aussi une science d'applications utiles,
qui lui sont propres et que Fon doit indiguer dans U'enseignement.

Mecastoue axpesTRIELLE 1. 11 est peu de questions, vraiment
utiles , de mécanique industrictle, dont les solutions ne soient pas
accessibles 3 ceux qui possédent bien les ¢léments d'algtbre, de
géomélric et de Irigonométrie, d'aprés la méthode infinitésimale et
le principe d"analogie dirccte. 11 faut toutefois que les premiéres
notions de mécanigue svicol bien acquises et que par suile on con—
naisse hien 'élat de la question et tous les éléments générateurs de
la grandcur cherchée.

Pour micux attcindre le but du présent mémoire , nous croyons
utile d'y énoncer différents problémes de mécanigue appliquée, donl
plusicurs nouveaux ou peu connus ; ce qui exigera quelques déve—
loppements, ue nous rendrons les plus courts possible. Nous regar-
dons ces problémes comme devant figurer dans Fensciguerent de
cetle science, pour en augmenter a la fois Ja clarté et Uintérét.

I. Dans la méecanique industrielle, il sagit d'évaluer numéri-
quement les effets utiles , soit des machines , soit des moleurs ani-
més. Or, (rois choses , bicn distinctes, se présentent toujours dans
l'exercice utile de la force : le ravail, l'ouvrage ct la fatigue. Tout
1o monde sait que fravaitler, c'est faire de Vouvrage el s fatiguer;
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mais on n'a, en général, de ces trois choses, que dus idées fort
vagues , sous le point de vue mécanique. C'est qu'un méme ouvrage
varic et devient plus ou moins diflicile & exécuter suivant les cir—
constances physiques et matériclles. La fatigue varie aussi pav les
meémes causes, ¢t de plus selon la perfection de ta machine employée
ou selon la force physique dont le moteur animé est capable, et
surtout selon I'expérience qu'il a acquise et l'intelligence dont il est
doué. 1l n’y a donc, dans 'ouvrage et dans la fatigue qui en résulle,
rien de fixe et de propre & servir d'wnité, pour I'évaluation numé-
rique de chacunc de ces deux choses distinctes.

HEL II n’en est pas de méme du travai! mécanigue, ot 'unilé est
bien connue et constanic, du moius pour un méme pays. Néan-
moins le travail mécanique n’a ¢ét¢ bien connu que par les géo-
métres modernes ; ct sa véritable définition est celle-ci : Travailler,
c'est vainere, pour le besoin des arts, une résistance , constante ou
variable , mais évaluée & chaque instant en Litogrammes, e losg
d'un chemin, évalué en métres, parcouru par le point daction de
la force, celle-ci étant directement opposée a la résistance vaincue.

Peu importe d'ailleurs que le chemin soit vertical ou horizontal ,
pourvu gue la résistance soit ¢valuée en kilogrammes : mais comme
cetle évaluation , suivant un chemin verlical, est plus facile et plus
exacle, on a choisi , pour unité de travail mécanique, le kilogram-
métre y c'esta-dire le travail pour élever un kilogramme & un metre
de hauteur verticale, Cette unité nous est bien connue, par l'expi-
rience , qui nous en donue le sentiment et lidée compléte ; elle est
d'ailtcurs constante, du moins dans un méme pays; car les variations
de la pesanteur, d'un paralléle i lMautre ct sclon les hauteurs verli-
cales & considérer, sont trop faibles pour qu'il soit nécessaire 'y
aveir égard.

IV. Le travail mécanique élant ainsi ramené 2 celui ol #f faus
élecer un corps , dont le poids P kilogrammes est connu , & la hau—
teur verticale 1l méires ; il est évident que ce travail a pour mesure,
pour cxpression complite , PH kilogrammétres. Car s'il faut le tra-
vail 1 , pour élever le poids 1, 3 la hauteur 1 ; it est clair que pour
tlever le poids P, & la hauteur 1, il faut le fravail ', ct pour
¢lever le poids P, & la bauteur H , il faudra le travail PH.

On supposc ici que la résistance soit constante le long dc la
hauteur H et Y'on fait, par suite, abstraction de la résistance de
Yair, cn cffet négligeable dans la plupart des circonstances du
travail mécanique. Mais un corps tombant daus le vide, qu'elic
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est la resislance qu'il oppoese 3 la pesanteur? EL comment évaluer
le travail de celte force? La pesanleur agit sans cesse , mais travaille-
t-clle toujours ? L'inertie de la mali¢re peul compter lour & tour
parmi lecs résistances ot parmi les puissances; parce que, pour
acquérir unc certaine vifesse, le corps matériel exige une force
impulsive , qu'il enmegasine ¢t conserve intacle, jusqud ce que
des causes ¢langires viennent la modifier ou la détruire ; et cette
propri¢i¢ de Vinertic de la matitre , quand on sait 'employer con~
venablement, joue un role trés-utile dans la mécanique indus-
trielle ; or, comment avoir ¢gard A Uinertic, dans la recherche du
travail mécanique ?

Les réponses, & ces diverses questions, sont bien faciles; el la
derntére conduit 3 exprimer le travail mécanique en fonction de la
foree vive ct par conséquent de la vitesse. Plus généralement, soit
un systéme quelconque de points matériels , soumis a des forces
qucleonques , ¢t se mouvant d'une manic¢re quelcongue, dans Ves-
pace: on démontre que la somme des (ravaux des forces extéricures,
plus la somme des travaux des forces moléculaires , équivaut a la
somme des forces vives finales, diminudée de {a semme des forces vives
tnitiales (ici la force vive est Pe? sur 2g). Tel est le principe de la
transmission du travail , appelé équation du travail, par M. Sonnel.

¥. Lorsque la résistance est variable, il faut, pour calculer le
travail mécanique, partager le chemin & parcourir, rectiligne oun
curviligne , en élénents rectilignes infiniment pelits , ou plutét le
supposer ainsi divis¢ ; puis, regardant la résistance comme cons—
tante le long de chaque éloment, on (rouve, pour Jexpression du
travail cherché, le produit de la résistance moyenne par ta longueur
du chemin parcouru. Cest une intdyration que I'on peut quelquefois
cffectuer par les séries élémentaires , résultantes de la méthode infi-
nitésimale.

Par exemple, 'l faut caleuler ke travail total de la came, sou-
levant le martecau de forge , en attaguant le manche au-deld de la
tdte ; on devra d’abord chercher quelles sont les donndes nécessaires
a cet effel. Or, on connait la distance d de Paxe de rolation au
contact du manche sur la came ; on connait le cocflicient f du frotrc-
ment sur la came , aussi bien que celui du frotlement sur les louril-
lons , lequel est ici trés-petit et peut étre considéré comme nul ; on
connail I'are circulaire, de rayon 1, qui mesure Pangle entre les
deux positions extrémes de d, el qui sera, je suppose, de 30°—- [~
~=nzx,n Clant infint. Dailleurs, Ia pression sur la came, bien que
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variable, est toujours normale au point de conlacl et fangente
yarc de 307 ; de plus, Vare tolal dépicycloide , décrit sur la eame
par le point de conlact, peut se mesurer en Penveloppant d'un §i
flexible , et sera, je suppose , le 10° de Parc de 30", Enlin, on con-
nait le poids P & soulever le long du premicr élément de are 374,
que décrit le point de contaet.

Cela posé , la pression P/, sur le » iéme élément de la came , lors-
que v est Pare circulaire qui mesure Uangle décrit, se trouve par
la proportion 1;cos vz :: P: P =D cosvx. Cetle pression I pouvant
¢ire regardée comme conslante le long du v itme é¢lément 0,1 de
la came , aussi bien que Ia résistance P'f; le travail , pour décrire
ce v icme ¢lément, a pour mesure O,1P'fz ou U, 11/ cos vx. Pre-
nant successivement v=1,2,3 4,...,n et ajoutant, il est clair que le
travail de la came, pour vaincre le {roltement , est exprimé par
0,1Pfxscos nx. Ici le signe £ désizne la somme des cosinus des arcs
x,2x,3z,4x, ..., nr, z lant infiniment petit; or, on sail, par la
trigonométric, que cetle somme, multipliée par x, se réduit a
sin nz=sin 30°=1 ; donc 5Pf est le travail de la came pour vaincre
le frotiement sur clle,

[’arc décril par le point de contact du martean , pour passer de
la position horizontale & la position extréme , est reclific par =d; la
résislance & vainere le long du v itme élément de cet arc est
P cosvz. On peut regarder celle résistanee comme constante le long
du v iéme &ément de ; done le travail wiife de la came est Pd Sz
cos rx ou ;Pd. Par conséqueat son travail total , pour soulever le
marteau ¢t l'amencr A la position extréme , 3 pour mesuro

£ P(d+0,11).

VI. Observons que si & désigne la distance verlicale du conlact
extréme A horizontale d , on a A=%d; donc le travail PA, pour
¢lever le poids constant P & la hauteur verticale A, équivaut an
travail } Pd pour lui faire déerire Tare vertical 3 =d, ou towt autre
courbe verticale de méme hauteur (lorsqu’on n'a pas égard au
frotlement , ni 4 aucune aulre résislance élrangére).

Oua démontre aistment, pir le caleul infinitésimal , que si l'on
commanique A un vase cylindrique , contenant un liquide homo-
géoe, un mouvement uniforme de rotalion aulour de son axe verti-
cal, le creux qui se lorme dans fa masse liquide est un paraboloide
de réeolution antour de 'axe du cylindre. Cest un cffet de la force
centrifuge , laquelle fait monter l'cau e long de la paroi latérale ; et
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I'on trouve que le travail dépensé a cet effet est 12 fuis plus grand
que celui de la pesanteur pour descendre la méme masse liquide de
Ja hauteur A laquelle elle a été élevie.

Il est intéressant d'examiner si 'homme pourra jamais se frayer
un chemin dansles airs et s’y mouvoir sous les mémes conditions que
les animaux organisés & cet effet. Or le caleul du travail mécanique
donne lc moyen de résoudre ce probléme et de voir pourquoi tous
ceux qui ont essayé de voler , comme les oiscaux, n'ont pas réussi.

Y11, La détermination du travail n'exige, le plus souvent, gue
des calculs fort élémentaires ; comme le prouvent unc foule d'appli-
cations , et en particulicr la suivante, ou il s'agit de caleuler le tra-
vail de la came, pour sowlever un pilon :

Soit a la distance de P'axe du piton au contact du mantonel avee
la came ¢l soit & la distance de ce contact au centre de gravité du
pilon : sans les guides , & serait verticale , et la pression an point
de contact serait précisément le poids P du pilon. St donc on dé-
signe par R la force paralldle & e, qui presse normalement sur la
surface des guides, pour que I'axe du pilon soit vertical, on aura
P:R::d:a ou JR=aP.

Soit fle coeflicient du frotiement , sur la came et sur les guides :
bien que les recherches, forl remarquables, de M. Steichen , sur
les problémes des pressions , doivent rendre trés-circonspect dans
I'évaluation des résistances ; cependant, si la distance du point d'ap-
plication de R, & la guide supérieure, est double de la distance 3 la
guide infcricure, et si la hauteur 4, a laquelle le pilon doit s'élever,
n'est que le quart de cette dernidre distance; il est clair que la
somme des frottements , du manche sor les guides , produits par les
deux forces paralléles et contraires ., composantes de la foree R,
sera exprimée par 3Rf au commencement du mouvewent et par
21/ 4 la fin. Or, comme d’zilleurs R et { sont constants , on peut
supposer que la came doit vaincre la résistance moyenne 2,5R{f le
long de la hauteur % et qu'ainsi son travail a pour mesure 2,5R/4.
Mais oulre ce travail, la came en produit un auire; car elle doit
vaincre la résistance P4-2,5Rf, normale i sa surface , au point de
contact. Si donc ¢ cst la longueur du chemin que ce point décril,
lorsque le pilon s'éidve a la hauteur A, il est clair que le travail
totat T de la came sera donné par 1'équalion :

bT=2,5afiP--(2,0af-b)cfP.

On doit donc faire que la distance b soit la plus grande possible ,
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pour que T soit na minimum ; car d'ailleurs lous les antres nombres
sont constants

ViIL. Le travail mécanique, considéré en lui-méme, est indé-
pendant de sa durée ; mais dans I'appréciation des moteurs, il est
nécessaire de faire cntrer le temps en considération ; et I'on peut
alors calculer la relation qui existe entre la force motrice I' de la
machine, fe temps 1 que le point d’action de la résistance a vainere
mel a parcourir le chemin ¢, ct le travail 4 de la force conslante F
pendant chaque unité de temps (la seconde}. Il est facile de voir que
cette relation est

tp—=cF.

Donc, ce que Uon gagne en durée on le perd en dépense de force,
el réciproquement.

En général, le but important de la mécanique industrielle
n’est pas seulament d'indiquer la construction des machines , pour
produire certains cflets utiles ; mais de choisir ces machines telles ,
que les frais d’¢tablissement soient les moindres qu'il sc puisse et que
cependant ces machines puissent servir le plus de temps possible ;
ce qui exige la plus grande simplicité et un mouvement uniforme ,
dans chacune; car les chocs détruisent les agents moteurs et font
perdre unc partie du travail utile , aussi bien que les variations de
vitesse. C'est dans la supposition d’'un mouvement uniforme que I'on
délermine ordinairement la relation #0=cF. Mais remarquons-le
bicn , la force initiale est toujours plus grande que celle qui entre-
tient le mouvement uniforme, parce qu'elle a, de plus que celle—ci,
d vaincre Pinerlie.

Par exemple, si un bloc de pierre , pesant 2000 kilogrammes ,
doit glisser sur un plancher horizontal ¢t acquérir une vitesse d’un
métre , au bout de 5", le coefficient du frotlement étant alors 0,4 ;
en supposant que ce frottement reste constant, la force horizontale,
propre a entretenir le mouvement uniforme , a pour mesure 800
kil. ; tandis que la force initiale, aussi horizontale, la surpasse
d’environ 41 kilogrammes. La force scrait plus grande , si elle n*¢tait
pas horizontale et pressait obliquement au plancher ; mais elle serait
la moindre possible, si, tendant & soulever le bloc, elle faisait,
avec fe plancher , un angle égal & celui du frottement.

IX. Il est souvent plusicurs machines propres & cifectuer un
mére ouvrage ; ainsi pour tirer I'can d'un puits, un homme peut
employer simplement un seau ¢t une corde; il peut se servir d'une
corde glissant avec frottement sur une poulie, fixe ou mobile ; il
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peut s'aider de deax seaux ctd'une corde, s'enroulant sur lo cylindre
d'un treuil, celui-ci étant garai soit d'une manivelle simple ou double,
soit d'une rouc, a chevilles ou en lambour ; ete. 1l y a nécessaire-
ment un choix a faire parmi ces diverses machines ; et si les moteurs
sont animés, le choix doit étre tel, qu'il en résulte, pour cux, la
moindre fatigue possible. Mais d'autres considérations doivent
encorc guider dans le choix d'une machine ; comme celles du temps,
de Vespace , de la dépense pour I'établissement et les réparations, la
répétition plus ou moins fréquente du fravail, ete. Ainsi pour
¢lever le tas de grain, pesant 2500 kilos , & 7 métres de hauteur, on
peut se servir d'une échelle , d'un escalier, d'une poulie , avec une
corde, tirée par le moteur , d une poulie ¢l d'un treuil , cte. Or, si
ce lravail doil se répéter souvent , on préférera la poulie ou Yesca-
licr, comme fatigant moins l'ouvrier que 'échelle ; mais la cons-
truction et les réparations de celle-ci sont peu cotteuses, ctelle peut
se (ransporler aisément : on la préférera done , quoique plus fati-
gante, si le travail ne doit se répéter qua de rares intervalles,

En général, lorsque pour exéculer un ouvrage délerminé, on
doit s’aider d'une machine, il faut chercher, dans le choix de celle-
¢i, i ¢economiser A la fois la force active ot les frais d'¢tablisscent.
Par exemple, siun tas de blé , pesant 2000 kilos , doil dtre transporté
d'un grenicr dans un autre , ayant entre eux la distance horizontale
de 200 métres , et élant élevés chacun de 6™ au-dessus de ce chemin ;
on pourrail bien, pour descendre et monler le tas, se servir d'un
escalier, d'une poulicou d'un treus!, et employer une drouetle ou un
charriot, pour le transporter sur le chemin horizonlal ; ce qui
nécessiterait chaque fois la force de traction ct les coeflicients des
froitemenis , dans les diverses machines, pour calculer le travail
total dépensé ; et tel serait le choix , si ce travail devait étre jour—
nalicr. Mais s'il ne doit se répéter qua de rares intervalles , il suffira
d'une dchelle et d'un manauvre , pesant 635 kilos et pouvant porter
aiscment un sac de 50 kilos sur ses ¢paules; quel sera alors le fra-
vail wrile i l'ouyrage proposé ct quel sera le travail total? On sup-
pose d'ailleurs que 1'échelle soit solidement établie chaquo fois ; ce
qui peut exiger le calcul des frottements sur le mur et sur Is
terrain , en amenant ainsi un autre probléme remarquable.

Ici , pour esécuter Fouvrage propost , il y a deux genres de tra-
vausx : lun vertical el l'autre horizontal , n'ayant pas la méme unité
de mesure. Le premier est bien défini ; et pour connaitre le second,
il faul tdcher dc le ramener au premicer. Pour cel cflel, on a remar-
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qué que le pas du mana@uvre est ordinairement de 07 el qu'h chaque
pas, il éléve son ceutre de gravité et celui du sysidme a la bauteur
de 0=03. D’aprés ces données, rien de plus facile que de calculer
le travail cherché.

X. On saitainsi calculer approximaltivement le travat! horizontal,
ct par conséquent celui du pidton ; car le pi¢ton travaille nécessai—
rement, pour transporter son propre poids sur le chemin, wéme
horizontal , ct sc fatigue d’autant plus que le chemin vst plus mau—
vais, comme on dit ; ce qui a licu par un temps de pluie et de lhoue,
lorsque le chemin est un simple sentier ct méme lorsqu’il est une
routs empierrée. Non-seulement la fatigue du piéton est plus grande
par un temps de pluic ; mais aussi par une température plus élevée ,
par un grand vent contraire ¢t par un chcmin montueux. Chagque
fois aussi son travail est plus grand ; mais il serait diflicile de faire
cnltrer toutes ces circonslances dans le calcal, et ¢'est Fexpéricnce
seule qui peut faire apprécier leur influence sur le travail et sur la
faligne , qui en résulte : aussi le piélon expérimenté sail-il en teoir
compte dans la rétribution de son (ravail moyen. Quant au calenl
de celui-ci, on n'a pas ordinairement égard a la résistance de Vair ;
mais cetle résistance devrait entrer dans le calcul, ce qui est pos-
sible , si Pair était animé d'une grande vitesse opposée : il ne sagi-
rait que dec connaitre cette vitesse et la surface que le piéton lui
oppose.

Sans le frottement des pieds sur le terrain, le piéton ne pourrait
marcher ; car son (ravail devient trés-grand ct méme impossible ,
dans un temps de verglas. §'il marche sur un terrain mou , il faudra
connaitre l'enfoncement moyen de ses picds , pour caleuler le tra-
vail qu'il dépense. C'est aussi en tenaut compte de fa hgquieur moyenne
des cobslacles, dans la théorie, asscz diflicile, des wvottures, que
I'on peut calculer approximativement le travail qu'elles fournissent.

XIL. De méme, pour briser les mottes de terre, dons un champ
labouré , on peut employer la Aerse; mais on préfére parfois ,
comme plus efficace , un rouleau cylindrigue. Supposons le terrain,
qu'il s'agit d'aplanir , recfangulaire, ses deux dimensions élant 260 et
30 metres ; supposons le roulean cylindrique en bois de hétre, dont
le poids spécifique est 0,85 , la bauteur du cylindre élant 1® ¢1 0=3
le rayon de sa base ; supposons que son enfoncement dans le terrain
soit , en moyenne , de 0=04, chaque obstacle résistant étant suppost
avoir une hauteur moiti¢ moindre, savoir 0=02 ; supposons cnlin
quc la force de traction soit perpendiculaire au rayon du cylindre

3
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normal A P'obstacle. D'aprds ces données, il devient facile de cal-
culer le travail pour exécuter louvrage proposé , méme en ayant
¢gard au [rottement sur les lourillons du cylindre.

Mais pour le travail dépensé par le cheval, it faudrail encore
connailre la longueur de son pas, I'enfoncement moyen de ses pieds
dans le terrain et I’élévation de son centre de gravité A chaque pas
qu’il fail. Un tel calcul laisse heaucoup d’incertitude; et cest ici
qu'il faut évaluer le travail,, d’aprés l'observation de celui que le
cheval peut fournir , chaque jour de 8 ou 10 heures , pendant un
grand nombre de jours conséculifs, sans altérer sa santé.

XIi. Un probléme analogue au précédent sc présente lorsqu’a
I‘aide d’'un cabestan, il s'agit d'amener pea A peu un gros bloc de
pierre et de lai faire parcourir uue certaine distance, sur le terrain
horizontal. Le poids connu du bloc esl trop considérable , pour que
le dynamométre puisse servir & évaluer la force horizontale de trac-
tion, méme lorsque le bloc serait placé sur des roulcaux cylindri-
ques égaux (opératiou déja difficile et qui a nécessité 'emploi de
leviers }. Il faut domc, pour calculer le travail, calculer d'abord
cetie force, en ¢valuant les dimensions ct Ie poids des rouleaux, et
surtout leur enfoncement moyen dans le terrain ou la hauleur résis-
tante des obstacles qu'ils doivent franchir. Comme d'ailleurs le
coeflicicnt du frotiement des tourillons du cabestan est connu, on
saura calculer le travail dépensé par quatre hommes, agissant aux
extrémités des bras du cabestan

XIil. La mécanique industriclle a pour but essentiel de résoudre
ces deux problémes généraux : 1° avee une puissance donnée pro-
duire le plus possible d’un bon ouvrage; 2° un ouvrage étant déter-
miné, quant & sa nature ¢t & sa grandeur, Uexécuter avec la
moindre dépense possible de puissance. Or, dans c¢ dernier pro—
bléme, le mintmum cherché de travail mécanique dépend souvent
de la maniére d'exécuter 'ouvrage.

Par cxemple, dans un champ se trouve une rangée de 200 gerbes,
chacune 2 4™ de cclle qui la précéde immidiatement et pesant cha-
cunc 10 kilos , poids moyen : si le labourcur va les prendre une &
unc, pour les réunic en tas autour de I'unc delles; son travail
fotal sera un minimum, s'il les réunitautour de la gerbe du milieu,
d’onl il partira d'abord.

I faut ici ¢tablir, par les minimums du second degré, que la
gerbe de départ doit étre celle dn milieu, pour un chemin total
minimum, donnant le minimum de travail total ; que l'on peut



{35)
d'ailleurs calculer, si le labourcur pise 60 kilos , et si 2 chaque
pas de 077, il ¢léve son centre de gravité A 0=03 de hauleur.

Mais le calcul apprend aussi que le travail total minimum serait
beaucoup moindre encore , aussi bien que la fatigue , si le labou-
rear allait prendre les gerbes deux a deux. Et clest-Id un exemple
remarquable de l'avantage de savoir travailler , pour se fatizuer le
moins possible ; et il est clair que si le laboureur pouvait prendre
trois gerbes , chaque fois ; non-seulement Fouvrage serait termingé
plutét, mais il fatiguerait moins.

XIV, L'expérience suflit souvent pour indiquer le moyen d'obtenir
un {ravail minimum ; mais le calcul n'en est pas moins utile pour
amener cette expéricnce. Comment 1'ousrier saurait-il diviser en
deux portions équivalentes, et avec le moins de fatigue possible ,
un prisme (riangulaire de cuivre ou un cylindre circulaire oblique
d’éhénc , si la géométric ne le lui avait appris ? Et comment, sans
la géoméirie et le calcul, saurait-il exéculer, avec le moins de
fatigue possible , son travail dans le probléme suivant ? Un ouvrier
part de la maison A avec deux seaux vides, pesant chacun 3 kilos |
pour aller les remplir dans un canal rectiligne MN ct les porter,
ainsi remplis , dans la maison B, située du méme cété que A, ot il
les vides et d'ott 1l revient les remplir de nouveau dans le canal,
pour porler l'eau en A. Comme chaque seau rempli conlient 14 litres
d’eau pure et que Pouvrier, sans les seaux , pise GO kilos; en quel
endroit du canal doit-il puiser Veau, pour que son travail soil un
minimum ? On suppose que 120= et 80" soicnt les distances de A et
de B au canal MN, ces dislances inferceptant sur celui-ci la lon—
guenr 150 ; on suppose de plus qua chaque pas de 07, Vouvrier
¢léve son centre de gravité  la hauteur de 0=03.

Observons que si le propriétaire des deux fabrigues A ct B veut
les joindre , ainsi que le pont E, qui sera établi sur le canal recti-
ligne MN, au magasin C, qu’il doil faire bitir; pour que Ia
somme des trois dranches de roufes , nécessaires i cel effet , coite le
moins possible , il faudra que les axes de ces trois branches divisent
Uespace autour du centre de C en trois angles égauz ; car alors la
somme des trois longucors est un minimum. Dailleurs , le magasin
C, devant étre un parallélipipide rectangle, de capacité donnée, la
construction des murs coltera le moins qu'il se puisse, lorsque le
parall¢lipiptde sera au cube.

On sait que la statigue peut servir A découvrir et & démontrer
plusicurs théordmes importants de géométrie ; c'est ainsi qu'en rem-
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placant les points par des anneaux infiniments petits et les liznes
par des fils trés—-minces, parfaitement flexibles et inextensibles,
les conditions d'¢équilibre fournissent différents minimums des som-
mes de longuears ; ete,

XY. Maintenant si un ouvrier doit transporler & 2C méires de
distance horizontale, le parallélipiptde de fonte homogdne, dont
7,20 est le poids spécifique, ayant la haateur 24 =2", la longucur
2a=0"8 et la largeur 24=0©8 ; il saura vaguement, par expé-
rience , que pour un travail minimum , il faut rouler le paralléli-
piptde par ses faces latérales, et que sil ne peut exécuter scul cet
ouvrage, il peut saider du levier, ¢t méme d’un autre ouvrier,
muni ¢galement de cetle machine simple.

Mais le paraliélipiptde pouvant se {ransporler aussi en le calbu-
tant par scs bases, soit aulour de Varéte 2a, soit autour de l'aréte
23 ; le calcul du travail dépensé chaque fois , met complétement en
évidence que le transport, en roulant par les faces latérales , cst le
plus facile.

1! ¥y a méme plus, c'esl que le poids P du parallélipipéde proposé

“restant le méme; aussi bien que la hautour 2% ; le travail tolal T,
en roulant par les faces , est le moindre possible lorsque 2 —=24 :
on a alors

Tem(p’ 2—1)CP.

$i ¢'¢lait un cylindre circulaire droit, de fonte homogéne , qu'il
fallut transporter & 2C métres de distance horizontale , on pourrait
sans doute le culbuler par ses bases; mais le travail serait beaucoup
plus petil en e roulant par sa surface latérale; et d’autant plus petit,
que le cylindre s'enfoncerait moins dans lo terrain. Comme ici on
ne peut connaitre le poids P du cylindre qu'en le calculant, il fandra
mesurcer , avee beaucoup de précision , Ia hauteur et le rayon de la
base, lesquels seront , je suppose , 2™ ¢t 03. Il sera facile ensuite
de calculer le travail dépensé en culbutant ; et quant au travail
en roulant , il faudra encore determiner , avec précision , la hauteur
moyenne des obstacles résistants ; laquelle sera 002, je suppose.

XVI. Lorsqu'un corps, de poids connu, doit étre élevé par un
plan incliné, en glissant avec frotiement, on sait que pour Ie mi-
nimum du (ravail et par conségacnt pour le minimum de la force
de traction , i/ faut que celle-ci fasse, avee le plan incliné, un angle
égal @ celui du frotiement Mais si le plan incliné doit s'établir pour
monter, A unc hauteur donnée 4=, un corps dont le poids constant
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P’ »0il connu , il importe que la force paralléie au plan soit la plus
petite possible ; ce qui a liew quand la longueur du plan est la plus
grande possible , et par conséquent infinie. De sorte qu'it n'y a pas
de minimum pour la force paralltle : seulement elle est d'autant
plus petite que la longueur du plan est plus grande. Or, une plus
grande longucur du plan exige une plus grande dépense de cons-
truction : on est donc conduit, pour compenser ca quelque sorle,
l'augmentation de dépense par la diminution de la foree paralitle ,
a chercher quelle doit éire la longueur du plan, pour que la somme
des mesures de celte longueur ¢l de la force paralléle soit un mini-
mum ? Ce probléme est facile & résoudre, par une équation finale
du sccond degré, ou l'on fait abstraction du frottement ; mais on
pourrait y avoir égard.

XVII C'est par un plan incliné que l'on sort les tonncaux de vin
de la cave : si 104" et 500 kilos sont respectivement la longueur
du plan, sa hauteur ct le poids du toancau ; deux hommes suffi-
ront-ils pour le sorlir et quel sera le travail de chacun ? Pourraient-
ils travaitler sans le froltement ? Sonl-ils libres de choisir entre les
frottements de glissement et de roulement ? Et pourquoi ce dernier
est—il nécessairement moindre que "autre? Telles sont les questions
auxquelles I'opération de la sorlie du tonneau donne lieu; et Pon
est ainsi conduil & reconnailre les avantages et les inconvénients du
frottement , dans les machines.

C'est aussi par un plan incliné que Uon descend les tonnesux de
vin dans la cave. Deux cordes, attachées, par leurs extrémilés, a
deux rouleaux cylindriques lixes, embrassent chacune la demi-
circonférence du tonncau, pesant, je suppose 500 kilos; deux
hommes tiennent les deux cordes, pour empdcher I'accélération do
vitesse , trés-dangereuse, et les laissent filer parallélement au plan
incliné, dont 10 ct 4= sont la longueur ¢t la hauteur. Souvent
méme, pour diminuer Feffort d¢ chacun , les cordes embrassent
chacune un quart de la circonférence des roulcaux. Dans ce der-
nicr cas , on peut calculer la force employée par chaque homme et
ct la tension de la corde, depuis les rouleaux jusqu'au tonncau
depuis eclui-ci jusqu'aux rouleaux cylindriques ; mais il faut con-
- naiire le coeflicient du frottement de la corde ef la formule de ce
frottement sur un corps rond. On w'a pas ici 2 considérer la résis—
tance due a la raideur de la corde, bicn qu'elle favorise Fopération,

Pour les tonneaux d'un faible poids , de 100 kilos, par cxem-
ple , on supprime les cordes ; mais alors deux hommess suflicont-ils
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pour cmpécher Faceélération de vitesse, dans la descente 7 Et quel
sera alors I'effort de chacun ?

Pourquei faut-il souvent empécher I'accélération de vitesse , dans
Ja descente d'une voiture ? Et comment alors 'empécher ?

Quel est le travail dépensé , pour rouler un cylindre droit homo-
géne, de poids connu PP, i base elliptique, suivant la longueur 2C
du plan incliné, dont H est la hauteur 7 On connail le grand axe
2a, le petit axe 24 ct le contour E de I'ellipse, que on peut me-
surer d'ailleurs en I'enveloppant d'un il flexible. Dans quel cas, le
travail dépensé cst—il un minimum, le poids P et la hauteur du
eylindre restant invariables ? Ce roulement pourrait-il s’effectuer
sans le frottement ?

XVYHI. L’¢tude compléte d’'une machine conduit A reconnailre
que les chocs, les oscillations ot les frottements, des deux cspices,
sont les causes par lesquelles le travail total est toujours plus grand
que le travail utile. On ne saurail écarter entiérement ces causes de
pertes de travail; mais on peot souvent en aflaiblir I'influence. Les
chocs d'ailleurs sont souvent nécessaires d l'exéention de 1'ouvrage
proposé ; comme dans les martcaux ct les pilons. Or, quelles sout les
conditions que I'enclume et le martcan doivent remplir, pour que
Veffet du choc, sur la maltitre & comprimer, soil le plus grand possi-
ble? Et comment calculer le travatl de la pesanteur , pour amener
le marteawn de forge, soulevé par une came, a choguer le corps,
placé sur Penclume ?

Supposons que les deux positions extrémes de Yaxe du manche ,
long de 4 métres, fassent un angle de 30°, ce manche élant fixé
perpendiculairement & deux tourilions inébranlables, autour des-
quels il peut tourner, avec un faible froticment, que l'on peut
négliger. Supposons de plus que !e cenire de gravité , de la téte du
marteau , parallélipipéde rectangle, du potds de 100 kilos, y com-
pris celui du manche , coincide avec e mitieu de I'axe de celui-ci;
la face choquante étant un carré de 072 de c6té, et 'axe du manche
étant perpendiculaire aux deux faces opposées de la téte. D'aprés ces
données, on saura calculer le fravail demandé, si Uon sait calculer
les moments d’inertie , par rapport A 1'axe des tourillons, en obser—
vanl que celui du manche du marteau, ordinaircment trés-faible ,
peut se négliger ; or, le principe d'analogic directe ou des fonctions,
d’aprés la méthode infinitésimale, conduit aisément aux moments
d'incrtie du parall¢lipiptde reclangle ou du cylindre droit, circu-
laire ou clliptique. Remarquons d’ailleurs que ia force du choc varie
avee la pesanteur.
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XiX. L'expression du moment d’incrtic sert aussi i calculer la
variation de vitesse angulaire, dans le mouvement de rotation,
uniformément varié , d'un corps autour d'un axe : elle @ pour valeur
la somme algébrigue des moments des forces extérieures , par rapport
& U'axe de rotation , divisée par le moment d'inertie du corps, par
rappori au méme axe.

Pour appliquer celte proposition , M. Sonnet considére un treuil
en bois de sapin A axe horizontal, dont Farbre , long de 2=, a 0=2
de rayon; la roue, supposée massive, a 08 de rayon el 0712
d'épaisseur ; chaque tourillen a 002 de rayon et 0*) dc longucur.
Tangentiellement & I'arbre est appliquée, au moyen d'une corde qui
s’y enroule, un fardeau de 400 Lilos, et tangentiellement 4 la roue
est appliquée, en sens contraire , une force de 60 kilos. Et comme
un métre cube de sapin pése 550 kilos , il trouve finalement que la
vilesse angulaire s'accroft de 6,9654 ; ce qui équivaut i pen prés a
1,108 tour par seconde ; c'est-a-dire que la vitesse angulaire s’accé-
lérerait d'environ 10 ncuviémes de tour par seconde. Dans ce cas,
le fardeau, s'il était abandonné a I'action des deux forces contraires,
aurail aprés unc seconde , une ¢norme quantité de mourvement ct se
briserait en choquant un obstacle résistant.

Bicen que le choc soit nuisible, dans les machines, il ¢st cepen-—
dant plusieurs circonstances ot il faut le préférer A la pression, du
moins pour I'clfet & produire ; car dailleurs le choc, ayant un ¢lé-
ment de plus que la pression, savoir la vilesse, ne peut lui ée
comparé que sous le rapport de 'effet ulile.

C'est le choc qui fait la base du jeu de guilles ; el celui-ci v'exi-
geant, de la part du joueur, qu'un [aible travail , le fatigue peu,
Ce jeu est donc une véritable réeréation ; ’'est un exercice gymnas.
tique, utiled la santé et propre & développer I'adresse de la main et
du coup-d’eil. Car il faut jeter la boule de telle sorle qu'il y ait , le
plus possible, de quilles renversées par elle et les unes par les
autres ; ce qui dépend de la manidre dont la premiére quille est
choquée. Or, si le joucur lance chacune de ses deux boules, 2
demi—élastiques et pesant chacune 2 kilos, avec une vitesse finale
de 4™ par scconde , quel scra son travail aprés 20 partics? On faig
ici abstraction de la résistance de 1'air et du poids du bras; pourrait-
on y avoir ¢gard ? Eafin, si la boule lancée rencontrait immédia -
temeant Vautre cn repos; quelle vilesse et quelle quantité de travail
lui communiquerait-clle ?

XX. La définition du travail mécanique , par fe grand nombre
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de vérités qui en découlent immédiatement , est destinée A changer
la forme de la méeanigue rationnelle , pour en simplifier I'étude ; et
la mécanigue industrielle, clle-méme, n'cn a pas encore tiré toutes
les conséquences qui lui sont utiles. On vante, avec beaucoup de
raison, la fécondité du prinecipe des vitesses virtuelles, ct Von
regrette, en méme lemps, de n'en avoir pas encore unc démonstra-
ton générale, compléte et satisfaisante , malgré les recherches pro-
fondes de Lagrange el des géométres qui 'ont suivi. Mais comment
ne voit-on pas que ce principe n'est au fond que celui des travaux
élémentaires ?

Dans mes &éléments de mécanique, je pense avoir donné une
démonstration, (rés-claire, trés-simple et trés-générale, de ce
dernier principe; lequel rentre dailleurs dans celui de d'Alembert
et dans celoi de la meindre action.

P'uysioue I, La physique, comme on sait , esl cette partie de la
philosophic naturelle qui nous met en relation avec tous les corps
de I'univers, dont les applications aux besoins de la société se repro-
duisent sans cesse et qui doit conséquemment faive partic de 'en—
seignement moyen ; du meins dans ce qu’elle a de plus usucl et de
plus ¢lémentaire. Mais pour que I'étude de la {physique soit com—
plétement profitable, il faul qu'clle seit précédée ou accompaguode
de nolions qui permctient de pénétrer plus avant dans cette partie
importante des connaissances humaines, el de comprendre les
belles et uliles théorics qui, depuis Newton, ont curichi son
domaine,

Ces théories s¢ composent d'unc suite de propositions et de corol-
laires amenés ou vériliés , soit par des expériences directes, soit par
le raisonncement et difiérentes déductions logiques, qu'il serait par-
fois impossible de snivre, sans le secours de I'algébre et de la géo—
métric. On sait, en cffet, que ces deus sciences fournissent les
noyens les plus commodes, tant pour représenter les lois de la
nature et les éludier, que pour généraliser les conséquences d'un
fait ou d'unc vérité bicn établie , et suppléer & la faiblesse de Ves—
prit dans la rccherche des causes ¢éloignées- Sans le caleul et la
géoméirie , que saurait-on en physique, oi il s'agit d'observer les
phénoménes, en quelque sorle extérieurs, pour les éludier, les
expliquer ct les lier cutre eux par le raisonnement, afin d'en tirer
des conséquences uliles?

1. Non-sculcment la conuaissance des mathématiques élémen—
taires est nécessaire 3 Fétude approfundie des ¢léments de pbysi-
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que ; mais aussi la connaissance des lois do 1'éguilibre el du mou—
vement , d’ailleurs partie essenlieile et inséparable de la physique,
clle-méme. Il ne faut donc pas se contenter de vérifier , par quel-
ques expériences , souvent fort incertaines, les principaux théorémes
sur la composition des forces el des vitesses ; mais il faut les démon-
trer complétement ; et on le peut, heurcusement, sans sortir des
volions ¢lémentaires, 4 aide de la méthode infinitésimale , essen—
licllement analogique , et surlout & Vaide de la définition du tra-
vail mécanique, convenablement développée.

On vérilic les lois de la chute des corps, dans le vide, 3 laide
du plan incliné etde la machine d’Atwood ; mais connaft-on ces lois,
de celle manitre , aussi clairement que par les éguations du mou—
vement dans le vide, obtenues 3 1'aide de la métbode infinitésimale?
De méme, Ies expériences sullisent—clles pour faire conunitre,
aussi complétement que le travail mécanique, la théorie du pendule
composé , de cette machine si simple ¢t pourlant si utile en physi-
que ? Et nest-ce pas a Yaide du travail mécanique ct de la méthode
infinitésimale , que I'on peut démontrer, de la aniére la plos sim-
ple et la plus ¢élémentaire , les théorémes sur la composition des
forces el des vitesses , concourantes ct paralicles ? Gar ici encore
les expériences , dailleurs difficiles A exécuter, sont insuflisantes.

Si I'étude de la physique doit étre accessible au plus grand nombre
de personnes , comme science utile dans toules les circonstances de la
vic ¢l comme complément uéceessaire & 'éducation ; habituant Uesprit
A se rendre comple des phénomdéaes qui tombent chaque jour sous
les yeux , et que 'on remarque souvent pendant sa vie tout entidre,
sans avoir cherché a se les expliquer ; il importe que la notion du
travail mécanique soit développée et appliquée soigncusewment dans
les traités de physique, comme moyen le plus propre & rendre ces
traités complitement élémentaires. La physique alors peut étre
enseignée dans les écoles moyennes ¢t y compléter, de fa maniére
la plus utile, I'étude des sciences préparatoires aux écoles spéciales
el aux éludes universitaires.

UL L'importance de la physique et des mathématiques élémen—
taires,, dans les sciences d'applical:on ¢t comme exercices logiques,
devait en exiger I'étude pour la candidature en philosophic et lettres.
Malbeurcusement , cette étude, si utile et si intéressante d'ailleurs,
est fort négligée par plusicurs des jeunes gens, qui ont pu néan-
moins suivre des cours scientifiques ¢lémentaires complets. Ce fait,
récllement Ficheux pour les aspirants, ne peut saltribuer qu'au trop
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de hite qu’ils mettent 2 terminer les études moyennes , pour com-
mencer les ¢tudes universitaires : ils pensent , en éeartant les études
préparatoires, regardées par eux comme inuliles, arriver plus vite
au but ; tandis qu’ils s'en éloignent réellement.

Il scrait d'ailleurs & désirer qu'un cours de physique, trés—
¢lémentaire , fat ¢labli dans les universités mémes, pour les jeunes
gens qui se destinent & I'étude de la philosophie ou du droit, et
méme [de la médecine. Ce cours, cssentiellement expérimeatal ,
devrait se borner aux développements des théories les plus usuelles
de la physique , sans négliger toutefois les notions de mécanique et
surtout la définition et les applications les plus utiles du travail.Un
tel cours serait fait pendant le premier semesire, puis répété , quant
aux théories, et complété pendant le restant de 'année.

Celte marche, dans Venseignement de la physique, a déjd éé
suivie, et clle 2 produit de trés-bons résultats ; d'autant qu'on ne se
bornait pas 4 vérifier les faits, par des expériences; mais on les
¢tablissait complétement , par le raisonnement et le caleul, en les
expliquant et en les rattachant & des vérités cerlaines, sources ou
conséquences d'autres faits , bien ¢lablis. Avant tout, la physique
doit-¢tre logique , pour dtre une science posilive; car si Fon se
bornail aux sculs fails, sans les lier entre eux par les raisonnements,
propres & les expliquer et & en tirer des conséquences uliles, que
saurail-on en physique ? Connaitrait-on micux les phénomdéues que
le vulgaire , qui les a remarqués cent fois el qui ne peat cependant
se les expliquer clairement ?

1V. On se contente ordinairemeunt de vérifier expérimentalement
le principe & Archiméde ct le paradoxe hydrostatique ; mais on peut
et I'on doit, méme dans un cours de physique élémentaire , com-
pléter la conviction ct I'éclairer en démontrant ces deux [faits et
beaucoup d'autres , par des raisonnements , trés-simples , empruntés
3 la mécanique des liquides et des fluides. Cela cst d'autant plus
nécessaire que la perte de poids et la pression atmosphérique serveut
 expliquer uue loule de pbénoménes importants, inappréciables
sans ces deux faits, rés—remarquables,

Par exemple, sans le principe d’Archiméde, bien connu, com-
ment résoudre le probléme suivant ? une sphére, ayant un demi-
décimétre cube de volume et pesant 2 kilogrammes, est plongée
dans un vase cylindrique vertical , dont 1 décimeétre cst le rayon
de la base. Ce cyliudre conticnt de I'eau pure 3 0*8 de hauteur;
quelle cst la pression sur le fond du vase, 1° avaut que la sphére
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ne soit plongée dans le lignide? 2 pendant quelle y tombe ? 3° en-
lin , apris qu'elle y est tombée?

Cc probléme cst trés—simple ; ¢t cependant, bien qu'on ajoulit
3 ses condilions que I'cau pure est 3 la température de la glace
fondante, la solution n'a pu en éire donnée, par plusicurs élives,
ayanl terminé un cours de physique ¢lémentaire. A la vérité, le
calcul ¢t la géométrieavaient é1¢ évités, autant que possible, dans ce
cours , uniquement cxpérimental ; lequel par conséquent ne pouvait
fournir les solutions d'une foule de questions inléressantes, essen-
ticlles 4 la physique.

V. On objectera peut-éire que le précédent probléme appartient,
plus particuli¢rement , & la mécanique ; mais la physique n'est-elle
pas esscnticliement la mécanique, 1a plus ¢lémentaire, puisquon
doit y développer les nolions des forces et des vitesses, aiusi que les
lois du monrement ? Réserver 2 la mdécanigue analytique, toules les
questions dont les solutions exigent les mathématiques supéricures,
est chose utile et nécessaire ; mais si les égrations du mouvement,
daus le vide ou plutdt en faisant abstraction de tout obstacle étran-
ger, peuvent s'établir par des caleuls et des raisonnements fort ¢élé-
mentaires, on doit les considérer en physique, comme y étaat les
sources , les plus claires, de vérilés utiles et d’applications intéres-
sanles : on aura alors la physigue-mécanigue, ta scule véritable
physique.

Comment, par exemple, sans les équations du choe des corps .
démontrer que si , unc suite de sphéres homogdnes , parfaitement
élastiques , se louchent suivant une ligne circulaire , passant par leurs
centres, il faul que leurs masses croissent ou décroissent en pro-
gression géométrique, pour que la vilesse connuc, imprimée a la
premiére, communique & ta derniére une vitesse maximum ? Lt
comment calculer alors cette plus grande vitesse ?

Dec méme, connaissant la force avee laquelle une masse d'un kilo-
gramme choque un obstacle , aprés une seconde de chute , dans le
vide, il scrait intéressant de suvoir avec quelle force un homme ,
pesant 60 kilos et tombant de 20 de hauteur, doit choyuer le ter-
rain (en observant qu'ici la résistance de Vair diminue de beaucoup
la force du choc) ; or, commenl calculer celte force , sans les équa-
lions de la chute des corps , dans le vide?

Parcillement , sans les équations du mouvement, constant ou
uniformément accéléré, et sans le parallclogramme des vitesses, il
scrait bicn impossible de résoudre e curicux probléme que voici
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Un aageur veut traverser une rivicre, large de 647, par on mou-
vement uniformément accéléré , qui lui fasse déceire 0™5 pendaut
la premitre minute de son mouvement, dans le sens de la largeur ;
quel scra le temps et a quel point plus bas de a rive opposie arrivera-
1-il 2 On suppose que le courant ait une vitesse constante de {2
par minutc, et I'on ne doit pas avoir égard A la résistance du liquide;
vu qu'il ne sagit pas de caleuler le travail dépensé. Enfin, si la
vitesse du nageur ¢tait uniforme et de 9= par minute, quelle dis-
tance aurait-il réellement parcouru, pour atteindre I'autre rive ?

On peut calculer le temps du mouvement de deux mobiles, dans
le méme sens, suivant la méme droite et ayant entre cus 300= de
distance, quand on veul que le second attcigne , avec une vitesse
minimum uniforme, le premicr ayant un mouvement uniformé-
ment accéléré, et 6® de vitesse au bout de la premicre seconde.

V1. La théorie des cenires de gravité fail partie essenticlle de la
physique, pour y apprécier plusieurs phénoménes importants et les
expliquer ; car la théorie des centres de gravité recoit une foule
d"applications utiles, dans les arts ct dans toutes les circonstances
ou f'on considére les corps matéricls. Ainsi cette théorie est appli-
quée dans lc mouvement des hommes ¢t des animaux, dans le jeu
des équilibristes, dans l'architecture et dans la recherche de la
stabilité des corps posés. Oun peut démontrer en physique , méme
¢lémentaire , qu'une table rectangulaire , ou en forme de cerele , est
d’autant plus stable, sur ses pieds égaux, gque ceuz—ci sont plus
courts et plus nombreuz. On doit méme calculer cetle stabilité maxi-
mum ; ce qui donne licu 2 d fférents problémes remavquables.

C'est par la théorie des forces ct celle des centres de gravité que
I'on résout aisément les questions suivantes : Pourquoi ¢l comment
certaines porfes se lerment-clles, d'eles-mémes, dés qu'elles sont
ouvertes ? Et pourquoi alors se détériorent-elles plus facilement
que quand elles sont verlicales? — Un prisme régulier et nne pyra-
myde réguliére, composés d'une méme maticre homogéne , ont
hases égales et hauleurs égales; comment démontrer que la pyra—
mide est plus stable sur sa base borizontale que le prisme? Et
comment savoir oit il faut appliquer la force propre i culbuter
chacun d'cux et la direction qu'elle doil recevoir , pour que celte
force soit un minimum 7 — Si l'on veut culbuter , le plus ais¢ient
possible, un prisme triongulaire droit ou un ilraédre, autour
d'une aréte de sa bhase horizontale ; laquelle des trois arétes faut-
it choisir? — De deux prismes droits , de méme base horizontale
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et dont la hauteur de Fun est doulle de celle de Vautre, quel
est le plus stable sur sa base? (Méme question pour denx prismes
ou deux pyrawides semblables). — Connaissant la longuenr d'un
plan tncliné, ainsi que les dimensions du parallélipipéde droit ,
pos¢ par sa base sur ce plan; quelle bauteur doit-on donner &
celui-¢i pour que le corps homogéne soit sur le point de culboter ?
Cette hautcur dépend-clle de la position du corps sur le plan? Et si
le paraliélipipéde homogéne étant posé par une face latérale, sur
le plan incliné, et que § soil le coeflicicnt du frottement; quelle
doit &tre la hauteur du plan pour que le corps soit sur le point de
glisser ? Cette hauteur dépend-elle ici de la position du corps? —
Peut—on expliquer pourquoi la diligence, ordinairement chargée A
sa parlie suptricure, versc si souvent, non-sculement sur une route
ordinaire ou dans un chemin A ornitres profondes; mais aussi )
lorsqu’ayant une assez grande vitesse , cllc suit une route i brusque
détour? Et comment charger celte diligence, pour quelle ait Ia
plus grande stabilité possible ?

VII. La résistance des corps solides doil étre considérée en phy-
sique; or, ot faut~ii placer les meubles, dans une chambre , pour
quc les poulres, qui supportent le plancher, ne se courhent pas
sous le poids ? EL quelle forme doit-on donner i celles—ci , pour
qu'elles résistent le plus possible? Pourquoi faut-il y éviter les
neeuds ? — Lorsqu'on veut rompre un biton, tenu par les deux
houts, oit faut-il appliquer l'obstacle , pour que la rupture sc fasse
le plus aisément possible? Et comment diminuer encore la résis—
tance & fa ruptare, dans une barre de fer? — Un cylindre plein et
un cylindre crcux onlt la méme longueur et la méme quantité de
malitre homogéne, lequel offre—1-il le plus de résistance 2 la
flexion ? Peut—on caleuler la force perpendiculaire au milicu de la
longueur , qui met chacun sur le point de se rompre ? — Pourquoi
la balle ne fait-clle qu'un trou dans la vitre, tandis que cclle~ci est
brisée par un choc trés—faible? — La nature a réalisé une grande
¢conomic de maticre dans les corps creux, tels que les os, les
plumes, les roscaux, clc., lesquels néanmoins offrent une résis—
tance suflisante. De méme, les abeilles économisent & la fois leur
cire ct la quantité de travail , dans la confection des alvéoles ; car
de tous les corps de méme capacilé, compris dans la méme défini-
tion générale, 'alvéole a la plus petite surface ct présente unc résis-
tance, qui suffit & sa destination. Or, ces faits, bien remarquables,
conduisent 3 différents probldmes, sur les solides d’égale résistance,
ou Yon économise la malidre par la forme qu'on sait ui doaner.



{ 46 )

Vill. Voici encore plusicurs problémes de mécanique-physique :

Si un vase cylindrique, de 0°8 de hauteur ct de 0°2, de rayon
de la base intéricure, est A demi-rempii d’caw pure et fermé hermé-
tiquement par le couvercle, qu'un tube cylindrique, ouvert aux
deux houts, traversc, avec frotlement sur graissage; si de plus
001 cst la différenee des rayons des bases intéricure et exiéricure
du tube, le premice rayon étant de 002, et si enfin , on enfonce
verlicalement le wube de 0%2 dans 'eau; quelles seront les éléva—
tions de celle—ci, dans le tube et dans le vase ? Et si un petit trou,
pratiqué A la paroi latérale , a la distance de 0=3 du fond , est ensuite
débouché, le liquide sorlira—t-il du vase ? §'il en sorl, & quclles
distances du fond , les niveaux dans le tube et dans le vase s'arrd-
teronl-ils ?

On connait les conditions pour qu'un corps creux flolte en équi-
libre dynamique slable , et I'on sait que 'on peut toujours faire
flotter ainsi tout corps matéricl sur an liquide : on connait méme
la forme que l'on doit donner au corps pour que, toujours en équi-
libre dynamique stable , il s'avance, le plus facilement possible ,
sur le liquide et puissc transporter ainsi une certaine charge. Or,
si le corps Mlottaut est un pareboloide de révolution, décrit par
y'=106x, autour de son axe vertical ; le sommel, dans lintéricur
du liquide dont 1,2 est le poids spécifique, élant & 2= de distance
du niveau, quel scra son enfoncement pour unc nouvelle charge
de 100 kilos ? Et quelle était la premiére charge, le poids du corps
compris? Pourrail-on calculer la densité du corps proposé ?

IX. C'est aussi par la géoméirie ct le caleul infinitésimal que l'on
peut résoudre les problémes que voici :

Quelles sont la direction et la valeur de la pression d'un liquide
sur une aire plane qui y est plongée ?-— Il importe surtout de con-
nailtre le centre de pression et la pression, elle-méme ; comment
calculer ces deux choses, 1° pour la vanne rectangulaire d'une
écluse 7 2° pour un vase cylindrique, ou conique ? — Si un vase
est le paraboloide de révolution , décrit par y*==2x, aulour de son
axe vertical , le rayon de la base intéricure étant de 2%, et que ce
vase soit rempli d'ecau pure, jusqud 175 de hauteur ; 1¢ quelle sera
la pression sur la surface latérale? 2° quelle sera la circonférence
de pression ? — Lorsque lo centre de pression est déterminé, il
importe de connailre la résistance dont la matidre du vase doit ¢ire
capable en ¢e point, pour n'étrc pas rompue; commenl peul-on
calculer cette résistance ?
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X. Par le principe de la moindre action , qui n’est que celui des
moindres (ravauz ,on démontre , avec beaucoup de facilité, les fois
de la réflexion ct de la réfraction de la lumidre , en admettant que
les phénomcnes naturels sont produits por la plus petite quantité
d'action ou de travail possible.

On ¢tablit d'ailleurs ces lois par d'autres considérations et par
des expériences précises. Mais dans les traités d¢ physique, on
n'insiste pas assez sur les applicalions des mémes lois. Par exemple,
pour les nuroirs plans et sphériques , on n'y résout pas compléte—
ment les questions que voici @ I* y a-t-il une ressemblance parfaite
entre 'objet et son image, méme pour les miroirs plans? 2° I'objet
restant fixe, si I'on donne au miroir plan un mouvement rectiligne
ou angulaire; quel sera celui de Vimage? 3° L'image du soleil
prouve-t-elle que chaque rayon réfléchi porte avec soi I'image du
point , d’oil il est parti ? Et n'est-ce pas sur celle proposilion qu’est
fondée V'explication de la manidre dont les images se forment dans
I'eil ?

XL Les calcals nécessaires 4 "appréciation du beau phénoméne
de l'arc-en-ciel , sont trés-¢lémentaires , aussi bien que pour trouver
Vindice de réfraction , lorsque l'angle de déviation est & son mini-
mum. On peut aussi, 4 l'aide du calcul des maximums et des mini-
mums, trouver le meilleur éclairage ,d’abord avec une seule lumidre,
puis avec deux, avec guatre , sur uoe table reclangulaire ou ellip-
tique. il faut alors chercher les points du contour qui sont les plus
ou les moins ¢éclairés.

La théoric des verres lenticulaires dépend essenticllement du
calcul et de la géométrie des trois dimeusions : aussi est-clle fort
incompiéte dans presque tous les traités de physique , oit souvent
méme on ne doune pas les formules pour calculer la position de
I'image. Cependant la discussion de ces formules est nécessaire,
non-seulement pour déterminer la position et la marche de 'image,
par réfraction ; mais aussi pour en connaftre les dimensions et sur-
tout les conditions que le verre doit remplir , afin que cette image
soit produite avec le plus de netteté possible. On démontre bicn
que, pour col effet, les dimensions du verre doivent étre trés-
petiles, relativement 2 celles de Fobjet et 3 la distance qui T'en
séparc ; mais on ne démonire pes qu'alors les images des oljels,
vus a travers les lentilles , sont semblables aux surfaces visibles de
ces objets, du moins & peu prés ; d’ol résulto le grossissement , elc.

D1vERSES APPLICATIONS DU MESCRAGE 1 Nous ferons d"abord obser-
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ver que si, dans ce qui précéde, nous avons énoncé un grand
nombre de problémes numériques choisis , c'est qu'en physique,
aussi bien qu'en mécanique ct en géométrie, les théorics ne peuvent
sapprofondir qu’en les appliquant & des recherches numériques ;
toujours les plus propres 2 en faire ressorlir tous les avantages.
D'ailleurs ces théories sont le plus souvent numériques, elles~
mémes ; comnfe cela doil-étre, puisque le but final de toute science
est d'avoir des nombres.

1. Nous pensons méme que les premicres notions du smesurage
devraient &tre développées et appliquées, d'apreés le calend littéral ,
daus l'arithmétique généralisée ; non-sculement comme complément
utilo ) la théorie des rapports ¢t des proporlions, mais surtout
parce que ces nolions , trés—-élémentaires, puisque toul le monde
sail ce que cest que la ligne droite el une surface ou un volume
rectangulaire , fournissent les applications les plus propres a faire
approfondir la science des nombres ¢t & en rendre Fétude intéres-
sante. Dailleurs, it se présente, dans les arts et les méliers, une
foule de questions numériques, dont les solutions supposent les
premiéres notions du mesurage et du calcul. Et comme ces notions
peuvent sacquérir sans éludier complitement ni Farithmétique ni
la géométric, on doit considérer, dans un cours pratigue , fait
des ouvriers, des probiémes choisis , analogues d ceux—i :

1° Deux chaudronnicrs ont donné, 'un 30 et l'autre 20 (r.,
pour l'achat d'une feuille rectangulaire de cuivre, ayant partout
la méme épaisseur; quelle portion de celie feutlle chacun doit-il
recevoir? comment la couper le plus aisément et de telle sorte
qu'il y ait le moins possible de cuivre perdu ?

9s Trois éhénistes achélent en commun, pour 120 fr., (rois
fevilles rectangulaires d'un méme acajou; comment peuvent-ils
calculer le prix de chacune, alin de savoir ce que doit payer celui
qui la recoil ?

8* Les propriétaires de trois maisons , dont les milicux des portes
sont Jes sommets d'un terrain triangulaire, dans lequel se trouvait
un puils, veulent le faire restaurce ¢t le joindre aux (rois portes,
par trois chemins pavis, coltant chacun 1 fr. 20 le métre de lon—
guecur. Le rétablissement du puits codtera 150 fr., dent chacun
paicra le ticrs ; mais pour compenscr I'inconyénient d'avoir 2 faire,
pour aller au puits, un chemin plus long, par l'avantage d'un
moindre prix 3 payer , ils conviennent que celui qui avra un che-
min deux fois plus long, paicra deux fois moins. Quelle sera,
d'aprés cele, la dépensc de chacun des trois proprictaites?
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Si fe puits ¢tait & construire, on pourrait demander cn quel
endroit du terrain il faudrait I'établir, pour que la somme des trois
chemins fiat la moindre possible, ou pour que le terrain fat divisé
en (rois porlions éguivalenies , par les trois chemins ?

4° Un fabricant porte & 360 fr, le prix de trois masses de fonte
homogéne, i faces rectangulaires , dont la plus petite pése 90 kilos.
Ne pouvant peser les deux autres , comment peut—il en caleuler les
rapports A la premiére, afin de connaitre le prix de chacane ?

J1I. Dans le premier de ces problémes, les deux ousriers com-
prennent immédiatement gue celui qui a payé 30 fr., ou les 3 cin-
quitmes du prix de la feaille de cuivre, doit en recevoir Ivs trois
cinquitmes; et que la section , la plus facile i pratiquer , doit I'étre
suivant one droite, dans le sens de la largeur, celle-ci étant
moindre que la longucur. L'an d'eux prend donc un fi7 égal a la
longuear de la feuille proposée ; puis, aprés quelques essais , il le
plie en 5 partics égales, et marque sur deux eitds opposés , éraux
clacune a cette longueur , les deux exirémités de la droite suivant
aquelle il coupe les deux portions cherchies,

1V, C'est ainsi que des ouvricrs peuvent résoudre les probiémes
relatifs & leur métier , saus méme connaitre les principes de caleol
et de géomélirie, dont ils fout usage : un peu d’expérience lear suflit.
Mais pour le second probléme ci-dessus, il faut des notions de
calcul beaucoup plus étendues. Soient en effet, A, B, C, les trois
feuilles rectangulaires inégales d'acajou : il faul d'abord déterminer
les deux rapports A:C et B:C; chose bicn diflicile directement.
Mais, a, b,c désignant les longueurs des trois feuilles A, B, C,
etm,n,p, leurs largeurs; il est clair, par les raisonnements,
trés—simples et trés—élémentaires , employés plus haut (p.23),
qu’on aura

AC=(a:){m:p) et B:C=(L:ej(n:p).

Yoild donc les deux rapports cherchés ramends A d’autres, plus
faciles 3 déterminer exactement. Chacun de ceux—ci se trouve » en
ellet, en cherchant la plus grande mesure commune de deux droiles
tracécs, soil au moyen du compas, soil i 1'aide de fils , ayant des
longueurs égales a celles des droites successives : chague fois on
a une fraction continue, souvent Limitée , fanle de pouvoir conti-
nuer Vopération ; parce qu’on arrive & un reste ¢chappant 2

compas , par sa petitesse ; d'ot i) faut estimer & rue le

quolicnt quo
ce reste peut fournir.

4
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Supposons donc qu'on ait frouvé aze=1,1,1,1= % m:p=211,
1Ll—ttelbiemnip=1,222_4", Il cn résnllec A:C—2 ¢t B:C
=1%%; d'ot il est facile de voir que les prix des feuilles A,B,C,
sont respeclivement 70 fr. 84, 32 fr. 81 el 16 fr. 35.

Bicn que ces prix soient approchcs, & moins d'un demi-ceatime
prés, on ignore cepeadant le véritable degré d'approximation ; va
que dans ces sortes de recherches , les quolients ne peuvent qu'étre
plus ou moins approchés. 11 importe donc de vérifier les opérations,
soit en doublant toutes les droites proposées, soit ici en observant
que les premiers termes des fraclions continues conduisent & sup-
poser qu'clles sont périodes ; ce qui donne a:e={L+i/5), m:p
=1 (34+)/5) el hie=nip=1/2; doitil vient A:C=241/5—=4,24
et B:C =2. Dans ces hypothéses , les prix de A,B,C , sont:70 fr- 28,
33 fr. 15 et 16 fr. 57. Ces prix diffiérent peu des précédents; el en
prenant les demi—sommes , on aura des prix plus approchés.

Il et €1¢ tout aussi long , et probablement moins exact, de me-
surer les aires des trois feuilles avec le déciméire , subdivisé en milli-
melres et l'opération dailleurs se simplifierail de moitié , si les trois
feuilles avaient la méme largeur, Dans tons les cas, si elles ont la
méme épaisseur, il suffira de les peser, s'il est possible ; opération
a la poriée de toules les intelligences.

V. L'importance des fractions continues, comme méthades d'ap-
proximation , dans les évaluations numériques, ¢t comme moyens
de représeater, plus clairement, les grandeurs ou les valeurs,
exige que la théorie en soit dévelappée complélement dans larith-
mélique géncéralisée, aussi bien que les premicres notions du me-—
surage. Celle théorie est ordinairement réservée a lalgebre ; mais
on n'y développe pas les applications les plus propres & en bien
montrer la grande utilité.

Ohscrvons encore, dans la solution ci-dessus du second pro-
bitme proposé , que les deux feuilles rectangulaires B et G sont
semblables ; parce qu'on a b:c=n:p=3/2. Les Irois feuilles A,B,C
seraient semblables, si I'on (rouvail les fractions conlinucs périodi-
ques, aic=m:p—3,6,6,6,6, clc. =/ 10 et bzc=n:p=2,1,1,1,4,
1,1,1,4,1,1,1.4, etc. =3/ 7. Dans cc cas, on aurait A:C=10 et
B:(C="7; d'out les prix des trois fenilles seraient 66 fr. 67, 46 fr,
67 et 6 fr. 66.

C'esl ainsi que le mesurage peut conslaler la similitude des gran-
deurs gfomdlrigues, el donner ainsi I'idée compléte de feur forme,
aussi bien que de leur étendue individuelle.
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VI. Le mesarage n'est pas loujours possible, avee Uunité de
méme nature que la chose & mesurer 7 et par exemple, si un voitu-
rier doit recevoir 60 cenlimes par licue et par 100 kilos, pour
conduire i 20 licues une beile statue de marbre blanc, entidrement
massive, aussi hien que son piddestal , de méme maltiére , il fandra
connaftre e poids total. Or , ce poids est beaucoup trop considéra-
ble. pour qu'il soit possible de le mesurer avec une balance ou un
peson ; il faut donc changer d'unité et ticher de mesurer le volume;
car sachant que lc décimétre cube du marbre proposé pise 2,5 de
kilogramme, il est clair que dis que on connatira le nomlre de
décimetres cubes , mesure de l'espace occupé par la statue el son
pi¢destal , une simple multiplication donucra le poids total cherché.

Mais comment mesurer le volume total? Le seal procédé praticable
ici est de plonger , avec les précautions nécessaires , la masse entidre
de marbre {ou séparément la statue ct son piédestal )} dans uun bassin
d'cau , & faces rectangulaives, et de mesurer, avec précision, la
kauteur a laquelle le niveau se scra éleve, ainsi que la longucur et
la largeur de cc niveau. Si donc on lrouve 2 décimétres, 24 ¢t 12,
pour la hauteur, ia longueur ct la largeur ; le poids total sera
2,6+24:12-2 ou 1440 kilos. De sorte que le voiturier recevra
172 fr. 80 centimes.

VII. En général , le volume ct le poids de toute masse matériclle
sont lellement liés entre cux, que V'un élant donné, lautre s'en
déduit immédiatement , & laide de la Table des Poids spécifiques,
donnée dans tous les trailés de physique élémentaire. Cette table est
d’autant plus utile , que tous les poids spéciliques sont rapportés
ou peuvent s¢ rapporier au déeiméire cube d'eau distillée, A son
maximum de densilé ; lequel pése précisément un kilogramme :
cela réduit tous les nombres de la table , ¢’est-a-dire tous les poids
spicifiques 3 des kilogrammes , pour Funité de velume, savoir 1o
déciméire cube y de chaque substance. On voit que si la géomélrie
est indispensable & Ya physique, celle-ci n'est pas moins utile an
mesurage des volumes et d celui des aires.

YL Si le propri¢taire d'une citerne, & faces rectangulaires, veut
savoir combicn il paicra pour la néloyer et en revélir l'intéricur
d'une mali¢re itnperméable a P'eau , sachant que e métre carré do
cette matitre lui coiitera 4 fr. et qu'il donnera un centime pour
sortir de la cilerne chaque secau d’eau, contenant £ litres ct demi :
il devra nécessairement mesurer et calculer. Or, comme il n'a pas
de mtre & sa disposilion, il s'assure , au moyen d'une longue perche
droite el dun fil, 1° que la longucur est les B tiers de la largeur ot
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cefle—ci le quart de la profomlbeur , ddsignée par 120 p ; 2° que Yeau
estau dixieme de la profondeur , & partir de ouverture ; 3° enfiu,
qu'aprés avoir tiré 27 seaux d'ean, le niveau sest abaissé du qua—
rantitme de la profondeur. D'aprés ces donndes, il pent établir ses
caleuls, et trouve, non-seulement qu'il aura a payer 84 fr. 24;
mais que la citerne contient actuellement 4374 litres d'cau.

I1X. Yoici encore un exemple de la nécessilé qu'il y a souvent
de mesurer et de compter , pour avoir des nombres : un propriétaire
veut faire creuser , dans fa conr de sa maison, une citerne , a faces
rectangulaires, qui ait €0 hectolitres de capacité, depuis la nais~
sance de fa volle jusquau fond. Sachant qu'il paiera 6 fr. par
métre carré de surface, tant pour le pavé da fond et les quatre
urs latéraux , que pour la projeclion horizontale de la volite;
sachant de plus que , pour creuser la citernc, il paiera 8 fr. par
métre de profondeur (tonjours a partir de la naissance de la voilte) ;
il demande quelle doit dire cette profondeur z, ainsi que les dimen-
sions x ¢l y du fond , pour que sa dépense totale m soit la plus petite
possible ?

Il est visible, d'aprés la théorie du mesurage, et parce que GO
hectolitres font 6 mdétres cubes, quon a ici les deux équations
stmultances

ayz=0 el 12(xy+2z-Fyz)-+-8z=m.

Lliminant =, puis résolvant I"équation finale successivement par
rapport aux inconnues x el ¥, on verra que le minimum de m
donne x=y ct

z*'—0br—4=0.

Les valeurs rationnelles de z, dans cclie équation , sont des
nombres entiers , diviscurs du dernier terme 4 ; ¢t comme 2 doit
¢tre positif, les sculs diviseurs 2 essayer sont 1, 2 el 4. Or, il est
évident que =2 satisfait seul & I'équalion proposée ; ainsi 2=y
=2 ¢t z--1™5. Donc la dépense minimum m=132 francs. Le
quotient éant x* L2 -1 4r-1-2=0; il n’y a qu'unc racine posilives

Si l'on ne devait pas avoir égard au pris 8 fr. pour creuser la
cilerue, on trouverzit que le minimum de m donne zw-y==; elc.

Enfin, si pour creuser, on payait aussi 6 fr. par matre de pro~-
fondeur, le minimum de la dépeuse totate m donnerait d'abord x>y,
et ensuile -

z' —6z—8=0.

La seule racine posilive est irrationnclie : sa valeur, 3 moins
d'un demi-centiéme prés , est z=1,9G.
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X.. C'vst ce quon trouve , fort simplement, par la méthode dap-
proximation de Lagrange, d'apres les fractions conlinues.

Les calculs qu'exige cefte méthode d'approximation , sout lelle—-
ment simplifiés par 1o tableau des divisions successives , pour lrouver
les cocflicients de la transfermée c¢u 1 sur y, que désormais les
dérivées devront y étre remplacées par le nouveau procédé des divi-
sions, lequel d'ailleurs n'est que Falgorithme de M. Budan , rendu
plus simple , ainsi que nous lIuvons ¢labli, dans notre iraité de
Haute algébre. Nous pensons méme que le procédé des divisions
successives serait utilement placé a la suite des équations du second
degré, dans les éléments d'algébre, soit pour la recherche des
racines entitres , soit pour résoudre, par approximation, les ¢qua-
tions numdériques du Lroisitme degré, et méme du quatridme.

ReMARQUES SUR LES DEMONSTRATIONS Bien que les remarques
suivantes sur les définitions ¢t sur les démonstrations, se trouvent,
pour la plupart, dans la 8° édition de notre traité d'Arithmétique
(note 3°), nous croyons utile au but du présent mémoire de lvs
reproduire ici, ou elles sont wieux placées.

L. Larithmétique ne doit et ne peut considérer que les quantités
dont les grandeurs soient susceptibles d’étre exprimées exavtement
par des noméres. Ainsi loute chose qui ne saurait se réduire en
nombre , bien qu'elle puisse angmenter ou diminuer, n’est pas une
quanlité , du ressort de¢ 'aritbmétique; et sa grandeur ne peut étre
soumise au calcul.

Cependant on difinit ordinairemceal la quantité en disant que
c'esl foul ce qui est susceptible d augmentation ou de diminution ;
cest définition est donce trop générale , puisqu'il co résulte que le
courage, la vertu , Vintelligence, cte. , sonl des quantités. Or, com-
ment exprimer les grandeurs de ces quantilés par des nombres ? v
trouver l'unité, terme invariable de comparaison , pour mesurer {a
grandeur de Iintelligence, par exemple? A la vérité, Uintelligence a
toujours une valeur, que Yon peut estimer eu unités monétaires et
réduire en nombre : cetle valeur est bien une quantité ; mais elle
ne représente pas la grandeur de lintelligence , puisque celle—ci,
bien que {oujours la méme, varic dans sa valeur, selon les indivi-
dus qui en font I'estimation.

Ce w'esl que quand on aura trouvé une unsté, invariabie et bien
connuc, propre i mesurer la graudeur de U'intelligence, du courage ,
de la vertu , de la beauté d’un lableau, ete., que ces diverses choses
pourront sappeler quantiids ; ¢l voild pourquoi nous avons nommé
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quanlité , toul ce qut est o qui pewt sc concevoir divisé en portions
égales entre elles ; parce que la quantité, ainsi difinie, est non—
seulement susceplible d'augmentation ¢t de diminution ; mais sa
grandeur peut se compler ou se mesurer , pour fournir un nombre,
rationne! ou non , exacl ou suflisamment approché,

11. Tels sont les caractéres d'une houne définition @ &tre compléte,
claire et précise; étre évidente par clle-méme , cest-a-dire par le
seul énoncé, comme les axiomes. Dailleurs, définir une chose,
c'est la nommer et I'expiiquer ou la décrire, de telle sorte guon
puisse la distinguer de tout autre ¢t que le nom seul sullise pour
rappeler lidée de la chose définie, ou plutdt de I'une de ses pro-
priftés caractéristigues ; car nous ne pouvons connaitre les choses
en clles-mémes , el il ne saurait y avoir que des déinitions de noms.

Quand une définition est bien faite (ce qui n'est pas toujours
facile) les raisonnements ct les déductions logiques, qui s'appuient
sur clle, sont toujours trés-simples. Il importe donc beaucoup,
dans la science des nombres, de bien choisir les délinitions , qui
sont Ia source de toutes les vérités du calcul. On doit aussi consuiler
Yanalogie ; et méme chaque définition est nécessairement analo—
gigue , puisqu'elle donne fe méme nom i toutes les choses ayant une
propriélé communc ou pluldt analogue.

111. La définition doit sappliquer a tous les cas particuliers sem-
blables : s'il en &ait autrement, clle serait incompléte; ct pour
élendre cette définition & des choses analogues, qui 0’y sont pas
renfermées, il faut une nouvelle définition. Cest ainsi que pour
¢lendre la définition ordinaire de la multiplication, ou le multiplica—
teur ¢st entier , & la muliiplication par unc fraction , il faul admettre
ct expliquer les fractions de fois. Clest que la définition ordinaire
de la multiplication est incompléte ; et il faul la généraliser , soiten
se servant des fractions de fois, soit plutdt en disant que le produeit
se troure en opérant sur le multiplicande comme le multiplicateur
en upérané sur Uunité; ce qui rentre dans la définition posée cn
1821, par M. Cauchy, Cours d'analyse, clc.

Par cetle délinition, on aura facilement le produil , pourvu que
on voye Lien comment il faul opérer sur I'unilé pour avoir le mul-
tiplicateur. Or, dans 10 X2, si Von disait que le multiplicateur
s'obtient cn presant la racine carrée de 2 fois 1’unilé , on ¢n con-
clurait que le produit se trouvera en prenant la racine carvée de
deux fois le multiplicande 10 ¢t qu'ainsi ce produit est 3720 ; chose
absurde. Mais 2 étant le carré de sa racine carrée, doit contenir lo
curré de Punité de cette racine; ainsi le multiplicateur 72 s'obtient
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réellement en prensnt Ja racine carrée de 2 fois fe carré de 'unité;
douc le produit s'obticndra en prenant la racine carrée de 2 fois le
carré du multiplicande 10; de sorte que 10}/ 2=17200; et cn
général, WV a) b=} (abd) ; cc qui est exact et fournit un principe.

La définition ci-dessus est entlicrement analogique et monire
clairement comment toules les grandeurs, de méme nature, peuvent
s'exprimer an moyen de 'une quelconque d'entre elles, prise pour
terme invariable de comparaison : il faut alors calculer le multipti-
calcur, par le mesurage.

1Y. Non-sculement les définitions, en Arithmétique et en Algde—
bre , sont basées sur 'analogic ; mais aussi les régles, les formules
ct les démonstrations. La plupart des régles ou des principes de
calcul ne résultent pas immédiatement des définitions : on peut bien
les découvrir par des applicalions numériques ; mais pour avoir
une entiere certitude, il faut des démontrations : ce sont des raison-
nemenls , fondés toujours sur les définitions, sur des nolions claires
ct des vérités bien établies, propres A fournir la certitude parfaite
et & lenir licu conséquemnient d'une infinité de vérilications parti-
culi¢res. Or, pour quune démonstration produise cel effet el soit
compléte , il faul dabord que les principes dont elle fait usage,
soicat évidents ou démonirés eux-mémes el y soical rappelés ; il
faut ensuile quelle ne dépende point des valeurs particulidres des
nombres employés et qu’elie reste la méme lorsqu'on y remplace ces
nombres par leurs dénominations générales ou par les letires de
Valphabet ; ce qui est souvent plus simple.

Si la démonstration ne satisfail pas a loutes ces conditions, clle
cst incomplite et la conclusion n'est pas certaine, bien qu'clle puisse
¢lre vraie : c'est une conclusion trop précipitée, qui pourrait étre
fausse , sans qu'on s’en apercit immédialement, puisque rien n'en
averlirait dans le raisonnement incomplet employé.

Y. La plupart des livres ¢lémentaires conticnnent une foule de
raisonnements de ce genre, particulidrement en Arithmétique ot en
Algébre, pour la divisibilité, les fractions , les grandeurs irration-
nclles, ete. De tels livres sont par-la pea convenables A Iinstruc-
tion; car s'il est toujours fort ulile de penser juste , méme sur des
choses inuliles, ¢l si pour apprendre  penser juste, il est néces—
saire d'exercer la pensée d'abord sur des objets susceptibles d'exac-
litude ; on concoit que rien n'est plus important que de prémunir
la jeunesse contre les erreurs du raisonnement, en ne lui présentant
quc des démonstrations claires ¢t complétes. Mais de 13 vient, poure
le Yecteur ou Vauditeur, Ta nécessité de revenir souvent sur Jes pre-
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micres notions, afin de se les rendre entiérement claires et dis-
lincies, par l'usage, et de ne point se contenter de démonstrations
tronquées, qui faussent le jugement. Car les énumérations incom-
plétes, les conclusions trop précipitées et ca un mot, les raisonuc-
menis faulifs , sont la source de toutes nos errcurs.

Du reste, cclui qui n'est satisfait que de ce qu'il saisit bien dis-
tinctement, corrige de tels raisonnements ; mais il faut , pour cela,
gu’il ait approfondi les notions premiéres , afin qu'il ne voie pas les
chuses & travers des nuages ct ne tombe pas dans le vague ou l'ab—
surde, quand il veut se les expliquer.

VI. Le choix des démonstrations est d'une grande importance,
non-sculement pour la clarté ct la simplicité ; mais oussi pour les
conséquences que ces démonstrations peuvent suggérer. Elles doi-
vent étre complétes , comme les définilions ; sans quoi , fournis«ant
des analogies Tausses , des fnductions trompeuses , elles auraient
pour résultat d'égarer le jugement. On démontre par analogre , ¢n
liant les vérités par des raisonnements semblables , ce qui soulage
la mémoire ; on démonlre aussi par frduction, en passant par les
cas parliculicrs pour s'é¢lever am cas général : Finduction est la
source de presque toutes les virités dans les sciences, a dit Laplace;
ais il faut prendre garde de généraliser trop promptement.

Quelquefois on part du cas le plus général , comme en algébre,
pour déeouvrir la formule cherchiée : ¢est la méthode d'induction ,
prisc dans l'ordre inverse , en descendant aux cas particuliers, On
se base alors sur ce que la formule élant complttement analogique ,
puisquion la suppose de la plus grande généralité - les valeurs par—
ticuliéres d’une lettre ne sauraient aucuncment changer le réle que
cetie letive joue dans la formule : cela est évident. Si donc fa for—
mule ¢st connue, pour plusicurs valenrs particuli¢res de la lettre ,
nmbres et symboles , clle sera connue pour toutes les valeurs ima-
ginables de cette letre.

Clest-1a le principe d’analogie dirvecte , applicable surtout en glo-
métrie A la reeherche des théordmes sur les rapports et le mesurage.
Car les grandeurs comprises dans la méme délinition géncrale, ont
le méme mode de génération ; elles ont leurs eléments géncraleurs
analogues el par suite de mémes dénominations respectives. Done
les expressions nwmérigues de ces grandeurs sont données par la
méme formule générale : autrement , les valeurs patliculi!‘:rvs d’un
élement géndrateur cbangeraicat le réle que cet ¢lément joue dans
la géndration ; e qui ne saurail &lre.
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YH Par exemple, cherchons Uexpression immédiatede wen
dans U'équation identique
L] x' x* at

x
=14 -4 -4-ele. (E
u=ltzt—— bt g by g e (B)

La loi de la série du sccond membre est évideote, jusqu'a linfini;
et il s’agit de calculer la valeur de « pour x=1,—1 ¢l }. Or, r=1
donne, pour u, unc séric convergenice, dont les onze premiers
termes, réduits en 8 décimales chacun, fournissent 2,71828183.
Cettle valeur de % est exacte dans les 7 premicres décimales, el on
la représente ordinairement par la tettre e} de sorte que pour z==1,
on a u~=¢=¢". On verra, plus facilement encore que, pour z-—1,
on a u=l sur ¢=¢", ¢t que x=1% donne u=} e=¢".

Or, comme les hypothdses suecessives x=1,—1 el ; n'ont pu
changer , cn aucune manitre , la composition immddiate de u en ¢
el a, et gque chaque fois on a u=e¢*, il s’cusuit qu'avant ces hypo-
théses, on avait aussi u—e*, Ainsi, quel que soit z, nombre ou
symbole , lz série (E) sera toujours le développeinent de e clest fa
série cxponenticlle la plus usitée , comme ¢lant complélement géne-
rale et la source de plusicurs conséquences uatiles, faciles A en
déduire,

De méme , les exposants désignant des nombres ou des symboles
qucleongues, on demontre, avee facilité, que dans w=a* X a” et dans
v = (a®), la fonclion ¥ n'est autre chose que a dont n v el nv soul
les exposants. Cela fournit iiwwmeédiatement les véritables siguitica—
tions des exposants fractionnaires ou irrationnels , positifs ou néga-
lifs, el enfio le calcul des exposants , d'une nature quelconque.

VIil. Le wéme mode de recherche fournit trés—simplement pla-
sicurs autres fonefions importantes, telle que la série dinomiale,
el en démontre la généralité compléte.

11 est vraiment remarquable que ce mode, si clair, si simple et
si fécond , a la fois, ne soit pas géuéralement employé ea algébre.
1l en est si peu question , dans les traités de celte science, les plus
eslimés , que je me suis demandé plusicurs fois si réellement celle
maniére de parvenir a la fonction , dont on a le développement ,
posséde tous les avantoges que je lui reconnais : javais la crainte
d’tire sous l'empire d’unc illusiou. Mais, obscrvant d'une part
quEuler a suivi une méthode 3 peu prés semblable, bien que moins
simple , pour démontrer la géndralité de la formule du binowme ; et
dautre part, que la méhode des coeflicients iuddterminés, par
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laquelle on parvient ordinairement aux séries binomiales , expo—
nenticlles et logarithmiques , w'est au fond qu'unc application du
principe d'analogie direc'c ; j'ai ¢é1é pleinement rassuré sur I'exac—-
titude logique de la wéthode ci-dessus ; laquelle conséquemment
doil figurer parmi les méthodes élémentaires les plus utiles.

IX. Enfin , comme I¢ principe d'analogic est trés-simple , trés—
clair et rigourcusement exact, je pemse que son emploi, bien
enlendu, simplifiera notablement les traités ¢lémentaires de géomé—
trie, sans leur rien faire perdre de la rigourcuse exactitude dont ils
sont susceplibles : je pense méme que ce principe est nécessaire pour
bien meltre en évidence velte exactitude rigourcuse, Mais n'eat-it
d'ailleurs que la propriéié de faciliter Vétude de la géométrie et de
rendre cette science imporlante accessible 2 un plus grand nombre
de personues, qu'on devrait I'y employer de préférenee 3 d'autres
méthodes , plus rigoureuses en apparence ; bicn qu'il n'en soil pas
ainsi, ¢n realité,

1ESOLUTION pES EQUATIONS. Observons d'abord que si l’on veut diviser
ub polygone rationnel ¢l entier, de degré quelconque en x, par le
binome x—a , il faudra d’abord écrire, sur une mémo ligne, lous les
voufficients de z el avec leurs signes , en mettant + 0, & la place Jdo ceux
des poissances de @ qui pourraient manquer , dans le polynome proposc;
puis , au-dessous de ¢elle premiere ligne , en ¢écrire voe secondo , ayant
le méme premier terme ; de telle sorte que chacun des aulres termes soit
le ternre immédialement au-dessus ajoute au produit du terme immédia-
tement a gauche , de la scconde ligne , mulliplié par a, c’cst-d-dire par
Ju sccond terme du diviseur, pris en signe contraire : les lermes de la
seconde ligne, ainsi formés , sont les coelficients des puissances succes-
sives de , dans le quotient cherché , el le dernier terme est le reste de
la division. C’est ce qu'on démonlre bicn sisément, comme il suit :

Prenous le polynome nzt-+px’ 4 qx’ 4-rz4-s; si on le divise par ¥ -4,
Ie guotient sera de la forme az®-+pte®4-¢'2+-r', avee Je resle 3'. Or co
ajoutant ce reste au produil du quolient par le divisear, on doil retrouver
le dividende ; lequel conséquemment est reprisenté par

nzt o (prman) 2 -/ ap' 2 (P —agjo o' —ar'.

1l laut donc que p’' —an=p, ¢'—ap’ =g, v'—ag'=r ¢t s'—ar'=s. Ainsi,
on écrivanl les deux lignes ci-3-¢018 , on voil que dansla | n,p,q,7,s,
sceonde, pr=an+-p, ¢'==ap' -4 , ¥' = ag'-+-r et st=ar'+s. | w,p',q', 7', 8,
(ela démonire complétement la régle énoncée.

f1. Par celte réglo, on évite I'appareil de la division , lovjours plus
compliqué , et 1"on peut souvent effectuer menfalement les opérations ; e
qui rend les colcols les plus simples possible. Ainsi, pour diviser le
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polynume z*—6x—4 par -2, on forme le {ableau que voici :

Coellicients proposés . . . 1 4040~6—4;
Divisionpar =2 . . . . . 14+24+4-+24+0,

Done , le dernier terme de la seconde ligae ¢lant nul, le quolient cher-
ché esl exaclement 2?4 22+ §24-2,

II1. Lorsque le polynome en x csl o produit de plusicurs binomes
r—a, a:-[-b s T—c¢, ¢lc, son dernicr lerme a oécessairement pour fac-
teurs —a , +&, —c, ele. Par copséquen!, pour le décomposer en fuc-
tcurs binomes , du premier degré en &, il faudra prendre pour seconds
termes des diviseurs successils, les diviseurs , tanl posilifs que négatifs,
du dernier terme du polynome proposé, du premier quotient exactl, du
second quolient , cle. De celle maniére, on w’a gu’un seul tableau i fur-
mer , pour les divisions successives ; ce qui abrége beaucoup.

1V. Considérous par exemple le polynome numérique 2zt~ 2z" — 14 42°
+2x+12. Pour le décomposer en facleurs binomes, on forme ce tableau :

CoclGicients propesés . . . . 2—2—(f42412;
Division par +—1 e e 0 2H0—14—1240;
Divisionpara41 . . . . 2=2—-1340;
Division par a—3 . . . . 24440,

Puisque tous les restes sont nuls et que le dernier quotienl exacl est
2z+4, on voil que le polynome proposé¢ revienl a

o=} {z-+1)(r=3}{2x+4).
$’l doil Clre pul, c'est-d-dire si 'on doil avoir
2z — ' 142’  Qp4-12==0;

comme un produil ne peut élre nut que par Pun au moins de ses facleurs ,
vt voil que les racines de cello équation sont : z=1,—1,3 et —2. Tells
est la méthode fa plus simple pour calculer les racines enliéres.

V. Quanl aux racines irrulionpelles , soit Véquation

X=nz*+4-pzx? § s’ +rz 4 5=0.

L'our calculer , avec facilité , la transformée gni en résvlie lorsqu'on
y fait z=a-+y , d'o0t y=r—a, on divise X par 2~a, ce qui donne le
quoticnt L, du troisicme degré cn i, avec e resle A |, indépendant de x ;
on divise L par x—a , et I’on trouve un quotienl M , du second degrd en
x , aveclo resle B , toul connu ; on divise M par z—a, et I'oen obtient lo
quoticnt N, du premier degré cn 2, avec le reste connu C; enlin, on
divise N par 2—a , et cela donne le quolient n, avee le reste D, lous 1¢s
deux conbus. Ainsi, & cause de yewx—a, ob a

X=Ly4-A,L=My-+BM—Ny+Cet N==ny+ D.
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Substifuant done, il vient 1a lrausformee =
Xe=ny*+Ly*+ Cy* - By-+A=0.
Y. Daprés cetle méthode des divivions successives , soil A caleuler , 3
moins &’un demi-centiéme prés , 12 sccle racine positive de V'équalion
Tt - Gr—5=().
On voit d’ubord que celte riacine est comprise enlre § el 2, mais plus
pres de 2 que de 1. Posant done 2={-4-1 sur y, les divisions successives,

pour calculer aistment 1a transformon en 1 sur ¥, donnent le premier
tubleau ci-dessous :

1 +04+0—-6—35; t £ 6 2

b do =g | ity ye T TS0
142+5-2; Sy*+2y* — Gy —dy—1=20;
:i:-‘"h, y>let y2; y=1+1 sur =

De méu e, ta transformée en : sera
=22 48T -3z -8 0;

d'oit 2> 24 et 3L25. Si donc on s*arcéle & 2= 24, on aura r=1,1,24=
3 =1,96 : l'erreur en moins est plus pelite que 1 sur 625 ou <0,002.

V1l. Deux points A et B, situés de part ¢t d'wutre de Ia druile qui
sépare deux terrains, sonl aux dislances AC— 350" et BH=140" de celie
druile , sur laquelle CD=70". Le point A est l¢ centre d'unc fontaine et
B celui d'un réservoir , que le propridtaire veul faire établir, aussi bien
qu'un fosst , pour conduire Ueau de A en B. M.:is le creusement du forse
est plus dilficile daus le second terrain que dans le premier, de lelle
sorte que par métre de longueur , les ouvriers exigent 1 fr. 20 dans le
premicr et 1 fr. GO dans Vautre. En quel point P de C faut-it faire
aboutir les axes des deux parties du foss& , pour que le prix m a payer
dux ouvrives feit un mivimum?

Prensot e décamélre pour unild el posant Al'=r, on aura

m=12 (32} + 167 |65— 1 fz4-27).

Dérivant par rapport & et réduisamt , il vienl, pour calculer fes

vaieurs pusitives de &, qui répondent aw minimum de m, I'équation
ot 1 45% + 50207 —2882-+-1008=-10.,

Les racines rielles, sont posilives; or, T=4=40" salislsil & celle
cruation ; douc m=1140 lrancs.

Divisanl par £—4 , on lrouve 22— 10x® +9r—202=0, Ceite équaiivn
a une raciue posilne entie 11,2 et $1.3, que Lon pourrail aisément
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calculer, 4 moins de 0,0003 prés; mais elle doit &lre rejelée. parce
qu'elle donne, pour le minimum m , un prix plos grand gue le précédent.
Enfin , scil q celle racine réelle, suffisamment approchée ; on devra
done regarder comme nul le reste de la division du premier membre par
&—a ; de sorle qu'on awnra exactement

2?4 (a—1024+a* —10a4+9=0;
d’olt 2r=10—ax}p’(20a-+64 —3a’),

Donc , puisque a>> 11, les deux aotres racines de 'équation proposte,
du quatrieme degré, sont émaginaires.

L.e probleme précédent en fournit un aulre; car 6i le réservoir B doit
¢tre 4 faces rectangulaires et aveir 270 hectolitres de capacile ; si da plus,
e creusement doil codler B fr. par meélre cuhe , tandis que B devant avoeir
175 de profondeur, les quatre murs laléranx seront payés G fr, lo
mélre carré de surface intéricure ; comment calculer Yes dimensions x et
y du fond , pour que le prix tofal p soil un minimum ?

Ici le ealeul des dérivées n’esl pas nécessaires ; mais ¢e caleul nen eat
pas moins forl ulile dans plusicurs recherches numériques ; ot ¢onune il
se démonlre par des considérations trés-simples , je ne vois pas pourquai
on ne 1'¢tablirail pas complétement en algébre.

VI, Si 'on devait faire construire un réservoir d’ean |, a faces reclan-
gulaires, el payer G fr. par méire carré de surface inléricore , lant ponr
le pavé du fond gque pour les quatre murs latéraux 3 si e plus on devail
awssi payer G fr. par mélre de longueur, pour faire tailler les pierres,
qui doivent revélir les ¢6tés du fond rectangutaire, et si d'ailleurs le
réservoir doil avoir -i‘() hectolitres de capacite 3 quelles devroul élre 1a
prolondeur z, 1a longueur & el la Jargeur v du fond, pour que le prix
tolal de Ia constructlion s50it un minimum 12m ?

Il est facile de voir qu’on a les deux ¢qualions

xyz=if ct xy-+2z{z4-y)+-2(c-1-y) = 2m
desquelles on tire, pour le minimum de {2m, d'abord x==y, ¢l cosuile
207 —§o 0.

Celle &quation n'a que la seule racine récllc‘ ; doir I—-_—-y:‘m':=3"
el le minimum 12m= {80 francs.

METHODE HLEMENTAIRE DIXTERCOLATION I, Inlerpoler une strie, ¢'est
placer un méme nombre de nouveiux (ermes entre chague ecouple de
terines conséculifs , de telle sorte que la nouvelle série soit de méme
nature que la proposée.

L'interpolation des stries est vlile , non-seulement poor 1a constraclion
de cerlaines tables, comme celles des Logarihmes : mais sutlont dans
Yobservalion des phdnoménes, pour en dicouvriz la lei el suppliéer a do
nouvelles observalions , qui ne seraient pas tovjours praticables,
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Il. Par exemple, un vase regoil de I'cau par an robinet el en perd par
un auire. On a ohservé qwaprés 4 minute , 5, 9 .13 et 17 minutes d'¢con-
lement, les nombres de litres d'cau, versés par le second robinel , élaient
2,30, 90, 182e¢t 306 ; combien d’eau fouraissail-it pendant les minutes
avceessives ?

Ici Vécoulement a &ld observé de 4 en 4 minules; par conséquent,
pour avoir les nombres cherchis, il faul inferpoler trois nouveaux termes
enlre chaque coupla de termes conséeutils de la sécie 2, 30, 99, 182 ct
306. Or, poar cela, il esl nécessaire de (rouver la lof de celle série, en
ta comparant & celles que nous connaissons , telles que les suites des n,
premiers nombres entiers, naturels , pairs ou impairs , de leurs carris
ou de leurs cubes ; les progyressions des divers ordres ; les progressions el
les séries géométriques , que Yon peut sommer dans arithmétlique pgéné-
ralisée ; les séries récurrenles , ele., considérées en algibre.

Comme les différences secondes de 2, 30, 90, 182, 306, sont toales
¢gales & 32 ; le (n}1) ieme terme so véduit 4 2412n4-16n° : telle est
1a lof de 1a série 2, 30, 90, 182 el 306,

Cela posé, puisqu'on veu! insérer 5 nouveaux fermes entre chaque
couple, il esl clair que ¢haque terme de 1a série proposée sera suivi de 3
aulres , pour former la séric inlerpolde ; celle-ci aura done 4 fois autant
de lermes que "autre. Soient donc n et z les nombres respectifs de (erines
de 1a série proposée ¢l de la série interpolée ; on aura ===4n et n=1z.
Si donc on subslitue celte valenr de n dans V'expression du (n-1}) idéme
tlerme de la série proposée , savoir 23-§2n4-16n*, on aura 24-5:45°,
pour Vexpression du (z4-1) iéme terme de la série cherchée. Ces deux
stries sool de méme nalure , puisque leurs (ermes généraux sont expri-
meés de la méme maniéro, I'un en n et 'aulre en =, et qu'ainsi elles ont
des lermes communs.

Si donc, dans 24-3z-}-2%, on pose successivement 5==0,1,2.3,4,5, cle.,
on aura 2,8,12,20,50,42, elc. , pour la série cherchée, De sorle que les
nombres de lilres d'cau versés pendant les minutes suceessives , forment
la progression du premier ordre 2,4,6,8,10,12, ete. C'est la loi cherchée
de I'¢counlement : il et &L uniforme , si lous les nombres de litres avaient
¢lé égaux.

I1l. Si, en variani les &poques des ohservations , on a veérifié cello
loi , et si 1'on a des molils de croire qu'ctle reste constante pendant pla-
sicurs jours , on pourra calculer , sans aucune ebservation nouvelle , soit
la quanlité d’'ecau vers¢e pendant 30 minules, par exemple, soil le
nombre de minules qu'il faudrail pour verser 342 litres,

C'est ainsi que Von peut suppléer A l'observation, louvjours plus ou
moins approximative , par des caleuls rigourcox , en remontant, 4 1'aide
des séries, 4 la loi exacle du mouvement qui a lew, loi que les exps-
riences ne pouvaienl que faire pressentir.
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Remarquons bian toulefois que Uinterpolation n’est ici applicable jna
parce qu'il y a2 le méme intervalle de temps enlre les observalions suc-
cossives. On devra done loujours salisfaire & celic condilion, pour faci-
liter 12 délerminalion de la loi du phénoméne , laquelle au fond esi lou-
jours celle d’'un mouvemenl,

En général, 'observalion des phénoménes a pour buot de lrouver dos
résaltats numériques. Lorsqu’on est parvenu i un grand nombre de ré-
sullals , on en prend les moycnnaes, ol I'an a ainsi plusicurs termes d'une
séric numérique , dont on cherche la loi, qui est aussi celle da phéno-
méne observé, du moins dans les limiles que les expériences comportent.

1V. Si intervalle entre les observalions successives n'est pas conslant,
tes nombres observés sont les somines respectlives d’avtanl de premiers
termes d'une série inconnue , qu'il esl marqué par les temps doanéds. 11
faudra done , & I'aide de ces diverses sommes 4 decouvrir 1a nature de
celte série : lo probléme alors ne peut se résoudre gu’en lAtonnant, ct
pourrail étre impossible ; ce qui arriverail si les nombres moyens appar-
fenaient & une ou & plusieurs séries, donl les lois fussent encore inconnucs.

Par exemple , dans le problémeo ci-dessus , supposons qu'aprés 1,3,
6, 10 et 13 heures d’écoulement , les nombres de litres d’ean versés par
le second robinet, soienl 4,17,321,9217 et 983035 : quelle est la loi de
Pécoulement du liquide ?

Ici, au moyen de quelques essais , sur l& nature de la série , on finira
par voir que 4 =1} {1.—1).2°, {7=14-(3—1).27, 321 =1 (6 —1)-2¢
etc.; d'oft IPon conclura que § +{n—1)2" exprime la somme des n pres
miers termes de la série cherchée. Si dont on y change n en n—l1I et
quon en refranche le résutlal , le reste n+2°=' sera le n iéme lefne ; par
conséquent les termes successifs de celle séric , ou les nombres de litres
d’eau versds pendanl les heures suceessives, sont : 1, 4,12,332, 80,
492, elc. Telle est la loi cherchée de I'¢coulement da liguide.

V. Dans le précédent exemple , nous avens lrouvi la série en obser-
vanl que si, de la somme des n premiors lermes , on soustrail la somme
des n—1 premiers, it reste le nidme terme. D’apris ce principe évident
étanl donnée 1a sommo des n premiers termes , en fonction rationnelle da
nombre entier n, on saura toujours calculer la série ; do sorle que 1'on
peal ainsi découvrir une foule do séries numériques. Par exemple , un
observatenr exact 2 trouvé qu’aprés 2,5,7,11 et 46 minules , un mobile
¢tait aux distances 3,53,110,500,1496 métres de son point do départ ;
quel chemin ce mobile parcourail-il pendant chaque minule successive ?

I¢i les nombres observés sonl les sommes respeclives des 2, 8,7, 11,
16 premiers lermes d'unc série inconone ; or, comme 3,355,140, elc.
doivent dépendre de 2,8,7, elc. , on trouvera 3=3.%2 +1)(2-2 41},
85:=1-3(8+1)(2:84 1), ele. On voit que la somme des n premiers ter-
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mes de la séric eherchie est fnin-1}{(2n 41} ; d’oit Pon déduit nt pour
le nidme lerme. Lasérie est done formée par les enreés des a premiers
nombres enliers 1,4,9,16.28,56,49 , ete. Tels soul les nombres de mé.
tres, que le mobile a parcourus pendant les minutes successives.

V1. Linterpolation des siéries pouvanl recevoir d'imporlantes appli-
cations , devrail &tre développie daus les ¢léments dalgébre, 3 ba suile
des séries numérigues ou élémentaires, On 'y indique bien , pour les pro-
gressions arithunéliques et géoméltriques ; mais pourquoi ne ’étendrail-on
Pas aux progressions des divers ordres ol aux séries géoméiriques , dont on
sait caleuler les sommes , méme dans 1a simple Arilhmélique géneraliste ?
On indique les moyens de constraire les fables de logarithmes et 1'on
dé¢montre méme les séries , que 'on regarde comme les plus propres A
abréger les calculs ; mais on oublie Iinferpolation dans les progressions
du second ordre on du {roisieme , qui fournit cependant les abiréviations
les plus nolables, el dont a théorie est de premiere facilite , comme
pous venons de le prouver i Parlicle b ci-dessns,

Divisiminarii, Soient A ¢t B deux sombres ou deux polynomes entiers :
d'abord le produit AB a nécessairement pour facleurs gremiers lous ceux
de A ct de B ; ensuite il ne saurail en avoir d"autres , ¢videmment, Car ,
si le produit de deux facteurs premiers n’cst jamais premier , loi-méme ;
d'vu viendraient ces avulres facleurs premiers da produil AB , qui n’appar-
tiendraient ni au multiplicande ni au muyitiplicateur ?

Cela posé, les lettres désignant loujours des aombres on des polynonies
enlicrs , je dis que 57 N est premier avee chacun des facteurs da produit
ABCD, @ ne diviscra jamais ce produit. En effet , N élant premier avee
chacun des facleurs du produit ABCD | aucun des facteurs premiecrs de
N ne se trouve dans A ni B ni C ni D. Et ecomme le produil ARCD n'a
J'aulces facleurs premiers que ceux de ces propres facleurs, on voil
qutaucun des facicurs premicrs de N ne sc trouve dans ABCD ; done N
n'est pas facteur de ce produil el ne saurait le diviser,

On démontre aussi , avec beaucoup de facilité , que si N divise le pro-
duit ABCD et qu'il soit premier avee chacun des facteurs de cc produil,
sauf le premier A , il divise celui-ci. Car lous les facleurs premiers de N
devant se trouver dans lc produit ABCD |, se lrouvenl nécessairement dans
A : vu qu'aucun d’eux n'esl dans B ni C ni D. Donc N divise A,

On voit que les démonstralions de ces principes ne sonl ordinairement
si compliquées , en Arithmélique et surlout en Algébre , que parce quelles
ne sonl point basites sur les notions les plus élémentaires, que nous
venons d'employer ; lesquelles fournissent 1a théorie , la plus claire et la
plus simple,, des grandeurs frrationnelles ou inexprimables en chifftes,
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CONSIDERATIONS PRELIMINAIRES.

~

I. Les quantitcs continues el surlout les figures que la géométrie
considére, sont d'un conlinuel usage dans les arts, ot il faut les con-
struive, d'aprés cerlaines condilions, el les comparer entre clles , pour
avoir une idée préeise de chacune. 1l imporie done heaucoup alors
de connailre parfaitement et la forme et U'étendue de la figure cher-
chée , aussi bien que de la figure donnée. Celle-ci pourrait limiler un
corps matériel dont I'cnsemble échapperait i la vue, bhien qu'il fat
mis sous les yeux; dans ce cas on waurail gu'une idée forl vague de
la figure proposée; ct c'est ici que le dessin devient d'un merveilleux
secours pour représenler la figure ot metire loutes ses parlies cn
évidence sur le papier,

Or, comme tout c¢ qui existe en grand peut se concevoir en pelit,
et réciproquement, il est clair que deux quantités géomélrigues
peuvent avoir la méme forme, sans avoir la meéme étendue; ¢t dans ce
cas on dit que les deux figures sont semblalles , parce que l'une peut
remplacer Pautre ct en teniv absolument lieu, pour I'étude de leurs
propriftes communes et pour les opérations que l'on aurait a exéculer
sur cette derniere.

IL. Pour quc la figure F soit semblalle 2 la figure ¥, il faut, si
clles sont planes, que les angles de F soient respeclivement égaux

1
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aux angles de F' et disposés dans’le méme ordre; il faut de plus que
chaque ligne de F ait un rapport constant avec Ja ligne correspon-
dante ou homologue de F' et la représente en longueur et en position.
Alors en cffet , toutes les parties de F représentent les parties homo-
logues de F', en position ¢t en grandeur ; de telle sorte que tout ce
qu'on dira de F ponrra se dire de F et réciproquement. La figure F
représente done completement la figure F et jouit exactement des
mémes propriétés : elle lui est semblable en Loul. Les deux figures onl
dailleurs 1a méme forme et ne différent que par leurs grandeurs indi-
viduelles, puisque si le rapport constant était Punité abslraite ,
c'esl-3-dire si deux lignes homologues élaient égales | les deux figures
pourraient s¢ confondre ¢n une seule.

La théorie des figures semblables ne consiste pas sewlement i les
définie clairement ; mais surtout a faire connattre les conditions neéces-
saires ot suffisantes it la similitude | €'esl-i-dire les éliments génédrateurs
de chaque figurc et l'emploi de ces éléments pour que , comme dans
Iarl du sculpieur, l'une des deux figures ¢tant donnée, on puisse la
copier, c'est-i-dire constrnire lautre figure, avec une ¢étendue plus
petite ou plus grande ou parfaitement dgale.

On voil 'importance de la notion de similitude , qui fournit & I'art
du dessin les movens de représenter sur le papier et de mettre
sous les yeux, pour Fétudier ¢t en avoir une idée claire. toute quantité
getomeétrique, donnée comme modéle a copier et dont Penscmble
échapperait 2 la vue,

HI. 1l est évident que les théories de la géomélrie ne portent que
sur des figures semiblables ou supposées telles. Mais la similitude, qui
doit étre parfaite quand il faut construire la figure cherchée , d'apres
un modele donné . n'est toujours que plons ou moins approcheée lors-
qu'il Sagit d'étudierla ure, Dans ce devnier cas, la copie impavfaite,
ou plutot le croquis, suflit pour diriger les raisonnements ; lesquels
ne portent que sur les définitivns el non sur la igure particuliere.

En général, on devine ¢t Ton facilite la démonstration d'un théo-
réme ou la solution d'un prebléme de géométrie, par la figure,
mise sous les yeux; moais lorsqu'on est familiarisé avee les combi-
naisons géométriques, il est parfois plus simple ‘opérer sans awcune
figure Lracée : chaque figure alors est représentée par une lelire,
ordinairement la lettre initiale du nom. On représenle aussi par une
jeltre chaque partie i considérer.

La régularité et la symidtric d’'une figure, soit par rapport i uncentre,
soil par rapport & un axe, en simplhifient Fétude et le dessin. Deux
figures peuvent ¢lre égales par symétrie ou étre inversement semblables;
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¢t dans ces deux eas , lune est [a copie inverse de Fantre. Ces figures
se présentent dans les arts, pour les ornements, aussi bien que les
figures égales el semblables , et sont essenticllement du ressort de la
géométric, on clies jouent un réle important.

IV. Le dessin ou la construclion graphique de la figure donne bien
la forme de celle-ci, cest-a-dive la disposition de ses parties successives
les unes a 'égard des autres; mais il n'en résulte pas l'idée précise
de son étendue. que I'on ne peat connzitre complélement que par
le mesurage.

En général, il est essentiel d'exprimer exacltement en nombres
concrets , de méme espéce . toutes les quantités contlinues de méme
nature ; non-sculement pour faciliter lewr emnparaison ou la rendre
possible ; mais surtout parce que le nombre concrel résultant repré-
sente la quantilé proposce, ou plutédt sa grandenr, et en donne une idée
plus complete que si celte quantité matérialisée élail sous les yeux,

Par exemple, bien que jaic sous les yeux la droite tracée D, je ne
connais pas cncore sa longuenr; mais si je la mesure avee le metre,
en portant cclui-ci sur D autant de fois successives qu'il est pos-
sible, puis en portant le décimetre sar le reste, le eentimeétre sur le
second reste el que je lrouve ainsi D == 54%26 cenlimeétres , sans
reste; jawrai la connaissance parfaite de [a droite D, parce que fe
connais parfaitement le miétre el le cenlimétire que j'ai vus et manidés
plusicurs fois.

Cest ainsique I'on peut mesurer toute droile tracée et en avoir lidée
compléte 5 mais cela demande des soins el des précautions pour
trouver un nombre, sinon rigourcusement exact , ce qui est impos-
sible, du moins suflisamment approché du véritable.

Si Desl tracée sur le terrain el quon veuille trouver suv le papier
la droite 1y, propre i représenter complélement la droite D, il Fandea
choisir Funité lincaire o', qui représente omité lincaive o sur le
tervain, asscz petite pour qu'en premant D' = 34,26 «'. lorsque
D = 54,26 u , 1a droite D' puisse se (racer sur le papier. Dans ce cas
on dit que la droite 1Y est semblable i 1a droite D; car clle la repré-
senle el en tient absolument lien, pour les opérations i exécuter
sur D, lesquelles s'effectuent avec plus de facHité sur I'; el le
résultat en o est absolument le méme que le résultal cherehé en «.

VY. En général, soit a une quantité continue quelconque |, kimitée
de toutes parts, telle quunc ligne, une surface ou un volume : cetle
quantilé a nécessairement une grawdeur ou une rvaleur, dont la
connaissance précise est souvent indispensable. Or, cette grandeur
mest pas connue par la seule inspeclion de a, mise sons les ycux;
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elic ne peut se déterminer complétement que par Il mesurage ,
donnant le rapport de la grandeur cherchée & celle, bien connue ,
de l'wnité v, de méme nature que a.

Par l'usage fréquent que nous faisons de cette unitéw, choisie
dailleurs la plus simple parmi les quanlités de son espéce, nous en
acquérons le senliment et I'idée 1z plus elaire : voild pourquoi nous
connaissons hien la grandeur exprimée par un nowbre de ces unités.

Ainsi le bul qu'on se propose quand on veut mesurer ¢ par u, cest
de trouver, le plus exactement possible, le nombre » tel qu'on aita=
w Y n==nu; en sorle que la quantité e soit exactement représentie
par le nombre concret nu. Et comme e=nu donnea : u=un, on
voil que mesurer a par u, c'est chercher combien de fois ¢ contient v ;
le quotient n, résultat du mesurage est dil la mesure ou Ia valeur nu-
mérigue de a, paree que unité n étant le plus souvent svus-ertendue ,
il vient simplement e = n. De cette manitre, la lelire « représente &
Ia fois la quantité proposée et sa mesure : donce si ¢ = 143, cela
signifie que ¢ = {5u.

Une fois que F'on connatl exactement le nombre abstrait », tout
prebléme surfa grandeur a se résoudra sur le nombre ar; el cela avee
plus de facilité et d’exaclitude que si I'on opérait sur la quantité «
clle-méme, mise sous les yeux : celte quantité d'ailleurs pourrait ne
pas étre enlierement visile, ni enticrement accessible,

On voit l'importance du nombre absteait » : aussi la délermination
exacie de ce nombre, qui offre souvent de grandes difficultcs pra-
tiques , est-elle le but essenliel des sciences , telles que la géométrie,
pour les angles. les lignes, les surfuces et les volumes; la physique et la
chimie, pour différentes sortes de quanlités continues; elc.

YI. Nous ne pouvons connaltre les choses en elles-mémes , c'est-i-
dire sans les comparer 3 d’aulres. de méme nature, ct il n'y a pas
pour nous de greadeur abselue. Cela est si vrai, que si a est une lon-
gueur de 5 pieds et qu'a notre insn, celle longueur ct celle du picd
angmentent chacune de sa milliéme partic, nous ne pourrons nous
apercevoir de cetle double augmentation; car la longueur a sera tou-
jours 3 pieds, comme auparavant. Ce n'est que par la comparaison
des deux longueurs i one troisieme , dont le changemenl ne serail
pas sa millitme partic, que nous pourrions soupcouner qu'ily a
augmentation dans les deux longueurs; mais nous ne conoallrions
pas Paugmentation réelle de chacune; tant il est ndécessaire, pour
bicn connaitre les. grandeurs, que le terme de comparaison demeure
invariable.

Le meilleur sysiéme de mesures esl donc celui on Pon peut les
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vérifier, pour les ramener it des grandeurs constantes ; mais parmi les
choses matérielles , en est-il qui soicnt absolument invariables? La
chaleur , I'’humidité, la sécheresse, le frottemrent et enfin la durée
modifient les corps , bien qu'it en existe plusieurs, comme le marbre
el les pierres dures, dont les changemenis soient forts petits. Pour
avoir des uaités de grandeurs invariables, il faudrait donc les rendre,
en quelque sorte, indépendantes de la matiere, Clesl ce qu'ona
voulu réaliser dans le nouveau systéme métrique : il faudrait un chan-
gement , bien extraordinaire, dans la forme de la terre, pour que
la mesure du quart du méridien, qui passe par I'observatoire de Paris,
puL modifier Ya lengueur du métre, d’'une maniére notable. Et quand
meéme la premiére mesure-di méridien et celle que Von ferait ensuite,
pour vérifier le métre, seraient fautives chacune d'vn myriamétre;
comme les erreurs ne peuvent avoir lieu préciscment dans le méme
sens, I'erreur finale n'atteindrait. pas le millimatre,

VII. On ne peut comparer entre elles que des choses de méme
nature, et encore souvent celle comparaison n'est possible que par
Ununité de valewr, comme pour la beautlé d'un tablear ou d'une picrre,
dite précieuse. Chaque chose a nécessairement une valeur, constante
ou variable, que lon peut estitner cn wnités tmondtaires; el ainsi
chaque chose a son prix, qui sera un pric daffection pour le dia-
mant, 'éméraude, la topaze, les peintures sur toile, etc. Enun mot,
toutes les grandeurs peuvent s'exprimer par des nombres, de la méme
unilé monétaire , nombres indispensables, dans les usages de la vie
sociale, et sans lesquels nos connaissances seraient fort bornées, rela-
tivement a ces grandeurs.

On appelle rapport ou raison e résullat de la comparaison de deux
grandeurs a et b, de méme nalure, La différence o-— b est done déja
un rapport ; mais ce qu'on appelle c¢ssenticllement rapport ou raison ,
c'est lc nombre abstrait », par lequel il faut multiplicr le conséquent
b, pour avoir Vantécédent a ; de Lelle sorle qu'on ait exactement a=b
Knz=bn; Lot a : b= n. lci les deux points verticaux représentent
divisé par; mais il faut les ¢noncer estd, pour mieux rappeler que
a ¢sl compart a b et que n, valewr du rapport, estle résultat de cette
comparaison.

Sin=28, on aura a==8b; ¢t si n = 8 onzi¢mes, a sera les 8 on-
ziemes de b; ainsi le rapport indique loujours comment Pantécident se
trouve avec le conséquent, ce qu'il faut bien remarquer. Cela résuile
d'ailleurs de la définition de la multiplication, o T'on dit que le
produit se trouve en opérant sur le multiplicande , comme le multipli-
cateur en opérunt sur Uunité. Cette déhinition , la plus générale et con-
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séquemment la plusutile, constitue le principe d’analogie, comme nous
le developperons plus bas.

Les rapports sont dun usage fréquent ¢t nécessaire ; nous ne
connaissons réellement que des rapports ¢t ne pensons que par cux ;
cifin , toutes nos études . du moins dans des sciences exacles
s¢ réduisent i comparcr el & mesurer, pour trouver des rapports
ct tes exprimer. La relation a == bn est donc fondamentale , par les
conséquences , faciles a deéduire, quielle fournit.

Cetle relation est unique , c'est-a-dire que deux grandeurs, de
méme nature , ne peuvenl avoir quiin seul rapport , dont elles sont
les feraees. Car si elles en avaient deux n et r, dolt e =bn = br,
on aurait » = r; contrairement a 'hypothése.

De plus, la relalion a = & u existe nécessairement. Car si b restant
de grandeur constente , on suppose que le nomhre n rarée el croisse
depuis zéro, par degrés dusensibles, il est clair que le produil b
X n croitra aussi par degrés insensibles el passera par tous les
ctats imaginables de grandenr , depuis zéro ; on peut done touwjours
supposer au nombre » une valeur telle, que le produit 4 X n donne
exactement la guantité «.

A Ta vériteé, si l'on avait #* =7, le nombre » ne pourrait se dé-
(erminer exaclement; c'est-d-dire que les deux quantités o et b nau-
raient point de plus grande mesure commune , assignable d'apres
les instruments les plus précis pour e mesurage <de a par b, Dans ce
cas, comme » cst compris enlre 2 ¢t 5, on peul du moins toujours
concevoir deux fractions, aussi peu diffiérentes quon voudra, entre
fesquelles te rapport cherché # soitl compris : donc il existe ¢l peut se
calender, avee une approximation suflisante.

On sait d'ailleurs que dans »? = 7, le nombre # st incxprimable,
ou comme on dit, érrationnel ; » est une fraction dont les deux termes
sont infinis , et par conséquent « et b w'ont d'aulre mesure commune
quiine quantité infiniment pette.

Enfin, puisque deux quanlilés continnes, de méme nature, ont
toujours un rapporl, eaprimuable ou non, clles ont aussi toujours
une mesure commune assighable ou inassignable ; ¢t c'est dans ce
dernier cas quil faul dire que les deux quantités proposées sont
incommensarables entre elles, .

Observons encore que le rapport e plus facile # déterminer est
celui des grandeurs semMlables , pouvant étre parfaitement dgales;
et si clles sont dissemblables . mais éguivel-ntes entre elles, leur
rapport st I, le plus simple de tous les rapports. Le vapport entre
deux choses, de méme nature . est indépendant de leurs formes
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particuliéres el porte uniquement sur leurs grandeurs relatives. La
similitude de deux quantités géométriques dépend a la fois des rap-
ports de grandeurs el de positions de leurs parties correspondantess
lesquelles sont parfaitemeit analogues deux a deux. Aussi analogic
joue-t-elle un role-fortimportani, non-seulement dans la similitude de
deux choses ; mais aussi dansleur rexsemblunce,

Les Proportions..

I. La mesure ou la-comparaison-des quantités rend souvent indis-
pensable Uemploi des proportions | exprimant Uégalité de deux rap-
ports. On sait que mesarer une quantite, cest checher le rapport de
celte quantité 3 l'unité constante de méme nature ; cest diviser fa
chose & mesurer cn parties égales & unité ou en-une fraction déler-
minée de celte unité. Or, cette-division est rarement pralicable en
opérant sur la quantité proposée ; et ce n'est par exemple , qu'tndirec-
temient que l'on peut trouver les valeurs nameériques des longueurs
curvilignes, des aires et des volumes, comme pour la circonférence ,
la surface d'un bois ou d'un élang , létendue d'une safle, cte.

Dans ces différents cas, on tiche de remplacer le rappoct cherché
par un autre égnl, simple ou composé. plus facile i déterminer exacte-
ment. Pour les grandeurs conlinues, Fopération est ramende . an
moyen des théories géométriques, i la mesure direcle des droites et
des ares cireulaives , cest-d-dire aux usages de la régle et du compas
ou des instruments qui les remplacent sur le terrain.

II. Considérons les qnalre quantités a, b, ¢, d. de méme nature
deux a deux, el supposons-les Lelles quen mesurant a par &, on me-
sure en méme temps ¢ par d, et réciproquement, Les deux nombres
résultants scront donc absolument les mémes; et si ¢ == dn, n ¢tant
un rapport, exprimabie ot non, on aura aussi pécessairement a = ha.
Done si lerapport nde cat ¢ est le plus Facile & déterminer exacte-
ment. il faudra S'en servie pour caleuler indirectement le rapport égal
dea d b, et 'on aura ainsi ¢ == fn 5 de sorle que a sera mesure et ex-
prim¢ pav b, bien qu'on n’ait mesuré réellement que ¢ par d. On voit
Futilit¢ de la théorie des rapports éqaux.

De 1a naissent les proportions; car ayanticia :h=netc:d=mn,
il enrésulte @ : h=1—c :d; c’est unc proportion . qu'on écril. aussi
a:h:ilc:d,en énoncant aest ¢ becomme cest ¢ d. Cela signifie que a
sobtient avec b ahsolument comme ¢ se trouve avee d; vu que si le rap-
port commun » vaut 47 onziémes, par exemple, a sera les 17 on-
ziemes de b ahsolument comme ¢ est aussi les [7 onziemes de 4.
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I11. Réciproquement, si 'on sait que a s'obtient avec b absolument
comme ¢ se trouve au moyen dc , n'importe d'ailleurs par quelles
opérations, graphiques ou numeriques, pourvu qu'elles soicnt respec-
tivement les mémes, dans les deux cas, il s'ensuivra'que sia =5bn,
u élant un rapport, rationnel ou non, on aura aussi nécessairement

== d n. Carsi I'on pouvaitavoir ¢ =dp, p ¢tant un nombre différent
de » , il est clair, d'aprés la notion du rapport, que ¢ ne s'obliendrait
point avee d absolument comme a aveceh ; contrairement a hypothése,
On a doncsimultanément a = bu et c=dn; dontil vienta: b2 ¢ : d.

Donc pour établir la proportion entre quatre quantités , nécessai-
rement de mémes natures ct parfaitement amwlogues deux 2 deux,
suffit de bien constater, d'aprés les définitions et les constructions, que la
premiére grandeur se trouve i Uaide de la seconde absolument comme la
troisiéme une moyen de la quatrieme; chose souvent teds-facile.

1V. Telle est essenticllement 1a méthode analogique. Cetle méthode
est si simple et si naturelle, elle tient si immédiatement aux premicres
nolions, qu'il faul s’étonner qu'on ne l'ait pas encore appliquéc , bien
explicitement , en géométrie. Cependant son emploi y presenterait les
avantages de clarté, de facilité el de rigourcuse exactitude ; non-seu-
lement pour la proportivenaliteé des lignes, des surfaces et des volumes,
limités de toutes parts ; mais aussi pour leur mesurage et leur constric-
tion, C'est ce que nous allons développer, par divers exemples choisis.

V. Considérons d'abord les deux triangles quelconques ABC et
A'B’C’ et supposons qu'on ait & la fois l'angle A = A’ et la propor-
lion AB: A'D :: AC: A'C. Hest clairquele eol¢ AB=AC X n
et e cote A'B = A'C X n; de sorvle que A B se trouve avec A C ab-
soltnent comme A'B avee A'C. Mais AB s'obtient par les deux
angles A et C, tracés aux extrémités de A G, tandis que A'B s¢
trouve par les deux angles A’ et €, través aux extrémités de A'C;
donc puisque langle A = A’ et que A B se trouve an moyen de AC
absolument comme A au moyen de A'C, il Faut gque I'angle C=C".
On verra de méme que langle B=1"; donc deux triangles qui ont
un angle égul compris entre cités proportionuels , sont équiangles et les
anyles opposés aux cotés formant un rapport, sont dganr.

Supposons maintenant 'angle A = A’ et I'angle B = B’ : les deux
angles A et B, qu'il faut tracer aux extrémités de A B, pour avoir
AC ou BC, il faut donc aussi les tracer aux extrémilés de A'B’, pour
avoir A'C’ou B'C’; donc A'C ou B'C’ setrouve avec A’ absolument
comme ACou BC se trouveavec AB.Sidonc AC=ABX n et
BC = AB X p,on aura aussi nécessairement A'C' = A'B" X n ¢t
B'C = A'B X p; donc cn divisant, il vient
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AC:A'C i AB: A'B" . BC: B'C;

¢t de plus, cn verlu du cas précédent , I'angle C= C'. Ainsi, non-
seulement deu: triangles sont équiangles dés qu’ils ont dewx angles égaux
chacun é chacun ; mais de plus, dans deux triangles équiangles les colés
opposés aux angles égaux sont proportionnels, Réciproquement, la
proportionnalité des cotés de deux triangles entraine Uégalité des angles’
opposés. Car alors AC se trousant avec AB absolument comme A'C
avec A’B’, il faut qu'on ait a la fois 'angle A = A" et l'angle B=B’;
d'ou l'angle C=C.

Ces quatre théorémes suffisent pour établir complétement lathéorie
des droites proportionnelles ; @on résullent toutes les relations nume-
rigues dans les (riangles. Mais I'analogic conduit immédiatement a la
propriété de la droite divisant en deux parties égales, soit l'angle du
sommet d'un triangle, soit I'angle extérieur supplémentaire. Ces deux
bisseclrices étant perpendicolaives entre clles, on en déduit les for-
mules {ogurithmiques les plus simples pour résoudre les triangles, et
toutes les formules de la trigonométric rectiligne, dapres le théo-
réme, auquel la méthode analogique, elle-méme , conduit immédia-
tement , savoir: lu projection orthogonale de touie droite donnée est fe
produit de celle-ci par fe cosinus numerique de Uangle compris.

Considérons au moins trois paralleles coupant deux droites qucl-
conques; soient «, b, ¢, d,..., les parties de la premiére droite qui
répendent aux paclies o', #, ¢, d,..., de la scconde : les angles in-
terncs-externes sur celle-ci étant éganx, il sensuit que « se trouve
avec a’ absolument comme b avee V', comme ¢ avee ¢’ ol comme
d avee d'; done '

a:a’ =b:b=c:c=d:d..(l)

Réciproquement , cette suite étant vérifiée, les sécantes sont paralléles
entre elles , en vertu de I'analogie. N
Supposons que la suite (1) subsislc lorsque, les deux dvoites pro-
posées m'élaul point paralléles, il y 2 au moins quatre sécantes non
paralleles entre elles, ni deux i deux, el ne se coupant pas en un
méme point : la premiere séeanle est donc divisée , par les aulres,
en parties &, ¢” et d”, lesquelles vépondent aux parties b, ¢ ¢t d de la
premiére droite proposée. Or, la suite (1) est indépendante de angle
des deux droites; clle doit done sappliquer encore lorsque la seconde
vient se placer sur la premicre sécante. Mais alors il y a une sécante
demoins et %, ¢, &', deviennent respectivement 8", ¢, ” ; donc puis-
que les deux systémes obtenus en supprimant successivement Ia pre-
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miére s¢cante ¢l la seconde droite, sont complétement analogues,on a

b:b=c:d=d:d".

Ce théoréme, du 3 M. Brasseun ( Applications drs projections cotées
. 0), cesserail d'exister, 4° si les sécantes étaient paraltéles entre
clles: 2° si les dewx droiles proposées élaient paralléles; car alors les
sécantes se couperaient en un méme point, toujours en vertu de l'ana-
logie.

VI. Soient A et A’ deux angles au centre d'un méme cercle, Bet B
les arcs compris par leurs cotés : mesurer B par 13, c'est mesurer en
méme temps A par A', et réciproquement. Si donc B= « B, on aura
ausst A=n A'jdoi A : A'=DB: B.

Il est évident que la circonférence ¢ se trouve avee son rayon rabso-
Iument comme la circonférence ¢ se trouve avec son rayon r'. Si
donc ¢'=17+" X »n, n étant le rapport des lunguenrs ¢ ¢t ', on aura
aussi pecessairement e=r X n;dontil vientc: ¢’'=r : ¥ =2r: 2r.

De méme, si les deux ares a et «, de rayons r el ¥, sont terminés
aux ¢otés d'ovn meéme angle au centre , leurs cordes étant ¢ el ¢, Jeurs
fleches fet [75 il est évident que chacune des longueurs a, ¢, [, se
trouve avee r absolument conmie chacune des lengueurs correspon-
dantes ', ¢, 7, se trouve avec r', el que parstile « : @' =c¢: ¢ =

W ff=r:,

Soient P et P’ denx pavallélogrammes ayvant un angle supplémen-
taire et par conséquent un angle ¢gal ; soient a et bles cotés inégaux
du premier parallélogramme, a’ et & les cotés du second : P et P
_élant ¢quiangles , soil R le paratiélogramme de méme angle que celui
commun i P et a P, ayant ses deux cotés égaux 'un a o« et Lauire a b,

Cela posé, puisque P et R ont un méine angle et le méme coté b, it
est clair que mesurer P par R, cest mesurer en ménie leinps a pard’,
et réciproquement; doue P: R=a: «'; d'ou P=R(« : a’). On
verra de méme que R=P (b : ¥); d'on en substituanl et divisant
par P, il vient

P:P=(a:c) (b: D)

Ainsi le rapport de deux paraliélogrammes, et par conséquent de deux
triangles , ayant wn-angle égal ou supplémentaire . est le produit des
vapports des cotés de cet angle qui se correspondent dans les dewx figures.

Ce theoreme fonrnit plusicurs corollaires et immédiatement P'ex-
pression de l'aive du rectangle P, donl a et b sont les deux dimensions.
Car soil s Vunité superficielle , carré fait sur Lawité lindaire «; on aura

P=s(u:n){b: u).



Les Proportions. 1t

VI11. Soit F une aire plane quelconque et F' sa projection sur un plan
non parallele au premier, Imaginons un troisi¢me plan perpendiculaire
i leur intersection ct coupant F et F' swivant les droites inserites d et d’,
dont l'angle est celui x de F avec ', Les perpendiculairves au second
plan, abaissées des extrémités de d, déterminent <, tandis que les
perpendiculaires i ce sceond plan, abaissées de tous les points du
contour de F, délerminent F'; il est donc évident que F' se trouve
an moven de F absolument comine ' se trouve an moyen de d, et
ainsi F': F=d" : d =cos r; d'ou " =F cos r.

Considérons les deux tétratdres SABC={ et S’A'B'C' = (', dont
Sct S sont les sommets, ABC et A’B'C les bases. Les deux te-
tragdres ¢ et ' sont déterminés complétement dis queles deux triédres
A et A’ sont donnds, aussi bien que les arétes qui les comprennent s
et il en est de méme des deux prismes triangulaires p el p°, construils
sur ces triedres el leurs ardles, Or, le prisme p sc {rouve ¢n menant,
par les points B et C, deux droites égales et paralleles & A S; de
méme, le prisme p’ s¢ trouve en menant, par les deux points B et C’,
deux droiles égales et paralléles & A’ 8. 1l est done évident que p° se
trouve au moyen de ¢ absolument comme p se construit avee £ Si
done p==1 n, on aura aussi p"=t" n ¢t par conséquent

t: 80 ip:p.

Par celte proportion, ainsi démontrée clairement., simplement et
rigoureusement , e rapport des volumes de deux tétraddres quel-
conques est ramene a celui de deux prismes triangulaires.

La comparaison des aires et des volumes esl conséquence du me-
surage ; mais il est parfois plus clair et plus direct d’opérer sur les
deux termes du rapport. Par exemple , soit S A BC == ¢ le tétra¢dre
dont S est le sommet et ABC la base; soit p le prisme triangulaire
construil sur le tricdre A et ses trois arétes; la seconde base de ce
prisine ¢lant SED, soil £’ le Létradédre ADSE : le tétragdre f étant
donné, il en résulte le prisme p en menant A D et CE ¢gales et paral-
leles it BS; de méme, ¢ élant donné, il en résulle le prisme p ¢n
menanl EC ¢t SB égales et paralléles a D A. 1l est doue évident que
le prisme p se trouve avee  absolument comme avee 3 done sip=
¢ m, on avra aussi néeessairement p=="m, el ainsi ¢ vaul ¢,

Pour la pyramide quadrangulaire SACDE, dont S est le sommet
ct le pavallélogramme ACDE la basc, on verra encore, par la mé-
thodc analogique, quc les deux tétraddres SADE=1¢ ¢elSACE=
t” sont équivalents. Or, p=1--t' - 1"; donc p=3telt=1p,

La méthode analogique étanl conséquence immediate de la pro-



12 J. N. Norr. — De U Analogie en Géométrie.

priété fondamentale du rapport et de la définition des grandeurs,
qu'il faut comparer entre elles, est complétement exacte; ctil y au-
rait cerfainement plusicurs avantages i substituer cette méthode,
dans diverses recherches géométriques, i 1a réduction ¢ Uabsurde,
rigourcuse sans doute, mais qui souvent laisse beaucoup & désirer
pour 1a clarté.

Vill. 1l esL en géométrie un grand nombre de proporlions, que la
méthode analogique fournit immédialement ; mais il en est aussi
plusicurs ou la méthode tnfinitésimale, alors la méthode des purties
égales , est plus simple encore, ou du moins plus claire que la précé-
denie. C'est que la méthede infinitésimale n'est au fond gue lanalogie,
rendue plus évidenle; car décomposant la grandeur proposée dans
ses parties les plus (énues, pour découvrir la lod qui les vnit, la mé-
thode infinitésimale peint, en quclique sorte, a la pensée, la généra-
tion de celle grandeur. Les ¢léments auxiliaires de cette génération
sont des parties infiniment pelites, propres a ¢établir la continuité , et
qui disparaissent nécessairement du vésultat final des raisonnements.
Yoila pourquoi la méthode infinitésimale , masquée souvent par de
longues ct inuliles réductions a Uabsurde, domine dans les traités de
geometrie; mais il serait plus simple et surtout plus clair 'y em-
ployer , bicn explicitement , 'analogie ou les infiniment petits, selon
la question i traiter et ou il faut passer du commensurable i I'incom-
mensurable,

Soient ¢ el b deux quantités continues de méme nature : elles ont
nécessairement un rapport, rationnel ou non; elles ont donc aussi
une mesure cominune x, assignable ou non, finie ou infiniment pe-
tile, d'un ordre quclcongue ; de sortc quonaa=maectb=nx,
m el n ¢lant deux nembres enticrs, counus ou inconnus, finis ou
infinis. Divisant a par b, il est elair qu'on aura successivement

m m
arb=mzx:nx== u;r-x;- :n:r=;=m:n.

Le rapport reste donc absolument le méme, soit qu'on supprime le
facteur continu commun d ses den lermes , soil quon les divise par une
quantité de méme nature qu'enx; ¢¢ qui ramenc le rapport de denx
quantités continues a celui de deux nombres abstraits.

Cela posé, si les deux quanlités ¢ et d, aussi de men::c nal.qre , sont
liées aux denx premicresa et b, de telle sorte quon ait aussi c=my
cid=ny,onauradec mémec :d=my:ny=m:an, Et comme
déjaa : b=m:n,ilenvésultca: b:: 6:d. .

Donc pour établir la proportion enire quaive grandenrs a,b, ¢, d, i
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faut sewlement démonirer que si a et b sont divisées en M et B parlics
dgales @ X, ¢ et d seront aussi divisfes en m et n parties égales 4 y;
chose facile sans doute , mais qui exige souvent des propositions pré-
liminaires.

Telle cst 12 méthode des parties égales , par laquelle la proportion cst
rigoureusement démontrée; néanmoins on distingue ordinairement
deux cas, savoir celui on les deux quantités a et b sont commensu-
rables entre clles et celui oul elles ne le sont pas. Mais on ne dit point
ce qu'on entend par quantités incemmensurables entre elles : n'ont-clles
point de mesure commune? alors elies n'auront pas non plus de rap -
port ; puisque , dés que a et b ont un rapport, elles ont aussi néces-
sairement une mesure communc, du moins infiniment petite, d'un
certain ordre inconnu ; cl si a et b n'ont point de rapport, il n'y a pas
4 s’en oceuper.

Si en disant que a et b sont incommensurables entre elles, on en-
tend quelies n'ont d'aulre mesure commune quune grandeur tnassi-
gnable, on rentre dans le premier cas; et la réduction & Fabsurde,
employée pour n'opdrer que sur des quantités finies, mises sous les
yeux, est absoluinent inutile. Elle a d'ailleurs l'inconvénient d'étre
longue et fort obscure, puisqu'on n'a pas défini clairement les guan-
tités incommensurables, et que si l'on avail celte définition, qui fait
realrer le second cas dans le premier, il n°y aurait plus rien i dé-
montrer.

En général , le rapport ¢ : b existe nécessairement ; mais il est ex-
primable ou incxprimable. De méme, les deux quantitésa et b ont
une mesure commune, assignable ou non, finic ou infiniment pe-
tite d'un ordre quelconque. Or, celle mesure commune inassignahle ,
foujours inconnue ct indéterminée, toujours moindre que la plus
petite partic imaginable de lunité employée , existe aussi bien que Je
rapport irrationnel , auquel elle est liée. .

IX. Mainlenant pour donner unc application remarquable de la
méthode des parties égales, cherchous le vapport de deux prismes
quelconques P et P', ayant feurs bases b et & sur un méme plan;
deux arétes latérales correspondantes a el «' ¢tant sur la méme
droile.

Soit R le prisme dont & cst la hase el a’ I'aréte latérale sur a; soit
x la mesure commune, assignable ou non, des deux bases b el b';
onauradoncb = maz etd=nz;doa b : b' = m : n. Soit y le
prisme dont x est la base ct dont les ardtes latérales sont égales et
paraileles i aréte a', commune aux dewx prismes R eL P’. Il est clair
que R ¢t P’ renferment e ¢l n prismes, tous égaux & y, comme
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ayant bases égales 3 x et arétes latérales égales el paralleles i o'
doncR=myetP=ny;doa R : P=m:n Ainsil'onaR:PpP
=b:betR=P(b:d).

De méme, les deux prismes P ct R, ayant la base & commune el
les aréles latérales a el a’ en ligne droite, on verra, comme dans le
cas précédent , que P = R (a : a'). Substituant donc la valeur
de R et divisant par P', il viendra, pour l'expression du rapport

cherche¢,
P:P=(a:a)b:5d).

Ce théoréme fournit plusicurs conséquences utiles & la compa-
raison des volumes. Supposons d'abord que P el P’ soient deux paral.
lelipipedes ou deux prismes Lriangulaires , ayanl ug tricdre commun :
les deux bases b et ¥ auront donge aussi un angle commun, compris
parles eotésceldde b et parles ctésc et d de &' dond : b =
{¢: c)(d : d&). Dans ce cas done on aura

P:P =(u:a)(c:c)(d:d).

Celte expression du rapport P : P’ des denx parallélipipédes ou
des deux prismes triangulaires P el P°, ne change ancunenient Torsque
Ies deux tricdres A et A, de P etde P, au lieu d'¢tre épaux, sont
symetrigies ou valent cnscmble un méme coin. Pour les deux cubes
ou les deux rhomboddres P et 1P, donl les trigdres A et A’ sonl
égaux, il vienl P : P"s={a : o'} *.

Enfin, si P est le parallélipipéde rectangle donl a est la hauteur,
b la base, ¢ ¢t d les deux dimensions dle celle=ci; ¢t si de plus, 1 est
le cube v fait sur Ponité lincaire v, chaque face de I'nnité de volume »
étant le careé s, unité superficielle, il est clair que la mesure de P
aura les deux expressions :

P=v(a:u){c:u){d:u)elP=1r(b:s)(a:n);
¢t si I'on sous-entend les unités s el v, comme on le fait ordinai-
rement , pour simplifier, il viendra P =acd el P = b a.

Principe & analogie.

L. Rien ne paralt plus facile a concevoir que le meswrage des quan-
tilés continues; mais cetle opération prisente souvenl de grandes
difficnités : pour I'effectuer avee une exaclitude suffisante, il faut
diviser la quanlilé proposée cn parties égales, de telle sorle qu'elle
soit un multiple on une fraction de Funité invariable de méme nalure.
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Or. lorsqu'on peut opérer directement sur la chose 4 mesurer, ce
multiple et cette fraction ne s'obtiennent jamais que par approxima-
tion, et la difficulté est de bien connattre la limite superieure de T'er-
reur commise, afin de savoir si elle pent se neégliger. Mais parmi les
grandeurs géomctriques, it n'est guére que les longueurs rectilignes
que Ton puisse ainsi mesurer; et encore Faut-il que ka droite soit
abordable dans toule son étendue limitée : si elle est inaccessible ou si
la grandeur it mesurer est un are cirenluire, une surfuce ou un volume,
le mesurage ne peut se faire quiindirectement, a Faide de grandeurs
auriliaires dont on sache calculer les valenrs numdériques , comme la
base et 1a hanteur dans l¢ paraflélogramme , le trisngle, le prisme ou
le eylindre, la pyramide ou le cone.

Ces grandeurs aunxitiaires devant fournir un nomhre égal acelui que
l'on c¢herche, mais plus facile a déterminer exactement, sont les
éléments génératenrs de ee nombre , ou plutot de la chose i mesurer
car ils fa déterminent complétement, puisqu'ils donnent exactement
le nomhre qui la représente. Cest ainst que Uuavrier et le temps sont
les ¢lémenls géneratenrs de Fowrrage ¢t en déterminent ky grandeur.
Car a ouvriers , faisant chacun la guantité ¢ de louvrage proposé , ¢n
une journde, produiscnt nécessairement, en b journées, un ouvrage r,
dont la grandenr est exprimée numériquement par>r=c X «X b,

L Deux quantités dont le mode de géudration est le méme, sont
nécessairement comprises dans la méme difinition générale , puisque
deéfinir une chose, cest la nommer et 1a déerire ; el ainsi, par exem-
ple , le parallélogromme ¢t le reclangle, le prisme et le cylindre , la
pyramide ¢t le cone, ont & la fois méme mode descriptif et méme
définition générale. Les deux quantités proposces ont done leaurs ¢lé-
ments génératcurs parfaitement analogues s lesquels doivemt recevoir
les mémes dénominations respectives, pour rendre Panalogie plus
évidente et rappeler qivils jouent les mémes roles dans les deux géné-
rations. De ki, par exempic. le nom de hase donné a des choses de
natures différentes , comme $a base du triangle et la base du prisme,
la base du parallélogramme et la base du cone, ete.

Puisque le mode descriplif est absolwinent le méme, pour les deux
grandeurs proposcées , les modes dé génération des deux nombres ,
qui les représentent complétement , doivent aussi étre les mémes, an
moyen des mesures des ¢lémenls générateurs analogues; ov, cela
exige (que la mesure de 'une des deux grandeurs se trouve, par ses
éléments générateurs, absolument comme la mesure de 'autre gran-
deur sc trouve par les sicns. En un mot, dewx grandeurs comprises
dans lu méme définition générale, se mesurent absolument de la mime
muniére , d'aprés une régle constante.
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IIL Tel est le principe d'analogie, dont l'emploi explicite rend la
théoric du mesurage ta plus simple el la plus claire possible. Ce prin-
cipe est tellement fondamental que , sans lui, il R’y aurait en matheé-
matique, ni définition, ni regle, ni formule générale: cest au fond
le principe des fonctions, puisque toutes les grandeurs comprises dans
la méme définition géndrale, sont fonctions semblables de leurs élé-
ments générateurs. C'est aussi le principe de généralisation en Algeébre,
ot il étend la formule & tous les problémes analogues , 3 toutes les
grandeurs ayant le méme mode de génération ; car les valeurs parti-
culieres des éléments générateurs ne sauraient changer aucoenement le
role qu'ils joucnt dans la génération et par conséquent dans la formule,
expression numérique du résultat de celte génération. De sorte que
la formule élant caleulée pour les valeurs entiéres el indéterminées des
lettres qui la composent, ¢lle doil s'appliquer pour toutes les valeurs
imaginables de ces lettres. réelles ou imaginaires, positives ou négatices,

C'est en effet, par extension ¢l par analogie quon établit Ic caleu!
des exposants , d’'une nature quelconque, aussi bien que toutes les
opérations de 1'Algebre et la théorie des symboles négatifs ou imagi-
naires, Cest par analogie ¢t & l'aide dc la notation des fonclions
qu'Euler étend la formule du binome & tous les cas réels de Pexpo-
sant ; tandis que le principe d'analogie démontre immédialement la
geénéralité compléte de cette formule. La méthode des coefficients indé-
terminds esl-¢lle antre chose que le principe d'analogic? La méthode
infinitésimale elle-méme n'est-clle pas l'expression la plus claire dela
geénération de certaines grandceurs ?

Tout le monde reconnalt le pouvoir de I'analogic et en fait usage ,
dans I'étude des sciences, pour la simplificr; toul le monde sait que
c'est la défintition et par conséquent la génération de chaque grandeur
qui doit en fourniv les propri¢tés ct la mesure; ct cependant on se
sert de longues et pénibles réductions a Fabsurde , fondéces encore sur
l'analogie , pour parvenir & certaincs valeurs numderigues, que le
principe d'analogic fournit immédiatement. Par ce principe, en effet,
la question du mesurage de chaque sorte de grandeur cst ramencée i
savoir mesurerla plus simplede toutes celies comprises dans lameéme
définition générale , el cela au moyen des mesures des ¢léments génd-
rateurs de celte plus simple grandeur, comme nous ¢n donnerons
bientét plusicurs exemples remarquables.

IV. C'est par la notation des fonctions et en sefondant sur homogénéité,
pour ne conserver que les éléments généraleurs dans Fexpression du
nombre cherché, que Legendre démontre les théorémes fondamentaux
de la géométrie. La méthode qu'il emploic & cet cftet, quoique fort
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exacle et fort remarquable, a été I'objet de plusienrs objections trés
graves , qui nauraienl pas lieu, nous semble-t-il , si Fon procédait
comme il suit :

Soient ABCet A'B'C” deux triangles quelconqires: il est d'abord évi-
dent que l'angle C se trouve en tracant les deux angles A et B, absolll-
ment comme l'angle C' s'oblient en tracant les deux angles A” et B3
cela quelles gue soient les longueurs des cotés AB et A'H'. Si done I;m-
gle A= A"cL I'angle B="P', il faudra nécessairement que le troisicme
angle C soit égal au troisizme C'.

Ensuile I'expression inconnue de I'angle €, au moyen des denx A ot
B, est indépendante de la longueur A B. puisque Ia construction subsiste
quelle que soit cotle longueur ; Uexpression de C ne change donc point
quand on suppose AB = A"B’, Mais alors les deux triangles A B C et
A’ I C’ peuvent se confondre en un seunl, aussi bien que les deux anglex
Cet C'; donc avanlL de supposer AB= A" ,-on avait C= T,

Y. De 1A résulle aisément A }- 8 4 C=2 angles droits, et par suite
la théorie des paralléles. Mais cette théorie elle-méme laisse beaucoup
désirer, sous le rapport de la clarié ct de la simpticité, comme toutes
celies fondées sur la définition de angle, ordinairement en usage. Oun
peut sans doute appeler angle la quantité plus ow moins grande, dont
deux droiles qui 3¢ coupent sont dearlées l'une de Taulre, quant i leur
posilion ; mais cetle quantité plus ou moins grande, quelle est-elle, si
ce n'est la pertion plane infinie’ comprise entre les deux draites , elles
mémes infinies? La définition en usage ne nous apprend donc pas clai-
rement ce que c'est que langle; et defa vient la difficulté de la théorie
des paralléles , basée sur cette définition.

Si l'un regarde angle el qu'il est en effet : une portion plane infinie.
non-seculement la théorie des paralléles sera simple . claire ct compléte;
mais elle devra servir a démontrer les théorémes fondamentanx , i laide
de l'analogie et <e la méthode infinitésimale , comme étant alors Uori
gine la plus claire de toutes les vérités géométriques. Cette théorie,
fondée sur la nature infinie de Langle, a pour base la proposilion que
voici ¢l sa réciproque :

Deur droites finissent toujours par sc rencontver lorsquelles font arec
wne méme troisiéme . deux angles A et B tels que Lerterne A soit plus
grand que Linterne B correspondant.

En effet ,dire que l'angle & est plus grand gue Fangle B, c'est dire
que la portion plane infinic A est plus gronde que la portion plane
infinie B ; Fangle A ne peat donc pas demeurer contenu dans I'angle B
eten doit sorlir, 161 ou tard. Or, I'angle A ne peut sortir de l'angle B,
ni par 1a lroisiéme dreite, limite commune, ni dans le sens de Yourer-

2
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ture , puisque dans ce sens les deux angles vont & Vinfini et I'un ne
saurait dépasser Iautre ; donc I'angle A ne sort de Pangle B que par les
seconds colés, de dircetions différentes, I(-squeis se coupent nécessai-
rement.

Cette démonstration ne doit rien laisser & désirer, si les définitions
de la droile, du plan ct de Fangle sont bien comprises.

VL. Voyons mainienant quelques applications du principe d'ana-
logie i la théorie du mesurage des grandeurs. Et d'abord soit 8 Faire
dusecteny circulaire, dont » est le rayvon, « l'arc et ¢ la corde. Soil T le
triangle isoctle , ayant ¢ pour hase , le centre pour sommet et & pour
hanteur : ke pied de 4 est done le milicu de ¢. Or, 'are « ¢lant tracé
¢t par snite sa corde e, on trouve le centre, sommel commun a S el
& T, en ¢levant sur ¢ el par son milien, la perpendiculaire passant
ausst par le milicn de «, puis en portant sur elle, 4° i partir de ¢, la
longueur & pour le triangle ; 2° i partir de a, la longucur » pour le
secteur. Il est done évident que S se trouve avee a el r absolument
comme T s'obticnt avee ¢ et b; done puisque T==4 ¢ A, les unités s
et n Ctant sous-eptendues, on a aussi nécessairement S=7;ar.

Celte expression, a laquelle on parvient aussi, avee facilite, en
ohservant que S est la somme d'une infinité de triangles isoceles infi-
niment petits , conduit immédiaternent i laire « »* du cercle donl »
est le rayon,

Laire E de 'vflipse esl délerminée complelement quand on connail
ses deux demi-axes a et b, de longueur ¢t de position; ot si h=u«a,
aire I devient celle du cercle. Ainsi Faire E de Fellipse s'exprime par
les mesures de ses demi-axes a et b, absolument comme Vaire E’ du
cerele, par les mesures de ses deux rayons a perpendiculzires. Or,
EF=wxaajdoncE=xalb.

Dailleurs Faire E ¢tant nulle, soil par a ==o, soil par b==06.0n
doit poser E =*£ a b, k élant un nombre abstrait indépendant de « ¢l
de h. Ce nombre ne change done pas quand on fait / == « ; mais alors
Faire ¥ est celle E' du cercle de rayon « et 'on a simultanément E' =
ka* et B = ma'; ot k= =. Donc puisque le nombre £ n'a pas
change, il était égali s etlonaE===a b.

YII. Les coordonnées étant rectangulaires, soit A laire limilée par
la courbe .

(* 4 ") =t By

1°Si h =0, d'oit x* -} y*= = a x, l'aire A csl la somme de denx
cercles, ayant chacun a pour diamétre; donc A = = «”,

2 Sia=n. les deux cercles ont chacin b pour diamélre; d'on A

.
' 1
-—._-'—,-fb .
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Sib=a, ot x'4-y*'=a’,il viecnt A ==a’,

4° Pour satisfaire & ces trois cas particuliers, il faut nécessairement
que l formule , expression de Faire A cherchée, soit

_ , A=tx (a3 B

On parvient A cetic formule remarquable, par la méthode infinité-
simale ct d'aprés I'équation polaire de la courbe proposée ; mais les
caleuls sont plus compliqués.

Obhservons toutefois que le principe d'analogie on des fonctions ne
suffirait pas pour faire découvrir 'expression de Iaire A limitée par
Aa lemniscate

(= P =a'2*— by’

Dans cc cas , il faut recourir & I'équation polaire; ct désignant
par « I'arc numérique, de rayon 4, tel qu'on ait ¢ =a®* - 5h* et ¢ sin &
=ua, d'00 ¢ cos » ==, on trouve, par unc sirie irigonometrigue ,

A=wla*—b)tab.

Celle expression remarquable devient A =a® ou bien A = a®*/ 3
— % &« suivant que b= a ou qui¢c * =3 a*,

VIIL. Tout prisme ou tout cylindre, droil ou oblique, est déler-
miné complétement et son volume P peul se construire, dés que sa
hase b quelconque ct sa hauteurk, menée d'un sommet, sont données
de grandeur et de posilion five. De plus, en vertu de la définition gé-
nérale . il est ¢vident que P se trouve avec A et h absolument comme
le parallélipipéde rectangle P s'obtient avec sa base b et sa hau-
teur &’ ; donc puisque P' =¥ I, on a aussi nécessairement P=>b1k;
ce qui signific que

P=v(b:s)(h: n.

De méme, si P est le volume dune pyramide ou d'un conc quel-
- conque , droit ou oblique , de base & el de hauteur ki ; tandis que I
serait 'une des six pyramides régulieres et égales qui composent le
cube de base & et de hauteur 2 &', d'ou P' = L1 bk’ ; on aura, envertu
de l'analogic,
P=ibhouP=ve X i{:s)h:u,

IX. Plus généralement, soit G une grandeur géométrique quelcon
que , aire ou volume ; soit k sa hauteur ¢t b sa base , ligne ou aire
plane limitéc. Supposons la grandeur G telle qu'en la coupant par des
lignes ou des plans paralléles i la base b, cette base et chaque section
résultante soicnt entre elles comme les puisssances m iemes de leors
distances au sommet , extrémité de h, et cherchons , d'aprés celte
proporticn, l'cxpression de la grandeur G.
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On peut Loujours supposer que les lignes ou les plans paralidles i la
base b divisent G cn tranches, loutes de méme épaiseur trés-petite; et
comme G est la somme de ces tranches, il est clair, i cause de Yana-
logie compléle, que si I'on sail calculer cette somme pour une valeur
pavticulicre de m , on saura la calculer pour une valeur quelconque.
De plus, la grandeur G est déterminée complétement dés que la base
b et la hanteur & étant données, de valeur et de position , on connalt
I'exposant m 5 de sorte que &, & et m sont les éléments généraleurs
de G. Or, pour le triangle , ottmn=1, ona

G=1bh=bh :2=bh: (| - 1)=bh: (1 -+ m).
Pour le parallélipipéde rectangle, ot mm =0, on sait que
G=bh=bh:(014+0) =bli:(lFm.

Et puisque les valeurs particuliéres de m nc sauraient changer au-
cunement le role que m joue dans la formule , expression de G, il
s’ensuit que, quel gue soil m , cnlier ou fractionnaire, on aura
toujours

G=0bk:(1 -} m)

1° Celle formule, qu'on démontre aussi, moins simplement, par la
méthode infinitésimale, fournit les théorémes connus sur le mesurage
des volumes de tous les cylindres et de Lous les cones, anssi bien que
sur Jes surfaces latérales des cylindres , droits et obliques , et des
cones droits.

9o Pour le segment G dans la paraboley=q 1™, 04 b=2y el h =
xsin ¢, en désignant par o Lapgle entre les axes des v et des y, ona

G=2xysind: {{4m).

De sorle que, dans Ja parabole ordinaire, représentée par y* —=92pr
el ou Texposant m vaut &, le segment G, dont 2 y est la corde don-
née, est les deux tiers dn parallélogramme eirconserit, et 'ona G =
$rysind.

3* Les coordonnées élant rectangnlaives et G désipnant le volume
du segment , depuis r=n jusqu’a x=1h , dans le paraboluide clliptiyue
My Nz*=Rx, onlrouve m = | et

Ge=1 xR : 1/ (MN);

c'est le demicylindre, de hautleur & et de base clliptique. Si donc i=4
ety -3 zi=16x ilvienl G = 128 = §.
4 Pour l¢ paraboloide de yéivolution aulouy de T'axe des y, dans 32,
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=2pz,onay=h,b=xh' 1 4p’, m=A4etG=21Dh h;cestic
cinquieme du cylindre de méme base ¢t-de meéme hauteur.

¥= Si G désigne le volume du segment limité par le plan des yz, le
plan z =15 et la surface M y* — Nz=*=Rux, on trouve, par des trans-
formations fort simples.,

MRO=2A*NY (2MX), m=5ctG=1bh;

cest le quart du prisme de hauteur h et de base équivalente i b. Si
donc k=6, dans le paraboloide hyperbolique y’ — z° = 8 x, il vient
G=1{8p72.

6° Pour le conoide droit, I est 1a base perpendiculaire au plan di-
recteur ¢l X est la hauteur, distance de b a la droite D, perpendicu-
faire i ce plan; de sorte que le pied de D est le semmet de G, Or, si b
est un triangle, on démontre ais¢ment que mt =1 ; donc e¢n vertu de
la génération de G, qui reste la méme , quelle que soit la base &,
aire plane, rectiligne , mixte ou curviligne , on aura toujours m = 1
et G=1bh; cestla moiti¢ du prisme ou du cylindre, ayant méme
base b et méme hautcur 4 que le concide proposé.

X. Considérons encore quelques corps de revolution. Soit d'abord S
I'airc d’'un secteur circulaire, » son rayon, ¢ son arc ct ¢ sa corde, hase
du triangle isocele T, de hauteur b et dont le sommet est le cenlre de
5.S0it d la distance de ce centre 2 'axe A extérieur a S ct dans le méme
plan . ct soit & la projection de a et de ¢ sur cet axe.

Cela posé , on démontre aisément que S et T faisant une révolution
autour de A, la surface décrite par ¢ et le volume engendré par T ont
pour mesures respectives

stif.c=e X 2xd = h K 2xb,
vol. T=T X 2xd 1§ X b

le signe -} ayant licu lorsque ¢ est situé hors de I'axe A et de sa pa-
ralltle menée par le sommetde T, et le signe — quamdd ¢ tombe enire
ces deux paralltles. (Voyez la 2¢ édit. du traité¢ de géométrie.)

Or, les modes de génération étant les mémes, il est évident gue
surf.a ct vol. S s'obticnnent aveca, d, h, ret aveeS, o k&, r, absolu-
ment comme surf. ¢ el vol, T s¢ trouvent avece, d, A, belavecT,
d, h, b; ainsi 'on a nécessairement

sif.e=aX2xdEh¥2xr
vol.S. =S¥ 2xdk } h W »r

le signe 4 avant licu lorsque larc a est concave vers Laxe A b
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le signe — quand il esl convere: s'il ¢tait en partic concare el en
partie convexe, il faudrail considérer ees deux parlies séparément.
Cestainsi que pour le fore et la gorge, I'are ¢ == r est concave puis
convexe vers Aj; et comme alers le diameétre 2 r, qui donne les deun
ares = roestparalltle A A, d'on =2 r el S =% « 3, il en résulte les
mesures des deux surfaees ¢l des deux volumes engendrés, e la,
puisque la surfarce ennulaire rond. ¢st la somme des deux surfaces |
clle a pour expression 4 =* d r, tandis que e volume de lanneare rond
est mesuré par 2 = d 15,
On pourrait considérer la surface el Vanneau engendrés par le con-
tour et laire du segment circulairve, ainsi que la surface et In capacité
de certain rvese, engendré par la vévolution, autour d'un axe exté-
rieur, soit du talon |, soil de 12 doneine. Et sid = o, dans les formules
ci-dessus | il en résultera les expressions connues des zones et des
secteurs sphériques, de la surface et du volume de la sphére , ete.
De plus, st I est une aire plane quelconeue , mais symétrigue par
apporl a un centre, el que , F pouvant dailleurs tourner autour de
ce poinl, sur son plan , ce centre soit assujetli & glisser sur une ligne
quelconque, brisée ou courbe ; mais de longuenr L comnue ; de telle
sorte que le plan de F soitconstamment perpendiculaire a chague coteé
dela ligne L, si elle est brisée, et i la tangente ¢n chaque point |, si
elle est courbe: en désignant par 'V le volumeet par 8 la surface,
engendrés respectivement par F et son périmetire P les générations
seront parfaitemenl analogucs & celles du exlindre cireulaire droit et
de sa surface latérale ; on anra done loujours les mesures (ue voici:
S=LPet¥Y =1V¥FL;

lesquelles s’appliquent & un grand nombre danncaux, i cerlaines
f'ﬁlﬂﬂﬂl’.‘% lorses | cle.

Par exemiple, si L oest la circonférence 2 o el qu'en méme temps
F soit un hexagone régulier, de rayon r, F Faisant deux révolutions
autour de son centre dans son double mouvement uniforme , il en
resultera un annean remargquable , pour lequel an wwra S = (2 xdr
el V=3 adr*p 3;ddevant étre plus grand que 2 ».

La Sinvlitnde.

I. Nous avons déja reconnu les conditions de sémilitude, dans les
ligures rectilignes planes ; voyons quelles sont ces conditions, dans les
polyédres. Pour que le polyédre I soit la copie exacle du polyedre
P’ el puisse cnt teniv lieu pour I'élude de leurs propriétés communes
et pour les opérations qu'on aurait a extéeuler sur P, il faul que cha-
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que coin de P s0il égul au coin homologuede P’ el disposé dans le in¢me
ordre; il Faut que ehague Face de P soil semblabls &t la face homologue
de P’ el semblablement disposée. Si ces conditions sonl remplies, il
est ¢lair que chayue parlie de P reprisente, en grandeur et en posi-
tion, la partie correspondante de P’ ; done P représente complétement
I, et tout z¢ gquon dira de P pourrra se dire exactement de P, ou
réciproquement. Les deux polyedres P et P* peuvent donc étre pris
Fun pour lautre: ils sont semblubles en tout ¢t ont absolument la méme
forme . puisqu'ils seraient fgaurx, si une face de P ¢était égale a la face
homologue de P'.

En un mol, les deux polycdres P ¢t P’ ne different que par leurs
grandeurs individuelles : ils sonl représentés par les mémes nombres
dunités de volume v et ¢, savoir v relative 3 la copie P et " relative
au modele P car P et P’ avant évidemment le méme mode de géncé-
ration, il ¢st clair que si P’ == 2 ¢, on aura aussi P =un v. Donc pour
mesurer le polyédre P, il suffira de mesurer sa copic P ; chese plus
Facite.

II. I résulte des conditions de similitude , que nous venons de re-
connaltre, qu'il faut appeler polyédres semblebles denx polyedres
limités par un méine nombre de faces , semblables chacune i chacune.
semblablement disposées el également inclinées deux a deux, en
passant d'un polyé¢dre a I'autre. Plus bri¢vement, nous dirons que deux
polyedres sont semblables (divectement) ,.dés qu'ils ont les coins ho-
mologues égaux et compris par des faces homologues semblables.
les parties homologues étanl semblablement disposées,

Mais si les parlies homologues , coins ct faces, sent disposées dans
l'ordre inverse,.en passant d'un polyédre & U'aulre, nous dirons que
les deux polyédres sont inversement semblables: Fun est la eopic
tneerse de Pautre ¢l les deux polyédres ne différent quien ce que, les.
volumes élant inégaux, lesangles solides homologues sonl symétrigaes
tandis qu'ils sont égarx dans les polycédres direciement semblables. Mais
P étant la copicinverse de P, on n'en aura pas moins P=nr, si P'=
# ¢’; de sorte que P et I sont cucore représentés par le méme
nombre n des unilés relatives v ¢t v’, cubes faits surles unilés linéaires
w et w', dans P el dans P, Si donc «" = §00 «, par exemple, on aura
v’ = 1000000 ¢ et P : P = 1000000.

Enfin , si les faces scmblables sont aussi égales , les deux polyédres
P et P, directement ou inversement semblables , seront igarr ou ay-
méiriques cntre eux, ¢t fquivalents, dans ce dernier cas.

Ul. Ce que l'on remarque d'abord, dans tout polyédre matéricl, ce
sont les fuces ¢l lcs cotns, qui cn déterminent essentiellement la forme
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ct la grandeur ; la comparaison de deux polyédres porte done, en
premier licu, sur ces diverses parties, correspondantes deux i deux
il est par suite forl nalurel de définir {'dgalité el la symétrie , la simi-
litude dir. cte et la simititide inverse de deux polyédres , par leurs coins
el lenrs faces, ou si Pan veut . par les faces et les angles solides.

Nous préférons les définitions ci-dessus ad'autres, non parce qu'elles
sont ¢n usage depuis longlemps, ce qui est déji un avanlage; mais
parce qu'elles résument claivement les conditions en vertu desquelles
Fégralité el 1a syméirie, la similitude directe et la similitude inverse ,
cxistent dans les polyedres, ct parce que ces definitions nous
pariissent exprimer micus que d’antres les notions définics et qui nous
viennent naturellement par le senl aspect des corps matériels (sus-
ceptibles d'ailleurs de recesoir unc infinité de formes différentes.)

IV. Maintenant, un polyedre P é¢tant donné, veici comment on peut
construire ou du moins concevoir sa copie. Sott O un point situé hors
du polyédre PP ; soient OA.OB, OC,....les droitesqui joignent ce point
it Lous les sommets de P53 concevons sur ees droiles el i partir de O,
les longueurs O =0A X r, OB = OB X r, OC == Q0 X r,..;
les points A . B, C'..... ainsi déterminés, sont les sommets du po-
lyeddve P, directement semblable & P. {( Le point O pourrait étre un
sommet de P).

Appelons en effet, ABFI 'une des faces du polyédre P; par cons-
truction, dans la pyramide OABFI, les arrétes du sommet O sont di-
visées proportionnellement en A" B, F', I'; donc A” B'F I est un
polygone plan, semblable et paralléle an polygone ABFI; et il enest
de méme de toutes les Faces homolagues des deux polyédres P el P,
Dailleurs i cause que denx faces adjacentes de P sont respectlivement
paralléles anx faces homologues de P. et dirigées & la fois dans le
mdémesens, les deux coins compris sont égaux et disposés dans le méme
ordre. Ainst les deux polycdres I' et P sont non-sculement semblables
de forme ; mais anssi de position . i raison du parallélisme des faces
homologues. it comme r est un rapport quelcongque , exprimable
ou non, il existe une infinit¢ de polyedres 1, de toule grandeur,
semblable directemenl au polyédre P : sir =1, on aura P’ =P.

Obscrvons maintenanl quon aurail la copic inverse de P, si & partir
du point O, on portait sur les prolongements de AO, BO, CO,..., les
longueurs OA” = OA X r, OB = OB ¢ r, 0C" = 0C X r, etc.
Les points A”, B”, C”..., sonl alors, par lesraisonnements ci-dessus,
les sommets du polyeédre P, dnversonent semblable it P ¢l conséquem-
ment symétrique de P si le rapport r est le méme dans les deux cons-
tructions; d'ott il suil qu'sn polyédre P ne prel evoir qu'un seul swme-
trigne P”.°
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Celle dénomination vient surtout de ce que P et P sont deux par-
lies symétrigues d'un méme quateicme polyedre. dont O est le centre
de symétrie, comme divisant en deux parties épales toute tlrt_)lle ,
telle que A’ A”. lerminéede part et dautre i la suvface de ce quatrieme
polyeédre,

On voit, par les constructions précédentes, que les tétraédres ho-
mologues, dans P, P, P, sonl directement semblables pour P et P,
inversement semblables pour P el P”, et enfin symétriques pour P'et P7.

Le point O, qui serl & constraire deux des trois polyédres au moyen
de Fautre, est dit pole de similitude dirvecte de I et de P’, pale de simili-
tude inverse de P et de P”, ¢l centre de symétrie de P’ et de P7.

Reéciproquement, dewx polyédres semblables ou inversement semblables
P et @ peuvent tnjonrs se disposer de waniére d avoir un pole O. Car si
en construisant, avec fa polyédre P et le pole donné O, le polyedre
P, on prend le vapport v égal & celui de deux droites homologues de
P et de Q; il est clair que Loutes les parties homologues dans P et Q,
seront égales enlve cles et disposées dans le méme ordre, en passant
de Q i P'; done ees deux polyédres sont égaux , ¢l P’ w'est que Ja po-
ly@atre Q, s dans la position demandée.

V. Soient P et P deux polyedres, directement ou inversenent
semblables , ayant un pole O; soient G et C' les cubes fails sur deux
droites homologues ¢ €L & de ccs polyédres : puisque O est aussi le
pole des cubes C et €, il esl évident que C' se construit au woycen de
C absolument comme P’ s¢ trouse au moyen de. P. Si done P'=Pun,
on aura aussi O = Cn; d'ou

P:P=C:C=(a:a).

Les deux corps P et P’ pourraient étre limités par des surfaces
mixtes ou courbes; mais alors, pourles faire rentrer dans les définitions
tles polyddres sciablables, directement ou inversement, il faudrail,
ce qui esl permis , considérer ces deux corps comme denx polyidres
lerminés par wn méme nombre infini de fuces homologues , infiniment pe-
tites el par suite plan-s, semblables chacune d chacune, comprenant des
coins homologues éguux | seneblublement on inversement disposés. On au-
rait toujours P =P (a: ' )*; ce qui donne le moyen de calculer la
valeur numcrigue de P, lorsque la mesure de P' et le rapport a: o
sont donnés.

On voit 'importance du théeréme proposé, pour mesurer le ecorps
P.dont une ou plusieurs parties scraienl oun inaccessibles ou invisibles:
il faudvait copier P el mesurer la copie P,

Les deux ecorps inversement semblables P el P’ deviennent symé-
triques ¢l €quivalents entre cux . bien que (oujours inégauy, dis que
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a==a"; car alors P : P'__ 1. lls deviendraient absolument égaux
pour a == «’, s'ils étaient directement semblables. Et quant aux sur-
faces S et S’ des deux corps semblables, directement ou inversement.
on démontre, comme plus haut, que

S i8S ={(a:a).

VI. La coexistence de toutes les conditions de similitude , directe
ou inverse , dans les polyddres, ne saurait étre douleuse , dapres
la construction de ces polyédres ; mais plusicurs de ces conditions
sont conséquences des autres et par suile superflues. Ee nombre de
condilions, nécessuires ¢t suffisantes , a la similitude directe ou a la si-
militude inverse de deux polyadres, & leur égalité ou a leur symdétrie .
esl fourni par le théoréme (que voici:

Dans deux polyidres de n faces chacun, la proportionnalité des fuces ho-
mologues, ayant un méme nombre de cités, entraine Uégalité des coins
«aui se correspondent,

Seoient F et ¥’ deux faces homologues, d'ur méme nombre de cotés;
soient S et 8’ les sommes des faces adjacentes & F ¢t 3 F'z par hypo-
théscon a

S:=F :F;douS=FretS=Fr,
r élant un rapport exprimable on non. Or, d’apras la propriété essen-
tielle de ce rapport , on voit que S s'obtient avec F absolument comine
§" selrouve avec F'; il fautl done, pour cela, que les coins adjacents &
F soienl respectivement éganx aux coins adjacents a I, Ainsi les deux
polycdres ont les coins homologues égaux; ce qu'il fallait démontrer.

La proposition  réciproque exisie; et par excmple, dans denx
tétracdres | si les trois coins adjacents i la base de 'un sont respecti-
vement dgatx aux trois coins adjacents a la base de l'autre, il en ré-
sulte Ia proportionnalité des faces homolognes el par suite Pégalité
desautres coins , qui se correspondent dans les denx (Elracdres.

I suit du précédent théoréme , que les dewx polyédres, de chacun n
fuces, sont divectentent on inversement semblables, ils sont égawx ou
symétriques entre enx. suivant que les faces kemoloyues sunt semblables on
égales et semblablement ou inversement disposées. Chaque fois, en cflet,
les faces homologues sont proportionnelles et par suite les coins ho-
mologues sont ¢ganx (¢ théore¢me est remarquable).

Regardant donc comme condition unique I'égalité ou la similitude
de deux faces homologues, il est clair que » — 1 sera le nombre de
conditions nécessaires et sufisantes al'égalité et a la symétrie des deux
polyedres , & leur similitude dirvecte et & leur similitude inverse. Mais
¢e nombre de condilions s¢ réduit toujours a 3 pour Ies pyramides et
les prismes , parce que les # — 4 conditions restanles résnltent de
définition de cliaeun de ces deux genres de corps géomeélriques.
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VIl. La notion de similitude conduit trés-simplement & fexpression
du velume d'un tétraédre quelconque T. de base b et de havteur 4, d'a-
prés Ja mesoape de fout prisme. En effet, pour lingénicuse décomposi-
tion da tétracdrie, employée par Euclide et Legendre . soit T’ le té-
fraédre relrnllché‘nr le plan joignant les milicux des trois arétes du
sommet de T, cl soient P, P* les deux prismes triangulaires construits
sur les arédles de deux triedres égavx, dans T el Tz on démontre aisé-
faent que

P=8PeaT=2pPJ-2T;don 4T=P-1-8T.

Or, les deux prismes P et P’ sont semblables , aussi bien que les deux
tétraédres T et T’ done puisque P =8 I, on voiL que P n'est que I”,
devenu 8 fois plus grand ; done les parties de I ne sonl gqne les parties
semblables de 1Y, devenues aussi chacune 8{vis plusgrande; done T=8 T’
{cela vient d"ailleurs de ce que la hauteor A de T est double de 1a hau-
teur 4’ homologue de T el quainsi le rapport T : T"== (A : #)* = 8). On
adoncenfin § T =P -~TetT=1P.

M. Suzanne, dauns son traité de géométrie, regarde comme chose
évidente, que siP = » T, on doit avoir aussi P' = r T’; mais cela ré-
sulte immédiatement de la méthode analogique.

Il est encore plusicurs antres démonstrations du théoréme P =3 T;
mais la plus simple et la plus directe est fournie par le principe d'anu.
logie, comme on I'avu plus haut {p. 11). Celte démnnstration me paralt
devoir étre preférée A toute autre, comme remplissant & fa fois les con-
ditions de clarté et de rigoureuse exactitnde.

VHL. La méthode analegique recoit diversesformes pour exprimer les
grandeurs géométriques et les mesurer les unes par les autres; eu voici
encore plusicurs applications.

D'abord le plan divisant le coin latéral de tout tétracdre cn denx par-
lies ¢gales , divise la base en deux triangles &’ ¢t ¢’ proportionnels anx
faces adjacentes a et ¢, comprenant le coin proposé ; car il est évident
que a’ est déterminé par a absolument comme ¢’ par ¢.

De meéme, si dans le tétraédre SABC, la droite SO rencontrant ¢n O
Ia base ABC. fait des angles éganx . 1° avec les trois arétes du sommet,
2° avee les trois faces latérales, il est chair, en vertu de l'analogie . qu'un
awra, 1°AQ0: AS=BO:BS=CO0:CS,2°ABO:ABS=ACO:
ACS=BCO: BCS.

Soient O et O’ deux onglets d'wne méme sphére, C et C' les coins de
ces onglets, F el F’ les fuscaux qui leur servent de bases, A et A’ les an-
gles sphériques de ces fuscanx, B et B'les anglesdeCetdeC.aet a’
les arcs de grands cercles, intercepiés par les edtés des angles B et B
ces ares joignant les milicus des ¢h1és de F et de F: le mesurage de «
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par &’ est évidemment e plus facite . an moyen du compas. Or, mesurer
a par a’, c'est mesurer en méme temps B par B, € par €, A par A’, Fpar
F et O par O°, On a donc simultanément

a=nad . B=nB. C=nC. A=nA , F=nFaO=n0.

D2 12 résultent les propoertions connues; et de ws . r désignant le
rayon de la sphére, il est clairque si @' =1ar. dod F=xrletQ
=lxr’onawraF=aX 2retO=F 3 1r.

Prenons le centre de Ja sphére dont r est le rayon pour le sommet
commun anx deux angles solides opposés S eLS': ces deux angles sont
symétriques el leurs faces interceptent les pyramides sphériques symé.
trigues B et I, ayant pour bases les polygones sphériques symétriques
Q ¢t Q°, Plagons au meéme centre les deux triédres droits . oppnsés et
éganx & D, déterminant les deux tétraédres sphériques frireclangles
égaux & T, ayant pour bases les deax triangles irirectangles égaux 2
T, Or, mesurer S par D, c'est mesurer en méme temps P par T, Q par
T .5 par D, P parT et Q" par T' s donc S vaut 8. P vaut ' et Q vaut Q°,
De plus, ona S=D{(0:T)ea P=T(Q:T);don P=Q X r.

Pour la théorie des polygones el des pyramides sphériques , directe-
ment on inrersement semblables, il faudrait cousidérer deux sphires,
de rayons différents r el v, ayant pour centre commun le sommet des
angles solides opposés S et 8,

Ces diverses applications montrent hien le réle important que 'ana-
logic joue en géométrie . pour y déterminer les formules ¢t les relations
numérignes. Aussitontes les méthodes de calcul sont-clles plus ou muins
analogiques; et nous avons déji vu gue souvent, pour rendre Panalogie
plus évidente , il faut recourir & la méthode infinitisimale , basce elle-
méme sur le principe des séros relatifs, que nous allons considérer.

Les zéros relatifs.

I. Il existe plusieurs quantités que Fon doit regarder comme abso-
lument nulles vis-i-vis d'autres grandeurs . parce quon ne sauvrail en
tenir compte , pour augmenter ou diminuer ces dernitres. Par
exemple , dans une somme 2 payer, on doit regarder un millicme de
franc comme absolument nul : c'est un zéro relfetif i la somme pro-
posée, parce gue n'ayant pas de monnaie plus petite que le eentime
on est foreé de négliger ce millieme, comme s'il ne devjil pas augmen-
ter la somme a payer. Pareillement, une pincée du sable amassé pour
batir, un grain d'un sac de blé, un brin d'un tas de foin , ete. , sont
autant de zéros relatifs. Car bien que ces diverses quantitésne soient pas
nulles. ni méme éinfiniment petites, on nc saurait cependant en tenir
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compte pour I'évaluation numérique des grandeurs dont clles font
parties, puisque pour cela il faudrait dire quelle fraction la pincée de
sable, par exemple , est du tas auquel elle apppartient ; chose impos-
sible , aussi bien que pour le grain de blé, le brin de foin, cte. On
doit donc négliger ces diverses choses et les regarder comme absolu-
ment nulles vis-a-vis des grandeurs qui les contiennent ; et c'esl ce
qu'on Fait toujours dans toutes les approximations numeériques, four-
nies par le mesurage et Pévaluation des quantités.

II. La théorie du mesurage a souvent besoin de ta méthode infini-
tésimale, qui n'est au fond que la méthode des coefficients indcter-
minés ; or, toutes les applications de la méthode infinitésimale repo-
sent sur le principe des zéros relatifs, que voici :

Toute quantité doit se négliger et étre reqardée comme absolument nuile
d Végard de celle qui la contient une infinité de fois : c'est un zére relatif
& cette derniere, bien que ce zéro ail une valeur el ne soit pas le zéro
absole ou le rien ., marquant Fabsence de toute grandeur,

En effet, loul nombre infiniment grand élant désigné par oo™, qui
g'énonce l'infini, on concoit que si a étant unc quantilé fivfe , ona
a==r X @ , x scrauncquantité infiniment petitecl qu'on auratoujours
e == x==a. Car x élant de « une fraclion toujours inconnue ¢t inex-
primable , échappant aux sens et & Uimagination, par sa petitesse, il
est impossible d'en lenir compte, pour angmenter ou diminuer a 5 on
doit donc écrire ¢« = x =a , absolument comme si la quantité = élait
rigoureusement nulle.

Mais pour démontrer complétement le principe proposé , soit m
Faire du carré fait sur la longueur finie, interceptée par les deux per-
pendicttlaires Aaunc méme droite illimitée; soit B Faire du biungle com-
pris entre la droite et ses denx perpendiculaires : celles-ci étant pa-
ralitles, l'aire B esl infinie dans le sens de l'ouverture ¢t l'on a
nécessairement B —=m o=, Soienl A el C les deux angles droils cor-
respondants que la droile fait avec ses deux perpendiculaires : ces
deux angles pouvant se confondre cn un scul, sont parfailement
égaux, bien que A surpasse actuellement C du biangle 13 ; celui-ci est
donc comme nul vis-rvis de A et de C; donc B est un zéro relatif, Or,
on a évidemment A =Bo=mo*etC=B (o — 1) =m (oo*
. — oo); donc puisque A = C, il vient successivement.

=o' — ®, =0 —1,1=1—( sur &), ete.

Ces diverses égalilés étant exactes, il faut que oo soit nul vis-i-vis
de 0%, { vis-i-vis de oo, 1 sur oo vis-h-vis de 1, cic.

Par ce principe, puisque l'aire de tout triangle est nulle vis-a-vis de
chacan de ses angles , surfaces planes infinies , on voit que lungle er-
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térieur d'un triangle vant toujours la somme desjdenx angles intbrienrs
apposis, De sorte que les trois angles valent ensemble deux droits,

. Ce n'est que par le pwincipe des zéros relatifs que 1z méthode
infinit¢simale devient complitement analogique, pour passer du connu
alinconnu, c'est-i-dire pour représenter les lignes courbes par des
lignes brisées , les aives enrviligues par des aires rectilignes, les surfaces
canrbes par des surfaces polyidrales et les corps ronds par des polyédres
{compris sous une infinité de faces planes rectilignes infiniment pe-
tites).

De plus, pour oblenir Iexpression de la grandemr géométrigque
cherchée , on décompose celte grandeur en parties infiniment petites
¢t analogues , termes d'une série dont la lod soit connue, puis on cal-
cule la somme de celte série. Or, la série proposée est souvent la
somme des puissances m iémes des » premiers nombres enliers, n
¢tant infini et m un exposant quelconque; il faut done chercher
I'expression de cette soinme, désignée par fn™; et I'on y parvient ai-
sémeit comme il suit : il est évident que

Infn-pd)—-it(p—Na=inw44—nt1)=mn,

tn4+02a4+hH—3i(—Dn2r —1) =a’,
cLainsi pour daulres identités analogues. Le premier terme de chaque
différence exprimant a somme des » premiers termes &'une série,
il est clair que le second terme , provenant de la substitution de » —1
i n dans le premier, sera Ia somme des 2 — { premiers termes de
celte séric ; done le reste 2 ou n' en serz Ie n itme terme. Par con-
séquent # ¢tant un nombre entier, aussi grand qu'on voudra. on
aura toujours . _

Sa=tnn4 ), [0 =2n{n+1)(2n-41), cte.

Lunité finie est nulle vis-a-vis de » infini; donc alors f'n ==} »*,
St =2%ut fn*=1nt cle

En géndéral, m élant en exposant queleondque, entier ou fraction-
naire, méme négatif, pourva qu'alors il soit différent de— 1, on
aura toujours, en vertu du principe danalogic et » ¢élant entier

infini,
(1 <= m) S 0™ == ™,

1V. Outre cette formule importante, le principe des zéros velatifs
en fournit plusieurs autres 3 la méthode infinitésimale, pour Péva-
luation numérique des grandeurs finies. On démontre aisément en
effet, que :

1° Toute conrbe plane n'est au fond qui'une ligne hrisée. composée e
infinkté de c6tés infiniment petits. appelésidtéments de la courbe. Ce
principe est néeessaive i Tétude des courbes . & Teur similitude . &
lewr rectification , etc.



Les zéros relatifs. ]|

9 {'ne surfuce courbe est la somme d'une infinité de portions planes.
rectilignes et infiniment petites, nommdées éléments de la surface; d'oi
'on déduil la similitude des surfaces courbes et des corps ronds.

3¢ Le segment de toule courbe plane est la somme d’une infinité de pa-
rallélogrammes rectilignes , de bases paralléles i la corde du segment e
tous de méme hanleur infintinent petite. Ce principe el Fexpression de

S n™ conduisent 2 la quadrature des paraboles y*' =2 px, y=ax™;
deshyperboles xy =H*, xy'=d’ 2y* =a', 2’ y—xr -y =0, clc,;
dela foliimay®*==x (a — x)* et de a’ y=1x"(a =k V ax).

4° Le secteur de toute courbe plane est la somme d’une infinitd de
triungles isocéles rectilignes, ayant Langle du sominet égal et mesuré pay
un arc circulaire infiniment petit, de rayon 1. Ce principe et I'expres-
sion de_f n™ ou certaines sérics trigonométriques, fournissent la qua-
drature des spirales, des lemniscates et de certaines courbes planes,
dont on a les équalions polaires.

Y= Enfin, tout corps géométrique fini est la somme d'nne infinité de
tranches,  hases paralléles et toutes de méme épuissenr infiniment petite,
ces tranches pouvant conséquemmen! étre reqardées comme des prismes
ou des eylindres, Par exemple, dans la grandeur géomélrique G, con-
sidérée plus haut (p. 19), sif désignela v ieme des » tranches, i partir
du sommet , d'oith = 2z, on aura , » ¢tant infini,

Imt=hzmemeth"G=hzzmfnm;
d'odt il vient, comme plus haut , {1 + m) G =hh,

V. La décomposition en franches infliniment minces est e procédé le
plus général pour mesurer les aires ot les volumes, 3 Taide du caleul.
On cherche Pexpression de Ia v iéme de ces lranches et I'on somme
la séric dont celle expression est le v iéme terme. En voici plusicurs
exemples remarquables.

1 Vorigine des coordonnées rectangulaires élant le sommet de la
courbe y* =2 p r -+ gz*, soit 2 S laire du segment qui répond & z =
/et d y==1£k; ce segment aura 2 & pour corde. Considérons un axe ex-
térieur paralléle A celui des x, d > & désignant la distance entre les
deux axes et cherchons le volume engendrd par la révolution du demi-
segment S autour de I'axe extérieur, 11 est clair, par Vexpression de la
v iéme tranche, 2 bases circulaires paraliéles et d'épaisscur infiniment
petite. qu'on aura

vol.5 =8 2xdtw i’ (p-|-L gk

De sorteque sid =o,p=rectg==— L, il viendra, pour le volume
du segment de la sphére, derayon r, vol.S== x 4* (r — 1 h). Le vo-
lume de la sphére est done § x #*; tandis qua le secteur sphérique S,
somme du segment propesé et du cdne § w &* (r — /i), n pour expres-
sion S == 2@ v h YW Lr, enobiervantque &' = 2 r k-~ &7,
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27 Soit Z la s6ne, base de 8 : celte zdne est la somme d'un nombre
infini de triangles sphériques infiniment petits et se confondant chacun
avec la portion de contact du plan tangent; donc §' est Ja somme du
néme nombre infini de tétraédres, tous de méme hauteur r; done §
=LK irelZ=h X 2xr.

3" Concevons nn cylindre droit tel, que sa base et toute section pa-
rallele soit fe segment 2 S: Si par I'axe A de ce segment nous menons
deux plans quelconques, ces plans détacheront du cylindre un onglet 0",
ayant & pour hautenr et pour base le triangle T, intercepté sur la face
plane du cylindre droit proposé. On trouve aisément. par la ¢ iéme
{ranche , 2 hases paralléles et semblables & T. la relation

BHRO=TH{(p3 Lqk).

Il en résulte le moyen de mesurer le volume de toute cotite , composée
de plusicurs onglels 0. De plus . si $ est lequart du cercle x r 2, d'oiy
h=k=r =petg=— T,o0naura O' =1 r T, espression remar-
quable surtout parce qu'elle ne dépend point du nombre x, contraire-
ment it ce qu'on pouvait supposer dabord,

4° Snit € la portion courbe de la surface du dernier onglet 0, quand
S == x r*;on démontre aisément alors que O'=C X 1r; d'oii C ==
2 T, expression tout aussi remarquable que celle de O,

5° Soit T la capacité du lonrnean qui résulte dun volume engendrd
par la demi-ellipse autour de son grand axe 2 a, moins les deux volumes
dégaux A celui qu'engendre le demi-segment S autour do méne are. On
adoncd —=o0,ap=>b%eta?qg=— b2 De plus, sil'ellipse est trés-
allongée et qu'on ait, par exemple ,a=06b, A=3bct b =3 déci-
mélres, on tronvera T' =11 x b * = 033 litres , environ.

6° Soit & la hautenr du segment S, dans lellipsoide et Ies denx
hyperboloides , rapportés i leurs axes principaux 2a, 2 b et 2 c: daprés
Iexpression de la ¢ iéme tranche , que P'on peut regarder comme un cy-
lindre droit, & bases ellipliques, sa hauteur w étant infiniment petite et
donnée par A = nu, on trouve, pour l'ellipsdide, 'hyperboluide & deux
nappes et I'byperboloide & une nappe, les relations

a*S=a=bch*faxth)etc?S=mxabkfc® - ;A*)

7° Si A= *a dans 'cllipseide A==a dans Fhypcrboloide a devx nappes
et A=c pour 'hyperholoide X une nappe, on trouve chaque fuis § =
! abc: Clest le volume de I'ellipsoide dont abe, sont les demi-axes prin-
cipaux, Cette valeur met bien en évidence 1a grande analogie qui existe
entre les surfaces du second ordre: elle selire de celie du volume
de lasphére en observant que si & désigne le rapport du volume E de
Iellipsoide au volume abe, on aura E = kabc. Le rapport & est ni-
cessairement  indépendant dea. de betde ¢; cec nombre ne change
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donc peint quand a =b = c; mais alors # = { x et E = % = abc; ce
qu'il fallait trouver,

V1. On voil avee quelle facilité la méthode infinitésimale conduit anx
expressions des aives et des volumes, en cerlains cas. On peut méme
céviter I'emploi explicite des grandeors infinitésimales et de la réduction
a l'absurde, sans que les calenls en svient beaucoup plus compliqués.

-Par exemple . soit P le volume de la pyramide, de hauteur A et de
base b quelconque, mixte ou eurviligne. convexe ou concave. Concevons
que Ja hauteur A soit divisée en » parties égales & x, par des plans
paralléles iula base &, d'ot A =nr: ces plans divisent P en n tranches
toutes de méme épaisseur 7, Soit T la £ iéme de ces tranches, & partir
du sommet extrémité de A; soient p ct q ses deux bases, aux distances
rret (p— 1)z do méme sommet. On saitque b:p (2 A%:riag7;
d'oli posant 5=¢ A* . il vienl p = ¢ r*2'. De méme, g = ¢ (v -- 1)r".
La ¢ iéme tranche T est moindre que le prisme pr, comme y étant
coatenue ; elle est plus grande que le prisme gr, comme le renfermant;
par conséquentona T = pz — < (p — ¢) z ou

T=ed" — < 2cs'.

Drailleurs il est clair que e* = ! [0* — (0 — 1] + < 2. Subs-
tituant cette valeur dans T, il est clair que Iz différence de deux quan-
tités, moindre chacune que 2er’e, est moindre clle-méme que 2er’n, et
A plus forle raison que 2er’n on 2che®, puisque ¢ ne surpassera jamais
#; on aura done¢

T=21e* [ — (0 — 1)?] &= < 2chs,

Prenant suceessivement o = 1,2, 3, 4,..., n, puis ajoulant eatre
elles les n expressions résultantes, la somme sera la valeur de P; rédui-
santdonc, daprés A = nr ¢l b = ch?, on lrouvera

P =23bh 4 < 2br.

La différence P — [ bA cst constante , aussi bien que P, b et 4 ; néan-
moins elle est toujours moindre que le prisme 2 br, essenticllement
variable avec # ¢U qui peut lui-méme devenir moindre que le plus petit
volume assigné , en prenant la partie z snflisamment petite, 1 faut done,
pour satisfaire i ces deux conditions , que Ja différence P—. } bk soit
nulle et quon ait I’ = } bk,

On trouverait, par des raisonnemenis absolument semblables . le vo-
lume de tout segment sphérique. On devrait donc préférer ce procédé |
méme A celui de M. Querrel, pour {'équivalence des tétracdres , si mieux
on n'aimait scservir da principe d'analogie, tout aussi chuir et aussi
exact , mais beaucoup plus simple, comme n'exigeant aucun calcul. En
général, cest par la mdithede analogique, comprenant la mét bode
infinitésimale. que l'on trouve le plus simplement et le plus clairement

3
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possible les relations entre les grandenrs qui sont comparables les unes
aux aulres.

Rectification de la circonférence.

I. La méthode infinitésimale élant complétement analogique , con-
duit spuvent, avee facilite, aux expressions des aires et des volumes
finis 5 mais elle est bemeoup plas compliquée pour les longueurs enr-
rilignes , considérées comne lignes hrisées 5 lellement qu'il est pen de
courhes dont on sache opérerla recteficatinn suftismmmnent approchée,

Rectifier une courbe Ctracée et limilée, cest en mesurer la longueur
¢t l'exprimer en unités rectilignes . en metres , par exemple, comme
si la courbe élait redressée et élendue en ligne droite.

Mais comment opérer celte rectificalion? Le moyen mécanique | qui
s'offre d'abord , est de tendre sur G un fil flexible, puis de placer ce
fil sur une droite, avee le méme degre de feasion, et de prendre [a
longueur du fil, dans sa nouvelle position, pour celle rectifiée de la
cornrhe C, Mais il fant que cetle courbe, limite d'un corps matériel ,
s0il conrvexe @ si elle étail eoncare el travée sur le plan du papicr, il
faudeait vemplacer le fil par une lomme trés-mince | o hovds rectilignes
et parfailement Aastique. On aura ainst la longuenr C en ligne droitce;
mais Fapproximation , bien quielle puisse ¢tre suflisante, sera tou-
jours fort incertaine, par limpossibilité de réaliser toutes les con-
ditions d'exactiticde gu'exige Fopération. Dailicwrs cctte opération
mécanique, dune approximation dont le degré reste inconnu, devrait
se répéter sur chaque eourbe tracée ; tandis que si la courbe peut se
rectifier, par la méthode infinitésimale, il en résultera one formuls
applicable a toutes les courbes de méme genre | et qui fera connattre
chaque fois [a limite supérieare de erreur commise sur la longueur
mesurée. On voit Uimportance des formates de rectification, tonjours
preférables aux procédés mécaniques indiques ci-dessus el & tout
autre analogue. ' .

IL. Si lon connaissait exactement Ie rapport = de la circonférence
C i son diametre 2 r, J'o0 C = 2 « r, la rectification de ¢ serait hien
facile, puisquelle se réduairait & mesurer, le plus exactement possible,
le ravon r. EL comme lc nombre = se présenie dans une foule d'éva-
luations numériques, on avait ainsi de s¢ricux motifs pour le déter-
miner exaclement. Or, par 'un des procédés méeaniques , exéeuté le
plus exactement possible, on trouve, avec un hon compas, » =3
environ; mais ce n'est-li qu'une approximation forl médiocere, etljus-
qu'd présent on w'a pu caleuler le nombre = que d'une maniere trés-
approchée.
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On congoil hien que la circonférence C, ligne courle , et son dia-
meétre, ligne droite, ne peuvent avoir d'autre mesure commune qu'une
quantité infiniment petite , et qu'ainsi le nombre « est inexprimable,
Mais le rapport de la diagonale du carré & son cité, savoir /' 2, est
aussi inexprimable; et cependant on a des procédés rigourenux pour
construire tous les radicaux dv second degré ; on pouvait done penser
que peut-ctre il serait possible aussi de construire rigoureusement le
nombre . C'est de la que proviennent les nombhreux essais inutiles
faits pour earrer le cercle , 0u ce qui revient au méme, pour reclifier
la circonférence.

De pareils essais ne sont. plus tentés maintenant que par ceux dont
les connaissances en géomelrie ne vonl pas jusqu'aux mcéthodes ¢lé-
mentaires pour résoudre les deux problémes que voici -

Etamt donné numériquement le rayon , caleuler la longuear de la cir-
conférence en unités rectilignes?

Connaigsant numériguement la longuenr rectiligne de la circonfirence,
calevler son rayon ?

Dans ces deux problémes , 'analogie entre le cercle ¢t les polypo-
nes réguliers conduit a caleuler, soil le périmétre d’un polygone reé-
gulier, ¢'un trés grand nombre de cotés, ayant le rayon ou l'apothéme
¢gal au rayon du cercle proposé, soit le rayon ct Fapothéme du poly-
gone régulier dont le périmetre ait méme longueur que la circonfi-
rence donnée. Dans les deux cas , il faut passer par une suite de poly-
gones réguliers. de deux en deux fois plus de sommets, jusqut ce
que le rayon et I'apothéme du dernier polygone soicunt ¢gaux dans les
décimales conscevées, Car ce dernier polygone régulier serait un
cercle, si son apothéme et son rayon étaient rigourcusement égaux;
ce qui narrivera jamais, puisque son coté devrail se véduire a un in-
finiment petit de Uordre infiniéme. Mais on ¥oil néanmoins que le
cercle west an fond qu’un polygone rigulier d'une infinité de sommets,
dont le rayon et Uapothéme cvincident; cest le polygone régulicer du
plus grand nombre de ebtés, en vertu de Vanalogic.

1. Le second probleme ci-dessus est celui dont Ia solution offre
les calcuis les plus simples pour délerminer la valeur approciée de ,
ct donnc licu & desconsidérations utiles, que nous allons développer,
bicn que plusienrs de ces développements se trouvent déji dans la
2 édition de notre traité de géomélrie.

Soitd'ahord A B C un triangle rectangle ¢n A, dans lequel A B est
le demi-cote d'un polygene régulier de » sommets, C A=a I'apothéme
¢t C B = rle rayon de ¢e polygone. Soient I et E les milieux res-
peclifsde CBet C A, doit DE = 1 AB; du point Dmenons DB =
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4 r perpendiculaire d B A, et du point B', B'A’ perpendiculaire a ¢ A
prolongé: il est clair que A" =DE=1 AB et que I'angle B'CA"—
BCB. vu que BBB =2BCB’ == BCA, don B'CA’ =} BCA. Done
CA'=a’" ¢t CB'=/r’ sont 'apotheme ¢t le rayon du polygone régulier
de 2 n sommets, isoperimétre avec le proposé. Soit 1 le milicu de la
base CB' du triangle isocéle CDB': les deux triangles ¢quiangles
CBA el CDI donnent o' : 3 =1+ : 1 r; ainsi a cause de CA' =

CE--DF’, on a les deux relations trés-simples et fort remarquables :
=y (rad)cta =3 {a-+r)..()

I est évident que a” > a ¢l »° <r; si done on passe par une suite
de polygones réguliers isopérimétres , de denx ¢n deux fois plus de
somets | les apothémes iront en augmentant et les ravons en dimi-
nuant ; il est donc possible de parvenir ivun polygone régulier doni
le rayon et I'apothéme soient égaux dans les sept premicres décimales,
par exemple,

IV. Pour caleuler ce rayon et cet apothéme, partons de Uexagone
regulicr dont le périmetre Gie soit donné numériquement avee e
¢o1é e, que nous prendrons d'abord pour wnité lincaire: nous aurons
doncr=c=l1lctae=1cp 3=0, 8660254, Avec ces valeurs jes
formules (1) feront connaitre e rayon et 'apothéme du polygone ré-
gulicr de 12 edtés, dont Ge est le périmétre; puis Papothéme ct te
rayon du polygone régulier de 24 cotés, de 48, 96...., ayant tous le
méme perimetre 6 e, Calentant chaque fois sepl décimales exacles , on
formera lc tablean ( p. 4114 dcla géométrie, on r=c ).

Lapothéme et le rayon du polygone, régutier de {2288 cotés élant
épaux chaenn i @, 9549296 ¢, chacun peut étre pris pour le rayon du
cercle dont la circonférence est égale en longucur au périmétre con-
stant Ge; par conséquent on a x = 6¢c : 2 fois 0,9349206¢ ou bicn »
=23 0. 9549996 H d'on

x=23,1415926 ¢t 1 ;: » = 0,5185094.

La seconde de ces valeurs est exacle dans les sept premicres déci-
males . aussi bien que celle de = ; mais il pourrait se faire que le der-
nier chiffre 6 de = ne fat pas exact, vu que la valeur du rayon n'est
quapprochée. Or, la différence des circonférences, dont ret r - o
sont les ravons, est 2 - d 3 donc puisque d est meindre ¢ue la demi-
décimale du 7° ordre, Uerrveur sur la valeur de = n'est pas de 3 de ces
décimales. On sait dailleurs, en en caleulant vingl , que les sept déei-
males de = sont exactes.,

V. Vovons maintenant les moyens d'abréger les caleuls que nous ve-
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nons d'indiquer. Premicrement, st Uon nc veut pas employer les loga-
rithmes pour caleuler les rayons le plus simplement et fe plus stirement
possible, & l'aide des tables, ayant au moins 10 décimales, on peut tou-
Joursachever les extractions de racines carrées par de simples divisions,
aprés avoir abrégé la meltiplication des deux nombres ayant chacun
sept décimales exacies, comme il est preserit ca arithmnétique.

Secondement . il n'y aura que six extractions de racines carréeseffec-
tuer ; car pour la seplicme ¢ = |/{ ra’),onar=09349723 ¢t a'=
09349088 ; dvd r - . a < Paon (Y r +Va' ) (r—y @) < Va'
Et comme 3/ a' < }/r, donne 2 Voo < Vr+y &, il vient, A plus
forte raison, 2( |/r— |/ a’) < 1. Cela donne

L(rwe ) — (@) <

Cette différence étant done moindre que le 8¢ de l'unité décimale du
7 ordre, on pourra désormais substitucr la demi-somme A la racine
carrdée.

Trowsi¢mement, cette abréviation est déja trés-grande ; mais il existe
une fermule ponr calculer immédiatement le dernier rayon et le dernier
apothéme. En cflet, la demi-somme remplacaut la racine carrée, oua

2a'=a 4+ret 2r=a'+ r;
dotta'+ 2r =@+ 2reld(r-—a) =r—a.
Ces deux équations, pour le v jéme ct le (2 + 1)iéme polygone, sont
représentées par celles-ci:
e g “+~ 2r
o+ 1 2 L {2)
A el — %% +1}=-r v %p.
La premicre de ces équations ¢ ntniéros peut se représcnter par
Tl =Tp 3
31 donc on y fait suceessivement 8 = 6, 7, 8, 9,..., n —1, la summe des
¢quations résullantes donnera , réductlions faites,
T = gou a,+2r =ag-2re.

a -~ 2

v+ 1

Comme on finira wujonrs par trouver le polygone régulier doat le
rayon el Fapothéme son: égavx, dans les decimales conservécs, on
aura

a,=r = 3 (6g+2rg) = 0,9849296,

Plus généralement , lo formule ¢emanddée est

tnh =1rn =1 (av} 21y}

Cette formule abrége singulicremeant les calcuis quand on veut avoir
un grand nombre de décimales exacles ; chose nécessaire dans les nom-
breux usages du nombre =, pour oblenir des approximations syflisantes
et hien connues,
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Quatriémement , on peul aussi trouver le nombre & de tous les poly-
gones réguliers isopérimétres . pour que le rayon et I'apothéme du der-
nier ne différent pas de la demi-décimale du n iéme ordre.

A cel effet, observons que la seconde équalion (2) peut se représcnter
par celle-ci :

dd,p.=d..
Premant e =1, 2, 3, 4...., v— 1 et multipliant membre 2 membre
les © — | équations résultantes, on trouvera
4 d,=d,ou &~ (r, —a,)=r, —a,.
Or, on veut que la plus graude valeur de r, — a, soit £ (10-°); et de
plus, on a évidemment 1, — a, < 0.2 ct > 0,1. [l vient donc simulta-
nement
470,45 10 et 44— 7T 0,2 3¢ 100,
Prenant les logarithmes ordinaires de part et d'autre, on a
(e —1212 212 n—1ect >i2F n—1.
Comme {2 = 0,3010300, on peul sarréterd {12 = 0,3 ; donc
r {24+t {m— Neto > 54 S (n—1).

Par ces deux formmnles, si 'on vent avoir sept décimales exactes, d'oit
n=17, onauwrac < 12¢t v > 11,5. Mais comme v doit toujours &tre
enticer, il faudra prendre £ = 12 ; donccomme on le voit par le tableau,
on devra considérer 12 polygones réguliers, pour que le rayon el Fapo-
théme du dernicr soient éganx dans les sepl premiéres décimales.

Pour s==4,il vient r=7; pour n = 3 on 8, on a ¢ = 1¢; pour
n=15, 100 ou 50, il vient e == 23, 167 ou 251.

¥1. Le rayon de la circonférence G élant exprimé par pe, quel que
soit le nombre de décimales de p, vateur de I'apothéme et du rayon du
dernier polygone régulier isopérimeétre, il est clir que le rapport = = Ge:
2 pe ne dépend point de e, puisqu'il se réduit dx =3 : p; donc quelle
que soit la conférence Be, son rapport A son diamétre 2p ¢ est un nombre
constant =, que nous venons de caleuler avee sept décimales exactes.
Ainsi comme on I'a déjd démontré par la méthode analogique, les cir-
conferences des corcles sont entre elles comme fenrs diamdires; cc sont deux
lignes semblables, représentées par leurs rayons, pour les opérations
graphiques; tandis que les aires des deux cercles sont représentées p‘nr
les carrés faits sur leurs rayons ou sur leurs diamétres.

Il résulte d'ailleurs, des calculs indiqués plus baut, que le nombre >
sxige unc infinité de racines carrées successives, inexprimables cha-
cune, pour en déterminer tous les chiffres décimaux, en nombre infini.
De sorte que Ia longueur rectiligne de la circonférence csl composée
Wune infinité de radicaux érréductibics du second degré, et nc peut se
conslruire que par approximation. Donc la guadrature du cercle est im-
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possible; c'est d-dire qu'il n'existe aucun procédé rigourcux qui donne
te co1é du carré équivalent au cercle.

Enfin, puisque le cercie coincide avec le polygone régulier d'une infi-
nitd «le sommets, inscrit ou circonscrits, on voit que fout arc circulaire in-
finiment pelit se confond numériguement arce sa corde ol acec sa tangente,
{imitén awr prolongements dex rayons joignant los extrémités de cet arc.

VIL. Soit » la valcur numérique da rayon de lave circulaire a, &
rectifier, ¢t soit vle nombre de degrés contenus dansea; on aura évidem-
ment W: v=13xr:a;don

= 1'(!? b 180}.

La rectification de I'arc est donc plus compliquée que celle de la
circonférence; non-seulement il faut mesurer le rayon, mais aussi
trouver le nombre v de degrés de cet are ou de son angle au centre | si
Fare est tracé sur le terrain.

Or, si I'arc a est scul donné el Iracé sur le papicy. il faudra, avec
un bon compas, en délerminer le centre , le vayon ret la circonfé-
rence dont « fait partie. Divisant cetle circonférence € cn six parlies
¢gales, chose facile; puis & partir da premier point de division, por-
tant, avec le compas, Fave « sur G, ¢n Taisant un tour, deux tours
trois tours, ete., jusqu'a ce que la poimte du compas tombe exacte-
ment sur I'une des six divisions de C (ce qui arrivera toujours si a el €
ont une mesure commune finee), ¢t du moins jusqu'a ce que la pointe
soil assez voisine de I'une des six divisions , pour qu'on puisse les re-
garder comme se confondant ¢n un seul point : examinant alors quel
cst le rang de ce point sur €, lequel sera, par exemple, le troisieme
¢t donnera le Lliers de C 5 complant le nombre de fois que « a da dtre
pori¢ sur Cetle nombre de révolutions quil a fallu opérer, pour ar-
river i ce premier tiers de G, on caleulera aisément la valeur v du
nombre de degrés de are proposé «. Car il a fallu 3 lours et que
@ ait €t porté 2I fois, on aura 21 a = 3 C -+ & C == 1200°; d’ont
v de4i0cet 65 a = 20 x r,

On vérifierait la valenr trouvée pour v en cherchant la plus grande
wesure commune i Ceta a : dans ce cos, comme les resles vont en di-
minuant, il arvive souvent que le dernier ne peut plus se saisir avec
le compas; on le compare alors au reste précédent, pour estimer
drue s'il en cst la meitié, le tiers, ele. Mais ce procédé est moins
simple que celui quon vient d'indiquer , et pourrait élre moins exact,
bicn que , par la fruction continwe résultante, on puisse calculer la
limite supérienre de lerreur commise.

On voit comment la rectification de tout are tracé, sur le papier ,
pent s'opérer avee le compas, b Vaide de Fechelle de dixmes et du ver-

nier, pour mesurer le rayon r.
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SiTarc circulaire était tracé sur le terrain, c'est-i-dire sur un plan
de grandes dimensions, le centre etle rayon élant ineonnus, il faudrait
¢n mesurer la corde ¢, la fieche [ el caleuler le rayon » par

fiicaie:2r—f

On mesurerait ensuite le nombre v de degrés contenus dans V'angle
du sommet du (riangle isocele de base c ¢t de hauteur £, ou plutot on
caleulerait ce nombre »°, au moyen des fables trigonométriques; d'on
Yon aurail » =560 — 2 v, Par exemple, si ¢ = 100 métres, f =
i“ et v = 12, on aura 3 a = {25 x ¢t a = 39270 cnviron.
Par ces valeurs, on calcule Yaire enfermée par l'are « et sa vorde c.

Les cing quantités a, v, ¢, f cL r sont telles, que si deux d'entre
clles,eetr, aetr, velr,vete,cetfieetr,fet v, fetr, sont
donndées numcériquement , on pourra caleuler les trois autres , en ob-
servant que ¢ désigne la longueur rectiligne de 'arce proposé. 11 fau-
drait d'autres principes, pour vésoudre le probléme. si 'on ne con-
naissait que a et ¢ ou « ct £, Enfin, sir - v =60, l¢ marimum dea
répond & r — r = 30 ¢t vaul i=.

Yili. Rien de plus facile que de calculer, d'une maniére aussi appro-
~hée quion voudra, le cdlé ¢ du carré équivalent, soit an cercle, soit au
secteur circulaire . dont on connailt numériguement le rayon r. Et si f'on
shserve que 7 < 4 et = > 3, on démontrera aisément les propositions
quec vouer @

4" Le périmétre du carré éguivalent au cercle est pius grand que la
r-:'rmn/i'-rz-m'c. Réciproqucmcm 2 fe carré est plus petit yue {e cerclo iso-
Jerimétre,

2 Le contour du carré est moindre que celui du deni-cercle équrcalent,
Héciproquement, le carré est plus grand que le demi-cercle isopérimétre.

32 Si un cercle vaul la somme vn la dilférence de deux aulres, sa
sireonférence sera moindre ou plus grande que la somme on la différence
‘a3 deux aulres circonférences.

$¢ Le carré est plus grand que tout secteur circulaire isopérimétre,
v iciproguement, le carré équicalent au sectear circulaire a toujours un
i - “fméfre moindre.

v La somme des mesures de Tarc en degrés et du rayon en wélres
<t donnde, le sectenr circulaire est un magimum quand ces deur me-
sires sont dgales. Réciproquement , la somume est un minimuwmn quand
'wteve du secteur est constanie.

G Parmi les sceteurs civculaires isopérimétres ou équiralents enire o,
le plus grand on celui de moindre contour a son arc tnumériguement égal
ait diamétre, Chaque fois son aire ¢st mesurée par le carré du rayon, ct
soir angle au centre vaol 360° : ».
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7° Le cerele est plus grand que foul secieur isopériméire, et récipro-
quement. ) .

8° Le trapise circulaire, différence de deux secleurs circulatres sem-
blables, est un marimum lorsque la différenco des deux rayons vaut la
somme des deux arcs. La réciproque est vraie. :

[X. Soit 8 I'aire du segment circulaire , dont a est I'arc, ¢ la corde,
f1a fléche, rle rayon et d la distance de la corde au centre, d'ol r =
d —+ f. La décomposition de S en tranches, toutes de méme hauteur r
mfiniment peule, donne, pour les expressions du volume et de la sur-
face engendrés respectivement par S el a, tournant antonr de la corde c,

vol. S =L xe — S W Sxdet surf. g = ¢ Bar-—a ¥ de.-

Nous avons supposé r =/ = d; mais sil'on avait r = f — d, il est
clair qu'il faudrait changer d en — d. dans les expressions (-h: vol. §
et dre surf, @, en vertu de I'analogie compléle ; car ces expressions sul{-
sistent, quelles que soient les valeurs particuliéres des éléments génd-
vateurs ; de sorte qu'on peul avoir £< r, aussi bien que f > r; clest-
i-dire r=f— d , aussi bien que r= f+d,

Soit F==§ -+ R, R désignant le reclangle de hauteur b et de base
¢ale et paralléle ala corde ¢ de a. A la distanee 5 du centre, d'oit
d=b-+setr==f+ b+ s.8iF it une révolution autounr delabase
¢gale et paraliéle 32 ¢, on trouvera

vo. F—=ec (' + ¢ a — F X 2as,

Cette expression est celle de la capacité d'an tonneau ; or, on peul
mesurer, sur ce tonneau, le rayon b de ses deux bases , la corde ¢ et la
fleche £ de I'arc a. On en déduira donc » et z, puis l'angle A au centre,
en degrés, I longueur rectiligne de l'arc a et T'aire $ du segment ; d'via
il viendra Faire F et tout ce qu'il faut pour calcuter vol. F . ainsi que
la surface courbe intérieure du tonneau, laquelle est exprimée par
¢ X 2xr — a %X 2,

Les distances négatives.

L Cest pac les proportions que la géométric construit les figures
semblables ct qu'elle mesure les différentes sortes d'étendues limitées .
Savoir: les longuenrs rectilignes , les aires ¢t les volumes , dont le mesu-
rage direct serail impossible. La géométrie est done i la fois grapligue
¢t numérique: elle suppose souventla connaissance des caleuls arith-
méthiques el alyibrigues, lesquels sont nécessaires pour constraire la
valeur cherchée, de la maniére la plus simple, el en géncral pour
tlél_c-rmincr les grandeurs inconnues.

Ces grandeurs sont toujours exprimées par des nombres abslraits ,
que 'on peut regavder comme les rapports d¢ certaines droites données
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a la méme wnité lincaive w3 chagque droite ¢lant représentée par une
lettre, censée divisée par v , pour plus de simplicité , ct les inconnucs
clles-mémes ¢tant désignées chacune par une leltre, également
divisée par I'unité de méme nature, sows-entenduc. Forl souvent la
formule s¢ traduit par des proportions , tour-i-lour entre quanlités
continties et enire nombres abstraits, suivant qu'en supprime ¢t qu'on
introduit Punité diviscur de chaque lettre; ce uine détruit point les
proportions,

Lesproportions entre nombres abstraits , représentés par des lettres
ou des chiffres, ne sont que des équations , i réisvudre, daprés les
principes de l'algébre. La résolution des équations conduit & des
formules |, quil faut discuter ct interpréter géométriguement, quand
il sagzit de la construction des figures. Ces formules présentent
aussi des valeurs singuliires, des symboles, i interpréter.

IL. Les lettres représentant des nombres abstraits queleonques , la
formule qui les renferme est, par cela seul, absolument géncrale,
cest-a-dire applicable pour toutes les valeurs numériques de ces
tettres. Car {a formule exprime la mesure de toutes les grandeurs
comprises dans la méme definition géndrale et dont [e mode de gé-
nération est identique; la valeur particuliére d'une lettre ne saurait
donc changer avcunement le role que cette leltre joue dans Ia
formule , expression numérique du résultat de la génération,

Or. les valeurs particulieres des lettres sont parfois Lelles , qu'en
déterminant la formule demandée, nous opérons, & notre insu, sur
un ou plusicurs des symnbul s — 3, |/ — 4.2, L., stumisalors aur
mémes rigles de caleal gue les nombres absolus el réels. Le calenl des
symholes est done absolument inévitable cn algébre, par suite de
la généralité des formules ¢t pour leur conserver celte généralité si
importante.

Non-sculement on opére souvent sur des symholes en algéhre; mais
cela arrive Lontes les fois qu'en raisonnant sur des grandeurs, on fait
abstraction de leurs valeurs numériques individuelles : en particulier ,
c’est ce qui arrive , dans la géométrie, lorsque la figure se complique
ot que les rapports qui en lient les parties se multiplient 3 parce qu'il
mwest plus possible alors de discerner au simple coup-d'wil, I'ordre
de grandeur et de situation de ces parties. C'esl encore ce qui a lieu
quand certaines partics proposées sont Iobjet d’une recherche faite
sur la figure et qu'on les suppose inconnues i la fois de gramdeur et
de situation. Enfin c'est surtoul ce qui arrive quand on Ffait ab-
straction de la figure et qu'on se dispense de la décrire; de Ia cetie
généralite de conceptions ct celte grande extension de la géomélric,
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on Von considere les objets dans l'espace; et de 13 aussi la géométrie
analytigue ¢ linterprélation des symboles.

111, Comme il 'y a point de quantité plus petite que le rien, le
zéro absolu , oL que plus une quantilé a d'unités plus clle est grande ;
il semble dabord que les inégalitis — 4 <0 el — 9 < —2 soient
absurdes. Mais clles sont vraies , par extension d'idée el en appelant
encore quantité le reste de la soustraction, lorsque celle-ci est impos-
sible ¢t donne un terme sowstractif. Or, — 4 w'est pas une quantié;
¢'est simplement une soustraction indiquée , dont le plus grand nom-
bre o st sons-eatendu , comme w’étant pas Fobjet du caleul actuel. Mais
si l'on fail reparaitre ee nombre , que 'on peut loujours supposcr
propre i rendre possible chaque soustraction, il est clair qu'au licn
de — 4 <0 et — 9 < —2, on aurales deux fuégalités évidentes o —
§ L wele — 9 < w— 2. Ainsi désormais toute quantité négative
isolée ne sera, pour nous, qu’une soustraction indigude . dont le plus
grand numbre » sera sous-entendu, conme ne devant pus éire sounis an
cafcul.

IV. La généralité compléle qu'il faut accorder aux régles et aux
formules numériques, cn vertu du principe d'analogie ¢t pour simpli-
fier'étude de I'Algébre, ne conduit pas seulement au caleul des quan-
tités négatives isolées; mais de plus , clle fournit immeédiatement les
régles de ce caleul. Z suffit de faire reparaitre e plus grand nowmbre o,
sous-entendu duns chague sonstraction indiqude,

Observons toutefois que , pour la clarté , chaque régle doit se tirer
de la définition de Popération donl elle Fournit le résultat ; mais alors,
rour que lanalogic compléle soil mainitente , il fratl que Ja définition
ai! la plus grande extension possible et soil absolument générale.
Ainsi pour le caleal algébrique , il faut poser les détinitions que voici:

) '!" L'addition est unc opération par laguele on réunit plusicurs quan-
tités, de méme nature, affectées des signes -+ el —, pour ¢n faire
une scule , appelée somme.

2° La soustraction est une opération par laquelle, connaissant la
somme de deux quantités el I'une de celles—ci , on (rouve lautre , ap-
pelée reste, excés ou différence., .

3° Dans ka smultiplication , I¢ produit s¢ trouve ¢n opérant sur le
mudtiplicande , comme le multiplicateur en opérant sur 'unité.,

4> Dans la division , on lrouve le guotient second Facteur du dividende
dm_mé » connaissant le premier facteur, appelé divisenr.

b E'nﬁn » Yous donnez a [a définilion de 'exposant = Ja plus grande
cxlcnsnon. possible et vous procédez par analogic , ¢n disant que,

dans «*, il ya z facleurs«, lorsque l'exposant = ¢st un nombre ou un
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symbole quelconque. 11 est bien facile ensuite d’en tirer la signification
précise de Pexposant fractionnaire , positif ou négatif, de Fexposant
irrationnel ou imaginaire . et par suite le calcul des exposants d'une
nature quelconque,

V. Le caleul des symholes élant démontré , il est facile de procéder
aleur interprétetion , dans les problémes numériques. £t d'abord =
clant la grandeur inconnue , si I'on trouve r=—— g ou — r=a, il
s'ensuivra quon aura désigné par r ce qu'on aurait da représenter
par — z ; done r devra diminuer ce gu'il augmentait ou augmenter
ce quiil diminuait; c'est-a-dire que le nombre inconnu x devra étre
pris dans une aceeption opposée.

) En général, tonte quantité négative isolée doit étre prise dans une gecep-
fton oppasée, ponr avoir le probiéme résole par elle. Ainsi—A4 jours d venir,
— 4 francs de hien , — 4 degrés an-dessus du z¢ro,..., signifient res-
pectivement 4 jours passés , 4 Francs de dette, 4 degrés an-dessous du
z¢ro, ete. C'est ce qu'on vérific aisément par divers problémes algé-
briques. ot — a n'est an fond «que » ~— «, !¢ nombre « n'élant pas
'ebjel des caleuls effectués ; mais élant sous-ent-idi dans le probléme
proposé.

Si I'inconnue était un nombre absolu , Wayant point de signification
opposée . le signe — de la valeur de x proviendrait du changement
de signes de quelques-uns des nombres donnds ; el pour suroir quels
sont ces nombres . il suffirait de changer X en -— x dans les équations pro-
posées. Car sil'on a trouvé & = - - 4, d'ot — x ==4. cest qu'on di-
signait par rce quiil eat fallu représenter par — x; on doit donc
substituer — . i x, pour avoir les équations du probléme dont 4 est
la solution.

Telle est Finterpritation des solutions négatives ; d'on résulte imme-
diatement celle de tout symbole, en remplacant fa soustractéon qui
produit Uabsurdité, par une addition , et interprétant le changement de
signe du nombre i soustraive , au moyen des nouvelles fyquations,

Quant aux symholes fractivnnaires ou {nexprimables | ils ne désignent
des impossébilitss que parce que Ia quantité cherchée doit élre un
nombre entiers il faut donc, pour Finterprétation, écarter cette con-
dition particuli¢re, ¢n changeant la nature de linconnue, de telle
sorte quclle puisse ¢lre fractionnaire ou un nombre inexpri-
mable.

V1. L'interprétation des symboles se présente dins Fapplication de
Ualgehre d la grométrie et porte essenticllement sur les distances néga-
tives : il en résulte la démonstration compléte du double principe
fondamental , que nous allons considérer.
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I)ans tous les problémes sur les droites wemériques, la distance
B P A P C A P = x ¢'un point P au point A dela droite
* quelconque B C, mobile ou non autour de
ce point A, esl tonjours liée 3 deux autres distances, sur la méme
droile , et aussi grandes qu'on voudra , savoir AB=melB P=1.
De plus , cetle relation dépend uniquement de 1a position du point P
a I'dgard de A ; car suivant que P est situé ¢ droite ou d gauche de A,
on a nécessairement

rv=mFf zonv=m—x,..(l)

el cela quel que soit le probléme ot x s¢ Ltrouve. Si donc on part
toujours du eas ott P est d droite du point A etot v =m -}~ x, I
longueur x sera toujours positive de A vers C et cons¢queminent
wigative de A vers B, duns le sens directement opposé | puisqualors P
sera « guuche de A el qu'on aura v = m — x. Ainsi la distance X doit
recevoir le siqie— quand elle est mesurie en sens divectement contraire ;
et véciproquement, sé elle recoit le signe —, parle calenl, on doit sup-
primer ce signe of porler le nombre viseltant en sens dirvectement opposé .
sur la méme drvite BC et d partir du méme point A. Ce double princip.e
subsiste méme lorsque la dreite a lourné autour de A ou ce point
glissé sur BC, axe des distarces x ; car on a toujours les deux re-
fations (1).

En résumé, pour que le principe d'analogic ait lieu, dans toule
son ¢tendue, ¢t que la formule soit absolument générale, il faut
quelle puisse sappliquer a la fois & loutes les valeurs nuinériques de
chaque droile limitée quelle renferme et  toules les positions de
celle droile x autour de son origine A. Or, on réalise ces propriétés
importantes de la formule, {° en y changeant x en — X lorsque la
droiie x dait se porter en sens directement npposé sur Laxe, pour upe
axutre circonslance du méme probléme {dont on trouve immédiatement
ainsi la solution); 2> en portant {a droite x en sens dircetement oppoxsé
lorsque le calenl lui donne une valenr négative, celle-ci ne pouvani que se
rapporier i une aulre circonstance du probléme proposé (ainsi résolue
sans aucun nouveau calcul),

Tel est e duuble prineipe des distances négatives, également applicable
& des aires et a des columes : il en résulle la régle des signes, dans la
mulliplication ¢t dans la division, par qualre reclangles ¢gaux a
R = bk, assemblés autour d'un point sur le plan; on passe du pre-
mier R oubh ausecond, de celuici an Croisidme el de ec troisieme au
quatrieme. Ge double principe est indispensable & la géométrie analy-
tique , pour la discussion des équalions et la construction des lignes



30 1. X. Nokr. —- De U tnalogie en Géométrie,

et des surfaces, que ces équations représentent : c'est le principe d'a-
nalogic appliqué a la forme cl i Uétendie des figures géometriques.

VII. Soit BC = « la droile joignant les milicux fixes des deux
hases 2b et 2 du trapdze T : Si les longucurs 2 ¢t 2¢ paralléles
restenl constantes . les sommets du trapéze T déeriront les circonfé-
rences B’ et ¢ dont B et C sont les centres , b et ¢ les rayons; et si de
plus ona b> ¢, les deux cotés latéraux de T iront couper le prolonge-
ment de BC en un méme point P, pole de stmilitude directe des circon-
férences B et € . tandis que les diagonales de T se couperont en
un méme point Q°, pale de similitude inverse de B'et €, sur BC.

C'esl ce qu'on démontre chaque fois par deux couples de (riangles
semblables ; car les quatre proportions résultantes se réduisent anx
deux BP: CP:: h:ecl BO: CQ:: bie; donr il vient BP: CP1: BQ:
CQ. Si done, par Pet Q, on meéne des tangentes 3 B, elles seronl
aussi Langentes i G, etréciproquement: il y aura 4, 3. 2, 1 ouaucune
tangente commune, suivant Ia position relative des circonférences
B et C, et sclon les longueurs des rayons bet .

Posant CQ = x, d'ott BQ ==« — x, on aura, pour caleuler la po-
sition du point Q, la formule (b—4-¢) x =ac; d'owr en changeant ¢ cn
— ¢ el x en — x, it vient, pour caleuler la position du point P,

(b — ) xr =ac.

Lorsque leslongueurs a et b restent constantes, dans cetle équation,
et que e varic en augmentant, depuis ¢ < b jusquh e > £, et cela par
degrés insensibles; il est elair que le point P s'¢loigne de plus cn plus;
qu'il cst infiniment dloigné lorsque In différcnce b — ¢ est infiniment
prtite , el qu'il cesse dexister quand cette différence est rigourcuse-
menl rulle; vu quialors le zéro tant absolw . Ta distance x cst donnée
par Téquation impossible 0x = ue ou » =ac: 0.

Or , bien que Vinconnue x cesse dexister quand ¢ =1/, les deux
extérienves it I ¢t 3 G, ont toujours licu . aussi bien que le
. scutement T est devenu un parallélogramme. Dailleurs
pour interprvter le symbole ac : 0 ¢t résoudre un probléme analogue
avece les mémes nombres donmés , il suftil de remplacer la sustraction
b — ¢, qui produit Fabsurdile, par Faddition b 4 e, en changeant
¢ en — ¢: cela donne (b} ¢) x = -— ac; donc 2 esl négatif et déter-
mine le point Q 5 eLce point estle milicu de BC, dés que b=rc.
Enfinsic > b, xel b — ¢ sonl négalifs et mesurds en sens respecti-
vement opposés , sur les axes; les paralltles 2 b et 2¢ ayanl lourné au
tour de leurs milicux fixes B et C.

On voil que loute quantité variuble
positive quclle ¢tait, qu'en passant, soit par Vinfiniment p

tangenles,
trapeze T

ne peut devenir wigative de
efit cl le
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zéro absolu, soit par linfiniment grand ct Fabsurde ou la non exis-
tence.

Pareillement, la fonction dune variahle ne pent dévenir imaginaire,
de réelle quielle élait , qu'en passant par le mazimmwmn ou par le mini-
mum de la varinble proposte.

La théorie des maxr‘mums et des minimums du second degré fait
partie de la discussion des problemes de ce degré et doil entrer dans
les éléments d'algebre, comme fournissant un grand nombre d'appli-
calions utiles ct remarquables : elle repose sur ce que le probléme est
impossible , ou plulat la Fonction inconnue . lorsque le radical est
imaginaire. Mais on pent résoudre un prebléme analogue, avee les
mémes nombres donnés, en interprétant le symbole imaginaire ; ce
qui se fait toujours en remplacant Ya soustraction sous le radical par
unc addition.

Par exemple, considérons les trois points A, B, C en ligne droite,
les longueurs AB = a et AC=1 étant données, ¢f cherchons Ia dis-
tance x du point A & un point P de laméme droile , de telle sorte que
x s0it moyenne proportinnaclle enlre les dislances BP ¢t CP.

H est clair que B étant entre A et G, le point P pourra tomher hors
des trois points, ou enire A ¢t B, ou entre B et C : dans ce dernier
€as, on a r* = {x — a) (b — x). Discutant la formule, on verra que
les dcux solulions seront positives et retivrnell-s poura =2n et
h = 12 n; imaginaires i inlerpréter, pour {(a 4 5)*>8ab; el que si
a csl constant, la variable b atlcint son marimun et son mininmum
pour (a4 3)* = 8ab, qui est aussi la condition du maximum et du
minimum de « lorsque & vst donné invariahle.

On pourrait examiner le cas of le point P tombant sur le prolon-
gement de A C, la longueur BP =y désigne la distance cherchée.
Si alors A B—=ael BC =¢, on aura y*= (a+y) (y — ¢).

On voit , par les discussions préeédentes, que Finlerprétation
des symboles, diis d le soustraction , se fait Loujours par celle des dis-
tances négatives; en sorte que la discussion des problemes de gro-
métrie numérigue cst ramencée au double prineipe démontré plus
haut ; lequel devient celui des aires négatives, dans la discussion du
probléme o, connaissant Vaire a enfermée par trois droiles indéf-
nies, il faut mener al'une d'elles la paralléle terminée aux deux autres,
de telle sorte que le trapéze résultant ait une aire connue ¢.

Enfin , puisqu'il est évident que si, de la somme des n premiers ter-
mes d'une série , on soustrail la somme des = — 1 premiers, le reste
sera le » idme terme; le caleul des quantités négatives ésoldes fournil
immédiaterment les sommations :
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SEa=xintl {11,/ E=2a—A)=13un,

SEw=xln+ 1), 220 —AP=H=2a"— (I 1),
et ainsi potr d'anlres séries analogues ; lesigne supérieur de == ayant
lieu chaque fois pour » impair.

D'aprés eela, si un promencor va et vient dans une longue avenue
et s'astreint & parcourir, en sens directement opposés, les chemins
successifs 1 métre, 3, 5,7, 9, 11 ..., on saura calculer sa distance x
an premier point de départ, apres le 2 iéme chemin ; on pourra aussi
ealculer le chemin total parcourtt ¥ ctle temps = de la promenade .
si le promeneur fait 40 metres par minute et qu'il emploie G secondes
pour se relourner. )

Les chemins successifs pourraient devenir de 2 en 2 fois plus grands,
ou hien encore eroitre , soit comme les nombres enliers, soit comme
leurs carrés ou leurs cubes, soit comme les carrés ou les cubes des
nombres impairs, cte.

Le temps z de la promenade pourrail élre donné , dans les hypo-
thises ci-dessus 3 mais alors comine n doit ¢étre un nombre enticr el
que z esl arbitraire, il faudrait lui donuer la valeur propre a rendre »
entier positif.

C'est-1d un exemple ait l'inconnue doit élre un nombre rationnel ,
dans une ¢quation du second degré, La géomélrie enfournit plusieurs
autres remarquables , comme quand on veut assigner aux colés d un
triangle, des valeurs enticres quelconques, ou bien en progression arithmd-
tique, et telles que Cuire soit chaque fois un nombre rationnel.

Ce probléme est susceptible d'wn grand nombre de solulions ,
comme on sait, et fournit trois suites de valeurs entiéres correspon-
danles, soit pour les ¢otés du triangle rectangle, soit pour ceux du
triangle aculangle ou du triangle obtusangle : il en résulte chaque
fois des valeurs rationnelles pour chacun des sinus des angles.

On en déduit aussi plusicurs quadrilateres, dans chacun desquels
les cotos élant des nombres entievs, I'aire et les diagonales sont des
nombres exprimables.



1. Propositions de Gevmetrie appliquee ;

Par J.-N. NOﬁL' Professcur & I'Université de Licge,

Parmi les propositions , en grand nombre, que nous allons consi-
deérer, quelques-unes sont pen connucs , et les autves , bicn quielles
puissent se trouver dans les traités élémentaires ou dans les recucils
scientifiques , sont ici rapprochées, pour en déduire des conséquences
utiles : toutes sont considérées sous le point de vue pratigue |
trop neéglige dans les Lraités de géomélrie, ordinairement en usage.

Les figures employées nous paraissent suffisamment indiquées par
de grandes lettres 3 mais le lectenr est prié de les tracer, s'il les juge
nécessaires A la clarté des démonstrations.

FLes longueurs sur le terrain,

1. IxsTruMents. Le mesurage des grandeurs géométriques se réduit
toujours a celui des droites . qui en sont les éléments générateurs, Sur
le terrain, supposé plan, le mesurage des droites, visibles el acees-
sibles , peut se faire , avee une approximalion suffisante, au moyen
de la chaine ; surtout quand on mesure la droite au moins deux fois
en sens opposés et quon prend la demi-somme des deux nombres
résultants. Mais il arrive souvent que la droite & mesurer est inacces-
sible, du moins en partic , bien que ses extrémités sotent eisibles :
dans ce cas . on en calcule la longueur, i laide des Lriangles , soit
rectangles , soit obliquangles | s0il semblables,

Or, letracé de ces triangles sur le terrain, exige divers instruments,
savoir : des jafons pour y tracer des droites ¢t marquer leurs inter-
scclions ; Ia chafne , accompagnée de fickes | pour mesurer les droiles
accessibles ; I'équerre pour former l'ang'e droit; enfin la fausse équerre,
pour tracer deux angles obliques supplémentaires. Assez ordinaire-
ment U'équerre est subdivisée en demi-angles droits : il serait méme
commode , pour eertaines opérations , que Pangle droit fat divisé en
deux autres de 30 ¢l de 60 degrés, Clest ce qu'on réalise au moyen
d'un cordean sans fin, long de 18 métres, par exemple , aprés qu'it
est li¢ a quatre piquets , les trois premiers fe divisant en trois parties
de 6" chacune ct e quatricme piguet étant le milicu de Pune d'elles ;
car le cordean tendu et Ies piquets fixés sur le Lerrain, on y trouve les
angles de 90, 60 ¢t 30-,

4
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Dans Varpentage , 'équerre et la fausse équerre peavent suffire. el
on les préiere au graphométre . comme plos faciles & se procurer s
niais le graphometre est plus exact et d'un usage plus élendu : aussi
remplace-t-il fes deux awtres instruments, quand il faut de plus
grandes approximations.

2. UsacEs pEs JaLoNs. On peut toujours tracer. an moven des jalons
{accompragnés parfois de ki Fausse cquerre), des droiles on alignements,
avee exaectitude et celerite 5 Gandis que le mesarage des droites ¢l des
angles exige beaucoup dde temps et de soin: il denande des instro-
ments de prix, souvent diffiziles & acquérir ¢t @ transporter. Clest
pourguoi, ans fu géométrie pratique , on iiche de remplacer, par des
alignements, lesmesures aprendreasee des instruments gradués: et tel
est specialement le bat de la théorvie des transrersales rectilignes. Par
celte theorie, en effel , on résout aiscment , sur le terrain horisontal,
les probiemes que voici :

L Par vu point donné, mencr une droite qui pasee par o concours
inrisible de dewr dreites tracées ; comine pour percer, dans un bois
une ailée qui aboutisse au point de jonction invisibie de deax chemins,
déji pratiqués ; ete.

Il. Prolonger une droite au-dela d’un obstacle qui borne la rue. Ceol
obstacle pourrail étre un hois ou une montagne , qu'il fandrait percer
par un chemin ot un funned; chague fois il Faudrait attaquer obstacle
des deux cotes, pour aller plus vite 3 et chagque fois anssi on pourrait
aveir besoin de connaitre . it Pavanee . la longueur de la perede. Or,
la construction , pour le prolongement . conduirait au catenl de cetie
longueur, i Faide de denx antres. qu'il fandrait mesurer le plus exacte-
men! possible. (Voyez la Geométrie , 2° ddil.)

Obhserverz d'aillewrs que les jalons sont indispensables , dans toutes
Tes opérations sur le terrain.

3. Uswees pE La cuaise. La ehaine d'arpenteur. accompagnée de
fiches ¢l dle jalons, w'est pas seulement nécessaire pour évaluer numé-
riquement loute drvite accessible jafonnéde; mais & 'aide des propricétés
des triangles rectangles , obliquangles et semblahles , elle peul sup-
pléer a I'équerre el a la fansse equerre pouwr résoudre les problémes
que voici :

1. Par un point donn¢ tra~er une paralltie 4 unc droite, accessible
seulement par ses extrémilés et caleuler la longueur de celte droile,

II. Par un point donné¢ sur une droite jalonnée, élever une per-
pendiculaire & cette droile.

II1. D'un point situé hors d'une droite , abaisser une perpendicu-
laive a celte droite et caleuler la longueur de cette perpendiculaire,
quand son pied est inaccessible.
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IV. Enfin calculer la hauteur d'un édifice dont le pied est inac-
cessible,

Dans ce probleme , comme dans les précédents, les erreurs se mal-
tiplient , et il importe que les tracés et es nombres, fournis par le
mesurage direct , soicnl les plus approchés qu'il se puisse.

4. Usaces pE 1A Faussk EQuergg. Voici plusicurs des usages nom-
breux de la fausse équerre , toujours accompagndée de jalons ¢l son-
vent de la chalne :

I. Prolonger une drvoite au-deld d'un obstacle qui borne la vue sor
le terrain ; 1° en prenant deux tongueurs égales; 2¢ sans mesurer au-
cune longueur,

Il. Prolonger une droile donnée d'un certain multiple de celte
droite , sans mesurer aucune longucur.

IHI. Avec la seule fausse équerre et des jalons, abaisser d'un point
donné , qui pourrait étre inaceessible, wne perpendiculaire & une
droiic donnde.

IV. Par un poinl donné sur une droite jalonnée , élever une per-
pendiculaire & cetle droite , avec la scule fausse ¢querre el des jalous.

V. La seule fausse équerre el des jalons suffisent pour marquer,
sur le terrain, la bissectrice de Vangle dont le sommet est inaccesstble
el méme invisible.

VI. On peutcalculer la longueur d'une droite dont les deux extreé-
mités sont visibles ct une scule accessible , a aide des deox angles
suppiémenlaires de lafausse équerre, faits aux extrémités d’une droile
passant par Pextrémité accessible proposée @ it y aura trois longueurs
a mesurer directement sur le terrain. La méine construction servirail
a caleuler la longueur d'une droite visible el eniicrement inaccessible;
mais alors il ¥ aurait quatre droites & mesurer directement.

V1. 1l faul 1a fausse équerre, des jalons et la chalne, pour mesurer
trois droites , dans chacun des Lrois problémes que voici : 1° Caleuler
{a posilion de la paralléle menée par un point inaceessible i une droite
entiérement abordable; 2° caleuler la longucur &'une droite dont une
scule extrémité soil accessible ;3 3° enfin, calculer ta longucur d'une
droite entitrement inaccessible.

Dans les deux derniers problémes, on détermine unc parallele
accessible & la droife inaccessible qu'il faul mesurer. Bien que les
solutions soient fort simples et puissent donner des résultals suffi-
samment approchés , moyennant les soins convenables, le degré
de l'approximation resie toulefois inconnu. On préfére, dans ce cas, s
servir du graphomeélre cf recourir au calcul trigonométrigue , o1t lcs
causes d'erreurs sont moins nombreuses , parce que les données de la

question y sont réduites au plus petil nombre possible.
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e la Resolution numérique des triangles rectilignes,

5. Lorsque deux angles dutriangle scaféne sont donnes, le troisieéme
est connu ; les Lrois angles ne penventl done compler que pour deax
dunnées , et pour une seule ou pour aucune, sile triangle ¢st rectangle
ol fsocéle, ou s'il est équilatéral. ].cs éléments générutenrs du Lriangle
sealene sont @ deux angles, les trois edtés, le périmetre, les Lrois
hautewrs, le rayon du cercle inserit . celui du cerele circonserit et
cenx des trois cercles exinserils ; ce qui fait déja 14 ¢léments généra-
teurs on deseriptifs du triangle. Et comme, en géncéral, la connaissance
de trois ¢léments distincts sufllit pour détevminer le triangle scaléne,
on voit u'elani donnés trois guelconques des 14 éléments ci-dessus | I
dilermination graphique ou numdirique du triangle fournit 354 problénees
difféerents . du moins ¢n apparence; car plusieurs de ces problemes
peuvent rentrer les uns dans les autres, oU ¢Lre indéterntinés ou inpos-
sibles, snivant les valeurs particulitres des données.

Ce nombre de problemes serait bien plus éleve , si on faisail in-
lervenir. comme éléments genérateurs du triangle, les droites qui
Joignent les sommets aux milieux des ¢olés opposés, les bissectrices
des trois angles, tes segments quelles déterminent sur les cotés | cle.
Mais , remarquons-le bien . il ¥ a toujours plusicurs de ces probiémes
i rentrent les uns dans les autres 5 et cest ainsi qu'en se bornunt
aux cing ¢léments géndrateurs, savoir : lestrois cotés et deux angles,
conune on le fail ordinairement en trigonomélric: les dix problemes
généraux , pour la résotulion numérique du triangle seaténe, se ré-
duisent a quatre, essenlicllements diffiérents.

Observons encore ¢que plusieurs des 354 problemes ci-dessus . bien
que détermings et possibles . ne penvent se résoudre avee la régle el
e comgpras . méme en s"aidand du caleul , pour parsenir a la construg-
tion. Tel est . par ¢exemple . le probléeme o, connaissant Faire et les
aayons dles cercles inserit et circonserit, on cherche les cotés; Lel est
aussi [e probléme ou, le rayon du cercle inseril et deux cotés ¢lanl
donnés. on cherche le troisieme coté. Mais le triangle se construil
aisément quand on connalt un eote, le contact sur lui et le rayon du
cercle inserit . ou bien deux catés el les conltacts sur cux, ¢ete.

Observons enfin que Lous les problemes . sur la résolution nuimné-
rique des triangles rectilignes. dépendent plus ou meins immédiate-
ment de celui-ci : Connadssant numériguement denr cdtés ot langle
compris , résoudre le triangle.

On a plusicurs solutions de ce probléme, ot il faut rendre tes for-
mules caleulables par logarithimes ; mais comme les deux plus simples
ne sont pas aussi généralement connuves qu'elles meéritent de I'étre
nous allons les développer ici, d'apres le principe des projections ;lequel
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peut fournir toutes les relations de la trigonométrie.

1. Nous désignerons toujours par les grandes lettres A, B, C, les
trois angles du triangle ABC, et parles petileslettres a, b, ¢, les colés
respectivement opposés A ces angles. Ainsi A, B, C, soent les valeurs
numériques en degrés, minutes ¢t secondes, des angles proposés
tandis que a, b, ¢, sont les rapporls des edtés a 'unité linéaire, au
métre, par c\emple.

La résolution des triangles , ot les angles sont représenlés par les
lignes trigonométrigues, a pour but de trouver des relations enlre
qualre des six nombres A, B. €, a, b, c. et surtout de rendre ces
relalions calenlables par logarithies , si elies ne le sont pas.

Ces reiations sont nécessairemenl homogénes , puisqu’elles se com-
poscenl uniquement de droites censées divisées par Punité linéaire w ot
par le ravon R des tables , pour les lignes trigonométriques, Le rayon
R vaut 10 **; mais pour simplificr, on supposc ordinairement R =

=wu. De cetle maniére, les relations ne sont plus toutes homo-
génes, du meins en apparence ; mais comme chaque ligne trigono-
métrique est loujours censée divisée par R, il suffit, pour élablir
Ihomogéncéité. de faire reparaitre ee diviseur R . ou plutét de lintro-
duire un nombre de fois suftisant , comme facteur, dans ehaque terme
de degré inféricur.

1I. Cela posé. soit & la hanteur menée da sommet A sur la base a,
cl ¢ Taire du triangle ABC, d'oit t= ah; soicnl & et ¢’ les projec-
tions des cotés b ct ¢, délerminces sur a par la droile projelante 4 :
¥ et ¢’ sont adjacentes aux angles C el B; el suivant que 'angle B est
aigu ou oblus, en aa=¢" «+ ¥ ou a=4"— <. Dans l¢ premier cas,
¥ =bc¢os C el ¢ ==¢ cos B, d'ou a=bcosC+ ccus B; dans le second
cas, ¥ =bcos C el ¢'==c cos (180°— B), dotra =5 ¢cos C —c ¢os
(180° — B), Le premier cas fournit le second en changeant ¢os B en —
cos (180"-—- B); de sorle quil nous suffira de considérer la relalion

a=bcos C{ ccos B,... (I)
pounu que quand Vangle B est obtus on y change cos B en — cos
(180° — B).

Comme A est aussi 1a projection de b ou de ¢ sur sa direction, ona
simullanément & =& sin C= csin B, ct cela quand méme I'angle B
serait oblus. On aurait de méme. b sin A =a sin B; done

a.sinA=b:sinB=e:sinC.. (2
De plus, il est clair qu'on a, pour le double de l'aire ¢,
U — ab sin (= ac sin B=besin A... (3)

HI. Sile triangle ABC ¢st rectangle en A, d’out sin A= 1, on aura

simultanément
b=beosC,c’=ccos B, b=acos(C,

-
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c=acos B, A= hcosBecl A==0cos C.
Eliminant donc les cosinus et observant que & =+ ¢’ =a, il vient
bl==al', c*=ac’, h=b'c" ¢l b! + ¢*=4a’,.. (4)
Par ces relations et ah ==be, étant données deux quelconques des six
droites nuinériquesa, b, ¢, ¥, ¢', &, on peut Loujours calculer les
qualre autres.

On concoit que ce probléme géndral pent en fournir un grand nom-
bre daulres, sclon les condilions particulieres; ainsi d'aprés les choix
des inconnucs et des méthodes d’élimination, on peut caleuler les Lrois
¢Olés a, b, ¢, dans les huit systemes particuliers que voici, o0 p=—= a—+
b+c:

b=20cle'=h; a + h=1%1.72 ¢l p=10;
a=25 ¢l b+ ¢ + A=37,72; be=120clp=40;
b4+oc=Teclh=24; e—h=1628¢l b—e=<17;
a=15¢l ah=100; A=48 el p=24.

On peut aussi chaque fois caleuler les angles B ¢t G car on a les

deux relations
b=asin B—=acos C, (5
b==ctang B=ccol .y V
Enfin si a ¢tait donné numeériquement , aussi bien que wm dans m? =
bk, le cole ¢ serail racine de U'éyqualion
cd—alc+am’ =0 ;

laquelle, pour 6 =5 et m*==9, 6, devient (¢—3) (¢*+ 3 c—16)=0.

IV. Reprenons les velations (1) ¢t (2), que lon pent écvire ainsi :

ecos B=a —bcos C clesin B=hsinC.
Elevant de part et-d'aulre au carré, puis ajoutant memmbre i membre,
et réduisant Faprés sin?x + cos? x=1, il vicnt
c*=—a'+ b — 2abcos C... ()
Celte relation sapplique au cas ot 'angle € est oblus en y changeant
cos G oen—cos (1800— (). Dailleurs & =15 cos C; done
c’ = a’-o—b’ -_— 2(}!)' :

c'est la relation que l'on démontre ordinairement par la simple géo-
métrie, et nne seconde expression du théordme {6). Ce théoréme four-
nissant trois équations entre les six parties du triangle, suflit pour
caleuler trois quelconques de ces parties, les trois autres ¢tant don-
nées numériquement. Mais Tes formules résullantes ne sont pas tou-
jours logarithmigues ni tes plus simples , méme en se servanl d'iecon-
nues auriliaires , comme pour calculer ¢ lorsque a, b, Csont donnes.
Diailleurs la connaissanee des trois angles ne peul compler que pour
deux choses données ; mais si alors le probleme doit étre indélerminé,
on peul toujours du moins caleuter tes rapports x et y, dansa=cret
b=cy. Substituant ¢n cffet dans 'é¢quation (1) et ses deux analoguces,
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il en résulte

y cos A 4 xcos B=I,

y—xcosC=cos A,

x— y cos C==cos B.
Ces trois ¢quations du premier degré donnent aisément

x sin* C=cos A ¢0s C+4-cos B,

y5in* C==co0s B cos C}-cos A,

cos? A =+ cos* B 4+ c0s® C+2cos Acos Beos C=1... (7)
Deplus,r=u: e=sin A:sinCel y=b . e=sin B ; sin C. Dail-
leurs — cos B = cos (A + () ; done

cos (A +C)==1cos A cos C— sin A sin C... (7)
On est donc ainsi conduit & 'une des quatre formules fondamenlales
de la trigonométrie. I est facile d’en déduire les trois autres en y
changeant A en 90~ — A, d'ou

sin (A—C)=sin A cos C—sinCeos A
puis en changeant C en — C dans cette formule el la premiére (7).

V. Cherchons maintenant les formules legarithmigues qui se présen-
tent d'abord pour résoudre le triangle dont on connall numérique-
ment les deux cotés a ¢t b , avec I'angle compris C.

Menant du sommet A la hauteur A el désignant par & et ¢’ les pro-
jections des cotés b ¢l ¢ sur la base a, on aura évidemment

m=mu—b. V=bceosC, h=bsinC,

h=c'tang B, asin B=»)sin A et ¢t=}ab sin C.
Ainsi en faisant reparattre {e diviseur R, on aura

c'mmag - F Rb=5bcosC,RAh=>bsinC, 8

Rh= ¢ tang B ¢t 2Rt == absin C, - (8)
Toutes ces formules homogenes sont calculables par logarithmes : la
premitre ¢ =« — b, qui devienle =ua-}- ¥ quand l'angle C est
obtus, fait connaitre ¢’ an moyen de &', déterminé par la seconde; la
troisitme fail connaltre h ; la quatricme, tang B ct par suite langle
B; d'ou il vient Pangle A == 180*— B — C; enfin, la derniére déter-
mine Faire {. Ainsi sans compler laive t, déja donndée part==tah,
il ne faut oucrir les tables que six fois , pour résoudre le Lriangle , dans
ce cas- La vérification des caleuls peut sc faire par i* =5+ 4%, ou par
a sin B= bsin A, etc.

Cette solution , directe et trés-simple , n'est pas indiquée dans les
traités de trigonométric : ¢lle a €Lé donnde par les éléves couronnes
4 Broxelles au concours général des collégcs cn 41841, Quaique cetie
marche soit la plus naturelle, clle n’est cependant pas la plus simple
pour résoudre le probléme proposé : il existe , pour cet effet, des for-
inudes logarithmiques, dent le caleul exige quon onvre seulement les tabiles
cing fors. 1t est surprenant que ees formiles , indiquées , sans démon-
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strations, dans le Bulletin des sciences mathématiques, ete. , mars 185¢,
ne soient pas généralement enscignées. Déja nous les avions indiquées
en 1830, puis appliquées en 1835, dans la 2+ édition dua traité de
pcométrie. Mais on peul les déinontrer plus simplement |, 4 Faide du
principe des projections , comme il suit :

Vi. Considérons le triangle quelconque ABC (fig. 3 Lracer ; chose
facile), Les deux colés a et b, avee Fangle compris C, étant donnés
numériquement , soient d el e les longueurs des bisscetrices de I'angle
C cl de I'augle extéricur supplémentaire, depuis le sommet € jus-
quaux poinds D el E on elles coupent BA ou ¢ ¢l son prolongeinent ;
du sorte que CD =d el CE = e. 1l esl clair que ces deux hissectrices
sont perpendiculaires entre elles et quainsi angle E est complément
de Iingle CDE= x, el Fangle ACE =90° — 2 (. I}e plus, projeler
le eoté AB ou ¢ sur la direction €I, Cest en méme temps y projeter
les cotés b et a; si donce Pangle A> B, d’on [e coté a > 4, il est clajr
que la projection du cole ¢ sur G, savoir ¢ ¢os x ., est Ia diflérence
des projections des colés a el b sur CD, saveir acos (et deos +C.
On a done

€cos r=(a— b)eos +C... ()
La projection du coté ¢ sur la direction EC est ¢ cos E oun ¢ sin
tundis que les projections des eotés u el b sur EC sont a cos (90°—% ()
el b cos (H—1C)ou a sin +Cet hsin LC. I est elaie dailleurs que
la projection de c est la somme des deux autres ; done
e sin z = (a4 bysin 2C... (10)

L'angle x ¢tant extéricur au triangle CBD, on a x =B+ 1C; et
puisque Fangle r est aigu, il en est de méme de Pangle B. Substituant
celte valenr de =, puis divisant (9) par (10), il vient les formules
cherchées : .
¢ o5 (B €)= (a—b) ¢cos :(,
csin (B4 LC==(at+H)sin ; €, . ()

(a<b) cot (B FC) = (a—Ph) cot % (.

Toutes ces formales homogénes sont logarithmiques ; La Lroisiéme Fait
connaitre langle B—+3C =x et par suite Fangle B=x—;¢; d'on
Iangle A =180 — B — C. Et comme l¢s logarithmes du sinus , du
cosinus , (e la fangente et de la cotangente se trouvent dons la méme
page des Lables . il aura fallu ouvrir celles-ci 4 fois, pour avoir x5 et
it ne faudra plus les ouvrir qu'une fois, pour avoir ¢, par Pune des
deux premicres formuoles (44)s lesquelles fournissent un moyen de vé-
rification, puisquelles doivent donner ta méme valeur ae.

Cette solution étant Ja plus simple et par conséquent la plus exaete,
dnil ¢tre préférée i loules les antres . ot il Erl ouseir les tables 7 ou
8 fois. Prenons par excmiple , le principe ordinairemceul ciployé . el
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pour établir ce principe. observons que § Ce=90— % (A +B); d'oit
B+ 1C=90"— & (A- B)etcol (B + 3 C)=lang §(A-B). Latroi-
sicmne formule (11) devient donc
ad-bia—>b:icot: Cltang{ A —B)

Par celle proportion, les tables font connallre la demi-différence »
desangles A et B, dont (A—B) =n : on vonnnit déji leur demi-
somme s = 90" — 1 C, d'ot § (A4-B)==s;0n awradonec A =s--n
et B=s—n,

Connaissanl ainsi les trois angles, on trouvera le troisi¢ime colc e
par la proportion sin A : sin C I @ c; ainsi il faudra ouvrir 8 fois
les tables.

Ceprocide est done le plus compliqué et celui oir 1es causes d’erreurs
sont les plus nombreuses. Si la détermination de n étail inexacte ,
Ferrenr se détruirait en ajoutant les trois angles ; mais les propor-
fions des sinus donneraicitt deux valeurs différentes au ¢olé e. Celle
vérification exigerail qu'on ouvril les tables onze fois ¢n toul ; tandis
que par les deox bisscetrices | la vérificalion-de ¢ demande seuleent
6 fois I'ouverture des tables.

Vil. On peut aussi calculer les deux bissectrices d el e; car il existe
deux couples de Lriangles rectangles semblables, dont la comparaison
des cotés homologues fournit

asintCibsin}Ciiacos jC—did—bcosiC,
acosiCibcos JC:ietasing C:e— bsin ;C.
De la résultent les deux formules logarithmiques
{a-}- ) d=2abcos 1 C, 19
{a — b) e = 2ab sin 1 C. i - (12)
Ces formules conduisent a résoudre le triangle, connaissant les deux
colés a ¢l b, avee l'une des deux bissectrices 4 ou e. Mais si I'on con-
naissait numériquement les deux bissectrices d et e, avee l'angle C,
on pourrait aussi résoudre te triangle ; car outre d lang 2 —=<¢R , on
anrait bsin {xr 4+ L C)=d sin =, cle.

VI, Ajoulant membre &3 membre les carrés des équations (9) et

(10}, on trouve
ct=(a—b"cos* 1 C 4 (a2} b)psin*iC,
Celle relation , comparée au théoréme (6), donne
cos C=cos? § C —sin* 1 C... (13)

Substituant suecessivement, dans l'expression de ¢, les valeurs
I—cos? £ Cet 1 — sin*g Cdesin? {C el eos? G5 réduisant, transpo-
sant et décomposant en facteurs ; posant d'ailleurs s 4+ b ¢ =2p
ct faisant reparaltre le diviseur R, on aura les formules logarilhmi-
ques conniies :
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absin? $C=R(p-—a) (p —b),
abcos® LC=Rip(p —c); e (14)
p(p—c)lang*: C=R*(p—a} (p — b),

Ces formules et la derniere,, de préférence , servent i calculer les
trois angles, connaissant numériquement les trois cotés. Et comme
alorssin C =2 sin 2+ C cos £ G, il vient, pour Yaire ¢ du triangle et
pour les bissectrices d et ¢,

tt=p(p—a)(p—2b)(p—oc),

(a -}- Y d* = abp{p — ¢}, v {13)

(a — bt e* =abip—a)(p— b},
Combinant par multiplication et par division les valeurs de tang® + A
et tang® 3 B, on trouve, réductions faites,
a=+b—¢ c+[a—b
a+b+ccot -:—B=c_((a_'b;tang} B.
Connaissant donc rumériquement Fangle B, le colé ¢ et la somme ou
la différence des deux autres colés, cette double formule servira
résoudre le triangle proposé.

Problémes déterminés.

8. Latrigonométrie et I'emploi des tables fournissent, de la maniére
la plus simple et 1a plus exacte , la solution de tout probléme déterminé
de géomélric numdérigue , en diminuant les causes d’erreurs. el en
réduoisant au plus petit nombre possible les dennées de la question.
C'est ce qu'on pent remarquer dans fe calcul de la distance entre deur
objets inaccessibles, probléme qui recoit divers énoneés ¢l ou les for-
mules (H) jouent un role imporlant ; ¢'est aussi ce qu'on remarque
dans les problemes détermings que nous allons indiquer.

L. Quatre objets inaccessibles A, B, C, D, sont en ligne droite et ne
peurent Eire vus que du seul point O, on 'on se trouve; comment cal-
culor la distance BC = 2, connaissant les longueurs AB==a ¢ CDH=hH?

Tel est le probléme des cing points, ol Vinconnue s est donnée par
vune équation du secomd degré et on il faul une inconnue auxiliaire,
pour appliquer le calcul legarithmique.

I1. Réduire @ un seul terme la somme algébrique de quatre sinus ou de
quatre cosinus, Ce probléme, déja trailé par M. Caunchy , fournit quatre
formules cntre les trois angles quelconques a, b, ¢. On penl y par-
venir parles quatre formules fondamentales de la trigonométrie; et si
I'on pose a - b 4- ¢ =5, on trouvera
sin (s — 2c) - sin (s— 2b) -+ sins — sin (¢ — 2a)=4 sinacos b cos c,
sin (¢ -— 2¢) -+ sin {s — 2b)-}- sin (s — 2a} —sins=4 sina sin dsin¢,
cos{s— 2¢) - cos (s — 2b) - cos(s — 2e)—coss=4d cosacos beosc,
o (5 -- 2¢) - cos {s— 2b) — cos (s — a}— coss = fcos asin b sin ¢

Ces formules sappliquent aux trois angles d'un triangle ; a leurs

tang + A=
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doubles ¢t i leursmoitiés; mais on peut vérificr dircetement les systémes
de formules qui en résultent el en déduire d'autres remarquables.
1. Décelopper tang s of cot s ou les exprimer uu moyen des tangentes
¢! des cotangentes des trois anglesa , b, ¢. Les développements s'appli-
quant aux trois anglesd'un triangle ; & leurs doubles el & leurs moitiés,
a leurs triples ct a leurs tiers , ete. 11 en résulle plusicurs formules
remarquables et utiles a certaines réductions analyliyues.
IV. On peut trouver quelicest la ligne trigonométrigue x dans chacune
des équations :
(tang a 4 ot @ — 2 sin 2) =2 cos 2a;
9r* =194 4 cos?a; (1 — lang’ a) z* =05 2a;
(séc® @ — cosic® a 4= 4 cosée* 2a)z =2 séc a;
£cos2a=cola—tanga —coL2a; 45r* =3} séc’a;
2r = lang @ 4 col 8 — 2 ¢os 2a ; s5in 30° 4 7 cos V=1 ;
zeosa—sina=1;xlange — 1 =séca;
F1cola — tang a =col a; 3r €05 a — COS¢¢ a6 = 05 a séc 2a.
V. On peut résoudre le triangle dont on connail les trois angles at le
rayon 1 du cercle circonscrit ou l'un des rayons des cercles inscrit et
exinscrils. Dans le premier cas, on a simultanément
a=2rsinA,b=2rsin B,c=2rsinC;
t="2r"sin AsinBsinCeldrt=abe,

Soil # Ie rayon du cercle inscrit : on a d'abord
a=r(cot: B+cot; C);

¢t ensuile
rcos: A =asin $£Bsin £ C.

Celz donne
Yceost B=hsiny Asin +C, .
res;C=csintAsin;B,
r»=4rsin ;1 Asin * B sin 1C.

Soient @', 5, ¢, les rayons des cercles exinscrils aboutissant res-
pectivement aux trois cotés a, b, e. 1l est aisé de voir que

a=a’ (tang + B =+ tang + C).

De la el de ee qui précéde, on tire les quatre systémes :

a’ ¢osy A=acos} Beos3C |[a=4rsin LA cos:B cosiC

5 cosiB=bcos ;A cos;C | M=drsin] Beos £ Acos 1 C

¢ costC=c cos3> A cos 3B c'=4rsin £ Ccost+ Acosl B
a'=r col; B col :C t=r"col+ Acolt Bceol £+ C
hi=r cottAcoti C =a™cot $+ Atang : Btangl C
¢=rrcoltAcol : B t=>0"* colt B tang 2 A lang } C.

Connaissant &', ¢’ ¢t r, onaura les trois angles par
2reos A=0 + ¢ —2retdreostAsind (B—C)=¢c¢ — V.
Connaissant a, r et " ,on auraivs trois angles par
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a==2rsin A, acol v=2r ct sin vcos § (B—C)==cos(v~+ £ A).

La bissectrice d’ de l'angle C est donnée par

cos + (A — B) d=rsin A sin B.

V1. On a des formules pour calculer la somme algébrique des sinus
el des cosinus, soil des trois angles du triangle, soit de leurs doubles
ou de leurs mo:tnés. Par ces formules , si /, ¢, & sonl les distances du
centre du cercle circonscrit aux trois cotésa, b, ¢, d'on

[=rcosA,g=rcosBeth=rcosC; ... {16)
ontrouveles dixr cl.mons quevoici, expressionsd'autant de théorémes,
faciles & énoncer:

[toth=rdr gth—f=d—r,
[Hh—g=F—r [+g—h=c—r,
a—}-b’-]—c =r4-dr,ad+ bV — ¢ =4h— ¢,
ot —bV=dg—r V3o —a =4f—~,
| + at1: b’+1 i —.l_l_r'cl.l*—afb'c'

Substituant dans la formule (7°) les valeurs des trois cosinus , tirées

de (16), il vient pour calculer le rayon r, I'équation
— g+ r—2fph=0. ... (17)

Cetle ¢quation n’ayant qu'une scule racine réeble positive , il n'exisle
qu'un seul triangle, dans lequel les distances £, g, # soient données
ct positives ; mais le rayon r et par suile le triangle ne peut se con-
struire que quand deux des trois distances sont égales entre clles , on
bien pour les valeurs particuliéres de ces dislances , qui rendent le
rayon r rationnel.

VII. Soient %, m, n les distances du centre du cerele inscrit aux
sommels A, B, C; on aura

r==rtsin} A, ¥ =msintBetr=mnsint C..(18)
mais cos A 4 cos B - cos C— I =4 sin £ A sin & D sin % C donne
sin®: A --sin*k B4-sin® 1 C 4 2sin § Asind Bsing C=1.

Sul:sllluant donc les v:llours des sinus des demi-angles, tirées de (18),
el posamt il surr =2z, l surd=K, lsurmi=Met ]l sur n =N,
il vient

— (K*+ M? 4+ N x — 2 KMN =0....(19)

Celte équation, complétement analogue A l'équation (17}, nec peut se
résoudre généralement que quand m = =, par exemple. On a d'ailleurs
4rr't = Ekmn.

Cequi est remarquable, c'est que I'équation (1) s’applique exactement
anx dislances £, m, # de 'un des centres des trois cercles exinserils.

VIIL. On avrail engore une équation da 3¢ degré pour calenler la corde
x du tiers de arc dont 29 est la corde, dans le cercle de rayon r. Les
triangles semblables donuent , en effet,

2 — 37 r 20t =
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Celte équation pent se résoudre généralement, 1° lorsque =0, 2»
quand ¢ = r. Daos tous les autres cas. I'équation ne peut se résoudre
que par approximation ; mais avec un bon compas, r peul toujours se
trouver en tdtonnant , ¢t donner une approximation suflisante.

Suit rle coté du polypgone régulier de 14 c0tés inscrit dans e cercle
dont » est le rayon : par des triangles isocéles et svmblables, vn
trouve , pour calculer z, l'équaliOn

P — P — 2 s =P =0.

Ici encore il est préfirable de 1atonner avee le compas . comme ponr

le pulypone régulier inscrit de 18 cdtés, dont le cdté = est donneé par
4 — 2t Y e ri= 0,

I1X. La connaissance des trois angles et du rayon r du cercle circons-
critau triangle {, suffit pour réwudre les quatre triangles qui joignent
les centres des quatre cercles inscrit et exinscritsd ¢, Il en résulie que,
1" le rayon de 'une quelcongue des circonfurences circonscriles i ces
quatre triangles est égal & 273 2° si des centres des cercles exinscerits,
on abaisse des perpendiculaires sur les cdtés de f et non sur leurs pro-
longements, ces perpendienlaires voul se couper au centre du cercle
circonscrit au triangle ! joignant les trois centres proposés; 3° les cen-
tres des trois cercles circonserits anx trois autres triangles sont les
intersections, deux i deux . des perpendiculaires abaissées des sommets
del sur les prolongements des cdlés de ¢35 4® ces six perpendiculaires
sont cdés | éganx A 2r, d'un hexagune symétrique équivalent & 2¢;
5° si p désigne le demi-périmetre du triangle ¢, on aura == 2pr; 6° la
somme des distances du centre du cercle inscrit dans ¢ aux sommets de
¢’ cst double de la somme des rayons des cereles inscrit et circonscril a
'; et il existe encore plusieurs autres relations remarquables, faciles 4
découvrir, d'aprés ce qui précéde,

X. Il arrive parfois qu'une équation , contenant plusicurs lignes tri-
gonomélrignes d’un méme are:, suffit pour déterminer cetare et Pexpri-
mer en degrés; d'of résulte sa Jongueur en unités rectilignes lorsque
son rayon r est donné numériquement. Il faut pouvoir alurs transformer
Yéquation de telle sorte qu'elle se réduise i une seule ligne trigonomé-
trique el des nombres connus; et si I'on se rappelle la valeur de cetle
kigne pour les angles de 30, 80 et 45, on trouvera, sans le secours des
lables, la valeur de I'angle a, dans chacune des équativns que voici :

lang @ lang fa =1 cotacot 3 a==1

2 sina tang Ja =1 2sinacot Ja=1
2sinasécta=3 2sinacpséct a==3
2sina & 2 cosa = 2 2sina-}-2 coséca= 5
2cose + 28éca=="5 séc a <+ coséca =21 2

tanga + cola= 2 2 coséc’ 6 — séc’ a =2 2
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sée® a - cosée? a=8 2sin*0—2cos’a= —1}” 3
Y sin g lanpg 6--2séca—) 3 2¢oséca— 2 cosacol g =1
tanga—sinacosa==sin* a cot @ — sin @ cos a == cos? u.
X1. Non sculement on peul construire l'are x dans I'équation
séc'.r-'—-cnséc:.‘lﬂ'——-=4col'2$[/3;

mais de plus 7 est indépendant de a, b, ¢, dans le systéme :
2tonga=tang b, sine==sindsinc,
[sin b cos a &=}/ (sin* b — sin’ a)] tang = = sin a cos h.
On trouve ., cn cffet, 2sin 2z == 1; d'olt 22 == 80° et 2r = 150°,

La seconde des trois dquations proposées serail I'équation guziliaire,
qu'il faudrait poser pour calculer #, au moyen des deux autres. En géne-
ral, c’est par des équations auxiliaires que lon peut coalcvler les binowes
dont les termes ne sont donnés que par leurs logarithmes, comme dans

x= sin A == n cos Bsin A... {20)
1l fandra . pour le signe +, prendre tang? v = n cos B, cL pour le
signe — . on posera cos’ v = N co3 B, sile second membre est plus
petit que I'unité. Mais sincos B> 1,0n fera 1 4-tang? £ == u cos B;
et alors x sera negalil : cela revienl a poser # cos b= séc? z.

Dans 2= sin A =& n cos A, 'équation auxiliaire est tang ¢ == n. Mais
si x==tang A T ncol A, il y aura. pour le signe — , deux cas d dis-
tinguer , comme pour (20). On peut anssi traiter £ =sée A == n coséed,

Pans chacnn de ces derniers excmples, si x est donné numérigne-
ment, aussi bien que te coeflicient n, on pourra caleuler angle A, aussj
bien que dans r === tang A == n lang B, si l'angle B est connn,

XI{. Lorsquun anple est déterminé par son sinus, son cosinis, sa
tangente ou sa cotangente , il a toujours deux valeurs, 87l ne doit pas
surpasser 360°. Si douc un probleme doit avoir deux ov quatre sulutions,
lorsque les données ct les inconnues sont des droites numériques. ce
qni suppose uoe équation finale du second ou du quatriéme degré; il
sera avantageus de se servir des angles, comme choses données el in-
¢ ‘nnues , non senlement parce que Véqualion finale s'abaissera alors on
premier ou au second degré ; mais surtout parce que le calenl de Fin-
e nnue sera plus simple ct plus exnact, en recourant s'il est nécessaire
b des angles auxiliaires.

Par exemple, un poiné stant douné sur la bissecirice de I'un des angles
%a. formés par deur droites qui se coupent, et a la distance d de feur in-
tersection , sommet de 2a 3 st lon veut mener par ce point, une droite telle
que sa portion enire les deux droiles proposées, ait la longueur connue ¢
on reconnall d'abord que le probléme est suseeptible de quatre solutions.

Prenant donc pour’inconnue I'angle =, compris entred et la premiére

partie de ¢, on trouve aisément )
d sin a dsina c

sin{r+a)  sin (r—a)
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Posant d = cn et cot v =n cos a, I'équalion proposée, du second

degré en sin x, donoe, réductions failes,

sin s = sinacot} ¢ et sin ¥ = — sina tang ;- ».
1l est donc facile de calculer et d'interpréter les quatre valeurs de x qui
donnent les quatre solutions cherchées.

L'angle 24 peat valoir 60° ou 90° el tout autre nombre . moindre que
860°. Dans tous les cas, le mimamum de ¢ répond 8 & = 90°,

XUL Les principes de la géoméirie unalytique plane conduisent aisé-
ment aux équations du probleme propusé; mais aiors 'quation finale
est du quatridme degré et compléte, Prenant en eflet, les deux droites
proposées pour axes des z et des y abliques ; fes covrdonnées du point
donné seront connues ct égales a &; I'équation de la droite cherchée,
passant par ce point, sera doncy — b=n (v —b). Posant r = cos 2a
et¢® =»" &, I'équation finalc en n sera

nd —2(l — o) —(k F 46 —2)n® —2(1 —;n <+ | .m0,
C'est unc équation réciproque, que l'on peut résoudre en divisant scs
deux membres par n* et en pusant 1 <+ | sur n = 3; elc.

Enfin, siz est la porlivn de I'axe des z entre ¢ et Fordonnée b, Féqua~
tion Gnale en = est
2% (I—r)a* —(cr 44520 —2b1) 2 4 2B (I—ulxr4-55=0.
On veit la grande influgnce que peuvent exercer Uinconnue finale et ta
méthode d'élimination , sur le plus ou moins de facilité, et méme sur la
possibilité, de résoudre le problé me de géométrie numérique proposdé,
Carsidanscelui quinous occupe, on prend pour inconnue la seconde partie
y de ¢, troisiéme coté du triangle dont b cL 7 500t les deux autres cotés,
comprenant langle 24 I'équation finale , du 4° degré en ¥, sc résoudra
par extraction de racine carrée,

8i le point donné u’était pas situé sur la bissectrice de 'angle des
deux axes obliques, mais que sun abscisse & (Ot différente de son ordon-
née b; I'équation finale, du 4=° degré en n, ne serait plus réciproque.
Dans ce cas, le minimum de ln somme m des deux segments =" et ' in-
terceplés sur les axes des x et des y, par la droite y — b=mn (x — &),
répond 2 & — k=17 (k b)

XIY. Soit AB = a une tang nte en B 3 la circonférence de rayon r;
on peut construire sur AB les points par lesquels menant des tangentes
& la méme circonférence, elles divisent en n partics égales d p la perpen-
dienlaire AH sur AB. Si P est le point de AB, d’oli Ja tangente va inter-
cepter sur AH, la parlie AH'= pv, on trouve

{(2r — po) AP == avo — apv -+ r |/ (a® — 8por - pto?).
Si donc AH=1a =r = np, il vient (2n — 0) AP = 2u (n — o) p.

XY. Connaissant les trois angles A, B, € d’un triangle et le rayon
du cercle inscrit, calculer, 1° Laire du triangle qui joint les points de
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contact; 2¢ le ravon du cercle circonscrit au triangle proposé el Vaire
de celui-cij 3 laire du triangle formé en menant, par lus sommets du
proposé , des langentes au cercle circonscrit et le rayon du cercle cir-
conscrilace Lreisieme Lriangle; 49 laire du triangle formé cn menant, par
les sommets du troisiéme triangle, des tangentesaucercle qui lui estcircons.
crit et fe rayon dn cercle circonserit 3 ce quatriéme triangle ; ainsi de
suite, On peut aussi calculer les périmétres successifs ; et si le triangle
proposé est isoccleouéquilatéral.ilenscra de méme tous lesautrestriangles,

XVl Etant donnés trois eercles égaux se touchant extérieurement
deux i deux, décrire 1° la circonférence qui les envelop pe en les tou-
chanl {ou qui esL enveloppée); 2° les trois cercles éganx qui Louchent
extéricurement cetle circonférence epveloppante, en se touchant deux
a deux; 3° la circonférence qui enveloppe ces trois derniers cercles, en
les touchant; et ainsi de svite. (méme probléme pour quatre ou six cer-
tlrs dpaux).

XVIU. Oun peut déerire le triangle dont on connalt le cdtée, le rayon r
du cercle circonserit et celui r* du cercle inscrit ou celui a’ du cercle
exinscrit, tonchant le prolongement de ¢. {(Chaque fois en supposant le
probléme réselu, on arrive aisément a sa' construction).

chuiesl remarquahle, c'est que la relation géométrique entre les cdtis
numcnqucs et une projection ., dans les triangles obliquangles, élant
appliquée a la figure proposée, fournit deux relalwns indépendantes drs
angles et des cdtés du triangle cherché. Désignant en effet, par M et N
les distances du centre du cercle circonscrit & ceux des cercles inscrit et
exinscrits proposés, on trouve

M?!—=r(r—2r)etN=r(r+4 2a').
Donc si I'un des triangles cherchés existe, il y en aura une infinité 3 la
fois inscrits et circouscrils ou excirconscrils aux deux cercles proposés,
derayonr et ¥’ ou &', Il est aisé de voir aussi, par ce qui précéde, quon a
a® = (¢ — ¥} {$r+r —a).

XVIHI. Calculer I'aire du décagone régulier éoilé, que forment les
diagonales d'un pentagone régulier, dont le coté vaut 100 métres. On
sait que les deux diagonales. partant d’'un méme sommet, divisent I'angle
108* du pentagone en trois parties égales et que chacune partage une
aulre diagonale en moyenne extréme raison, la plus grande partie élant
longue de 100® et la plus petite étant le co1é du décagone régulier
étoilé. On sait de plus que les deux premiéres diagonales interceptent sur
la37, le coLé du pentagone régulier, de méme centre que les deux autres
polygones régulicrs (3 démontrer chaque fuis).

Longueurs mazimums et minimums.
7. La recherclie des mazimums ¢t des minimums de cerlaines gran-
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deurs géométriques, est la plus importante de la comparaison des
longueurs , des aires ¢t des volnmes : elle peutl fournir aux arts des
principes d’économic et de meilleur emploi des matérianx. Aussi cetle
recherche a-t-clle occupé plusicurs géometres : fes uns a I'nide de
ronsidérations purement géométriques el les auntres par analyse
transcendanle. sont parvenus a des résultals forl remarquables. Mais,
dans la géomélrie élémentaire, fes problemes de maximums et de
minimums, se résolvent trés-simplement par Femploi simultané des
considérations géométriques et du caleul : souvent méme la plus
grande ou la plus petite valeur cherehée esl donnée par une équation
résoluble comme celles du second degré.

Le tome T des annales de malhématiques contient les solutions,
purenient géoméiriques, des problémes que voici : trouver le point
donnant un minimum pour la somme de ses distances, 1¢ 4 (rois
points donnés sur le méme plan ; 2° & deux points el une droite; 5°
deux points ¢l une circonférence; 4 4 deux droiles ou deux vircon-
férences et nn point; 5° & trois droiles ou trois circonférences. cle.
Tous ces probléemes dépendent, plus o moins immédiatement de
cclni-ci :

8. Prosuine. Deus points A of B étont situés &’ un méme ¢été du canal
rectiligne MN ; en guel point | de ce canal | Paurvier parlant du point 13,
doit-il prendre de Vean, fa porter en A et reveniv en B, pour qu’il eit a
[aire le moindre chemin total possible ?

Menmant avee U'équerre . les perpendiculaires AC ¢t BE sur MN, on
pourra mesurer direclement AC == ¢ meétres. BE=b¢t CE =c_ 11
st facile de voir que le chemin AlB scra fe plus court possible quand
AC et BI prolongés ivant se couper en un point 1), donnant C) = L.\ ;
c'est-3-dire quand los dens angles AIC ot BIE seront éganr.

Mais comnment déterminer Ie point D, puisqu'il est évident qpr'on ne
saurait mesurer CD == CA? Le seul moyen cst de chercher, mee la
fausse équerre, le sommel O sur MY, des deux angles ¢goux AOC
¢t COD; et encore alors faut-il qu'un aide aille placer un jaton ¢n
D et passe le canal (ce qui pourrail ne pas étre praticable) = placant
un jalon I a l'inlersection desalignements MXN ¢t BD, ¢ce qui esl encore
une difficulté, on aura surle Lerrain la position du plus court chemin
AlB, et 'on pourra mesurer AB, Bl et 1A,

De plus . dans e projet, il faut calculer le moindre prix de la con-
siruction du chemin tolal AB <+ BI «+ 1A — m. Car avant de procéder i
des construclions quelconques, il importe de connaitre les dépenses
en argent quiclles peuvent oceasionner, et de- faire que ces dépienses
soient les moindres qu'il se puisse , sans nuire a la solidilé ct aux au-

-

<
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tres qualités de Fouvrage demandd. 1ei done, pour I'exactitide et la
facilité des opérations sur le terrain, il faul y caleuler la position du
poinL I et la longueur s du moindre chemin total.

Or, soit CI = x; il est clair, par deux triangles semblables et par
deux triangles rectangles, guwon aura simultanément

(a+B)r=acct m=y [(a+ b)! + ¢*] + / [la — b)*+c].
Si les mesures direcles ont donné a = 240, 5 =360 ¢l e —=800. on
aura x = 320 el m = 1808793, environ. De plus, si le sentierle plus
court m doit conter 10 centimes par métre de longueur, le moindre
prix total sera 480 fr. 90, environ.

Cororrame I. Le triangle ABI a le moindre conlour, parmi lous
ceux ayant laméme base AB etleurs sommels sur la mémedroite MN.

II. De tous les triangles, de méme base el de hauteur de méme
longuenr, celui de moindre périmetre est isocele.

Scrovie I. 1l est clair que A et B pourraient éire les ouveriures
de deux réservoirs, dans lesquels ean serait amenée par des tuyaux
de conduite , aboutissant it un autre réservoir, qu'il faudrait établir
sur le hord MX. Et il est clair aussi que, pour I'économie, les tuyaux
el les réservoirs devraient élre eylindriques.

ilI. Quelles que soient les conditions d'économie, exigées par le
plus court chemin AIB = v, non sculement le probléme est toujours
possible; mais le mininnon de v et son maximum sonl donnés par I'¢-
quation unique :

V (@ 2 4V [8 - (e—ma) )=

On verra que pour le maximoum de v, a et x sont négatifs ; de sorte
qualors v est une différence.

9. PropLEXE. Soit K un point donné dans Fangle aigu CAB , dont les
chtés sont Fun AB lo bord d’un canal et 'autre AC le bord d’un parterre :
en quel point Ide AB, Foucrier partant du point K, doit-il prendre de
Fean ot la porier dans un réservoir H, a élablir sur AC, pour que o che-
min KIH soit un minimum ?

Menant sur AB la perpendiculaire KXE, quel'on prolongera de EF
= KE et menant FH perpendiculaire &4 AC ; cetle perpendiculaire
coupera AB au point I demandé (facile & démontrer). 11 faut que
Yangle CAB soit aigu; sans quoile pied H ne tomberait pas sur AC.

Ici pour déterminer les deux points Tet H, sans sortir de N'angle
C AB, on méne, par le point K, la perpendiculaire KG sur AC; on
marque le point N o GK va couper AB; on prend EI==EN ct I'on
cherche avec l'équerre, le pied H de la perpendiculaire TH a AC :ona
ainsi les points 1 et H du plus court chemin demandé KIII, que I'on
peul mesurer dircclement.
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Scaousk L. Si I'on veul lrouver, dans Vintéricur d'an triangle |, le pnint
dont la somme des distances aux trois ¢616s =oit un minimum ; fant que
le triangle ne sera pas équilatéral. le probleme sera impossible; et it
sera indélerming, si les trois cotés sonl égaunx, Car la condition dn mi-
nimum est que les trois distances fassent trois angles égaux antonr du
peinl cherché, '

L. Siles portes de quatre habitations sont anx summets d'un quadri-
latére convexe et que les propriétaires veuillent établir un puits. d-ns
interienr de fa figure, ct le joindre aux quatre portes por quatre che-
mins pavés, codtant chacun 80 centimes le meétre de longueur; si d'ail-
leurs chaque proprictaire doit payer le quart du prix de la construction
du puils (qui lenr sera commun) etime partie de celui des quatre che-
mins, en raison sncerse de la longueur du chemin partiel aboutissaut i
sa porte; on demande ou il faudra placer le puils, pour que le prix tolal
des quatre chemins soient un minimam? (R. A Tiolersection des denx
diagonales , qu'il faudra mesurcret il fandra connaitre cn outre le prix
de la construction du puils, pour pouveir calculer ce que chacun doit
payer.)

10. Promiine. Denr points A et B étant situés d'un méme cblé du
canal rectiliyne NN, sur lequel on reut élabiir wn pont; en quel endroit
ce pont doit-il se trourer el ot Jaut-il que les trois branches de route, gqri
Jorgnant e pant aur deur points A ¢l B, xe réunissent, puur que {a sonrmao
v de ces trois branches soit un minimnwm ?

Appelons O le point de véunion des trois branches OA=r , OB=y
et OC==13, OC e¢tant perpendiculaire 3 MN; de lelle sorte que la
sOmuIE 0 == r - y -1~ 3 soit un minimum, Wabord si la distance = de-
meure invariable et quon suppose la droite EOF parallelea MN, il
faudra, pour que v et par conséquent x - ¥ soit un minimum ., que
les deux angles AOE et BOF scient égaux entre eux (n° 8), aussi hien
que tes deux AOC el BOC.

Ensuite 12 longueur = demeurant constante, sera le rayon et A le
ceatre de I'arc circulaire, touchant la droitc D au point cherché O
done pour que v et par conséquent y -+ = soil un mininmum, il faut
que B soit dans angle aigu de D avee MN ct qu'en ountre les deux
angles de BO et CO avec D soient égaux entre cux (n° 9!, aussi bien
par suite gque Ies denx AOC el AOB.

La somme v ne peut donc élre un minitmnn que quand les (rois
angles AOC, BOC et AOB vatent 120° chacun, )

Cela pnsé, si on avait sur le papier la figure semblable a celle du
terrain . on décrirait sur la corde AB et du coiLé de MN , e segment
capable de 'angle 120°; puis menant par le milieu du restant de la cir-
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conférence , une perpendiculaire d MN, cette perpendiculaire coupe-
rait I'arc du segment au point cherche 0. On voit dailleurs que le¢ pro-
bleme cst impossible quand la perpendiculaire ne passe poinl entre
A el B, ou lorsque l'arc coupe MN. Dans chacun de ces cas, la
moindre route ne doit avoir que deux branches (n~ 8).

Mais il est plus exacl et plus simple de procéder sur le terrain méme
et d'employer le calcul pour déterminer les grandeurs inconnues, On
menera done avee I'équerre , les perpendicelaires AP et BQ sur MN,
puis on les mesurcra exactement , aussi bien que PQ. Supposons qu'on
ait trouvé AP =g == 600 metres, BQ b= 720 et PQ = c=142(,

Imaginantl par O la paralléle @ MN, coupant AP et BQen E ¢l F,
pitis faisant OE = CP = » d'0ll OF = ¢ — n, les deux Lrigngles sem-
blahles AOE ¢t BOF donneront :

tre—ma—z,r=2iny/ B ty=b—z,y=1%C—ny 5;

vr=rt-ytz=% (a+ b4 cp 3)=102573;

s=14% (u4b) — e 3=0530" 70; sramea — 3= = [22m 48

etn==% x)” 3= 106" 07.

Ces valenrs déterminent les points € el O, Si Q'ailleurs la construction
iles trois branches conte 1 fr. 20 par métre de longueur, le imoindre
prix tolal de la construclion sera [228 fr. 48. Mais si {a routc ne de-
vail avoir que deux branches aboutissant au ponl C, sa plus pelite
fongueur serait 1585= 21 et cotlerait 1662 fr. 23; ce qui serail 433 fr.
77 de plus que la moindre route a Lrois branches. Celle-ci est done
préfevable.

tt. Tuéortue. Un triangle ABC &tant donné, Ia somme des dictances
de ses trois sommets & un point O de son iniérieur est un sinimum , lors.
que les trois angles compris autour de Q sont égaur chacun 4 120°,

C'est ce qu'on démontre aisément , d'aprés le n” 8 et en raisonnant
comme dans larticle précédent.

La constrtction du point O est bien facile quand on a.sur le papier
la figure semblable a celle du terrain : il reste ensuite & trouver, sur
le terrain, le point O homologue & celui obienu sur le papier. Ici en-
core, pour I'exactitude et la possibilité des opérations, il faut procéder
sur le terrain lui-méme et y calculer la posilion du point O,

Or, soicnt a, b, ¢, les valeurs numériques des cotés du triangle ABC,
respectivement opposés aux angles A, B, C; soit v la somme des lon-
gueurs inconnues OA =z, OB =y ¢t OC = z. Comme la distance du
sommet O de 'angle de 1207, dans chaque Lriangle partiel, au pied de
1a hauteur, esl négative ¢l moili¢ du colé adjacent, il est clair qu'on
a, pour le minimum- de la somme v, les jquatre ¢quations simul-
tanées :
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ve=sey+3,30+y+ay=2c,

gl st s Byt o 2 o s =at,
La syméirie de ces équations permet de les résoudre par des dlimina-
tions particulicres. 1'ahord soustrayant la seconde équation hors de la
somme des deux dernitres, puis élevant au carrc de parl el d'autre,
et soustrayant I'équation résullante hors de 4 fois le produit des deux
derniéres ¢quations preposées, on lrouve

3 (xy "l""r‘"" _|__ y:}s = 4 ah? — (a* + bl_ciji.

Lesecond membre cst connu et peul se calculer par lugarithmes |
apres la décomposition en facteurs ; car posant, pour abréger, 2 p
=a -+ &+, il devient IG p(p — a){p — b) {p —- ¢). Si douc on de-
signe par 3m? cclte valeur, m sera connu ¢t il viendra !'équation
auriliaire ;

Ty = Tz f yz=mm.

L'élimination par addilion ¢l soustraction est maintenant bien fa-

cile , & l'aide de cetle équaton : on trouve , ¢n posant
n=a'10tcfet2g=m+n;
' =3m+n, tx==q— al,
ty=q —betrz=¢q—¢.

Soient A', B’, €' les poinls oi1 les droites A0, BO | CO vont couper
les cotés opposésa, b, c. La droile QA étant bisscctrice de langle
BOC,onaz:.p::CA: a— CAs5doury vz ivs ilal CA.
Substituant dong et procédant de méme pour ADB’ et BC, on trouvera

(@ +m)CA" @ (y— %,
WFm)AV=b{g—a?),
(e? -} m) BC' = c{g — ).

Par ces relations, les longuecurs CA’ , AB’, BC: ¢lanl connues, les
points A’ , B, C’, scront déterminés , aussi bien que les trois droites
AA’, BB, CC ct leur interseclion 0.

Ce probléme est remarquable, non-sculemcent comme une belle
application de Falgtbre a la géométrie ; mais surtout par la maniére
donl on y ¢lude les difficultés de Uélimination ctla complication de
Uéquation finale, qui devrait naturcllement s'élever au 8° degre.
L'équation auxiliaire sc trouve dailleurs par la double expression de
l'aire ABC.

12, Tuéonine. Parmi tous les triangles de méme angle aw sommet et
dans lesqucls le producit des cbtés latéranr est un nombre constant
12 celui de moindre Lase et de moindre périmétre est isocéle ; 2° ces deus
ntinimums sont daniant plus petits, que Pangle aigu ou oblus est plus
petit lei-méme.

Soient a , b, ¢ les valeurs numériques des cdtés respectivement op-
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poses anx angles A, B, C; supposons ces trois ¢diés variables, mais
Fangle A constant, aussi bien que le produil be : suivant que langle A
esl aign ou oblus, on a, comme on sait ,
a® =ttt F ol
H* désignant la projection de b sur e, Soit 2 la projection sur ¢ de la
longuenr 1, prise sur b, & partir de sommet A; onaural 2 b 22 v :
b = bn ot
a® = b 4~ ¢* = 2 ben ; d'oi
at=(b--c)? + 2bec(]l =F n).
On a toujours b <7 4 el n ¢ 15 dailleurs le produit be est constanl et
Tout est positif dans les deux membres ; il est donc évident que le mi-
nimum de la base a répond 2 b ==c. Ce minimum est donné par
a*=2hbc (1 F n).

S0it postb=m 4 rete=m —x,doldb4 ¢=2m;0naura
done m® — r* e be gu m* = be 4- 1% Comne e est invariable, le mi-
nimum de m el celui de 2m oubd e répondentar=—=oonia b=c.
Amsi quand & = ¢. la base aet le peérimétre e 4 b 4 ¢ sont des mi-
nimmms. Or , ces minimums diminuent avee Pangle A5 car A élant
aignt, d'ona” = 2 be I — n}, la projection » augmente ¢t 4 - n
diminue avec A; tandis que si Tangle obtus A diminue, n diminue.
aussi hien que | 4 n.

Scionie.Ces deux proprictés subsistent également lorsgue la somme
2 m csl seule constanle, avee Fangle A. Sidone on veut couper, dans
un triangle donnc d'¢héne. ayant partoul la méme épaisseur, un
triangle dont 2 soit la sonmune donnée des deux cotés latéraux, il
faudra, pour qee la seetion soil un minimom ¢t se fasse le plus aisé-
meent possible . choisir le plus petit A des trois angles du triangle
d'éhéne et prendee, sur les colés qui le comprennent, & partir du
sommet , les longueurs égales & m: on aura les extrémités de la sec-
tion minitmum cherchee,

13. Tutontne. La somme des distances de font point do I'are aux cxiré-
mités de la corde | eroit, depuis nune extrémité de cet arc. oit la somma
vst la moindre | jusqu’au milicu du méme arc, o elle est la plus grande.

Cest ce qu'en démontve , daprés les propriétés des angles inscrits
dans un méme segment el au moyen de la circonférence , ayant pour
centre le milieu de larg et passant par les extrémités de eelui-ci.

Conorvaine 1. De tous les triangles deméme base el de méme angle
au sommet , cefui de hauteur et de périmetre maximums est isecele.

1L Reéciproquement, le triangle isocéle, parmi tous les triangles
de méme base el de méme haulenr, est celui de moindre conlour et
de plus grand angle au sommet (& démonlrer).
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14. Tnfordne. Parmi tous les polygones d’un wméme nombre de cétés
et inscrits dans le méme cercle, celui de périmétre marimum est régulier.

Soit p le périmétre maximum : si deux cotés conséeulifs n'élaient
as égaux, leur point commun ne serait pas le milien de l'are total
soniendu par ces denx colés; il existerait donc un aulre polygone
inscrit, dont un sommet serail le milieu de 'arctolal proposé ¢l dont
par suite le conlour serait plus grand que p (n° 13); celui-ci, parmi
tous les périmetres inscrits et du méme nombre de colés, ne serait
donc pas un maximum; contrairement & hypotheése. Donc denx
colés conséculifs quelconques et par suile tous les catés de p sont
¢gaux entre eux; donc aussi tous les angles du polvgone inscrit, de
périmélre p maximum, sont égaux entre cux; donc ce polygone est
régulier.

15. RECIPROQUE. D tous les polygones de n cétés, tsopérimétres et
inscrits dans des cercles différents | le régulter est celui pour lequel la cir.
conférence circonscrile csé wit minimum,

Soit p le périmetre conunun a deux polygones, donl un seul régu-
lier; soit r le rayon du cevele circonscrit i celui-ci el # le rayon du
cercle circonscril @ Fautres; soit enfin p’ le périmetre du polygone
régulicr de n colés inscrit dans ce dernier cercle : il est clair guon
aura simultanément p < p'etp.p iirirdoncr < vVel2ar L
2+ ¢, Ce qu'il fallait démonlrer.

16. Tuéoriue. De tonles les lignes brisées, formées chacune par trois
langentes, dont denx aur extrémités d’un are tracé, la plus courte a son
trofsitme contact aw milien de I'arg proposé,

Soient a et b les longueurs que les deux tangentes, aux extrémités
de "arc proposc, interceptent sur deux (roisiémes langentes, a tou-
chant Yarc au milicu : 2a et 2b seront donc deux lignes brisées
circonseriles, Or, menant des extrémilés de b des perpendiculaires sur
a, on verra, par deux couples de triangles rectangles semblables,
que a < b et que 2a < 26, Ce quil fallait démontrer.

Conoruaire L. De tous les triangles de méme angle au sommet ct
circonscrits au méme cerele, le triangle isocéle est celui de moindre
base ¢t de moindre périmétre.

H. Lorsque le cercle est exinscrit i une suite de triangles de méme
angle au sommel, tous ces triangles sont isopérimétres; mais celui de
moindre base est isocéle.

I11. Parmi tous les triangles , de méme hauteur et de méme angle
au sommet, le triangle isocele est celui de base et de conlour mini-

* mums,
IV. On démontrerait de méme que, de toutes les droites passant.par
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un po:nt de Uintéricur d'un angle tracé et terminées & ses denx colés, la
jlus conrte en retranche un triangle isocéle,

Comme celle droite, perpendiculaive i la hissectrice de Pangle, est
dautant plus petite que Fangle est plus petit lui-méme; on voil que
si un neud se trouve dans un triangle d'ébene, ayant partout la méme
epaisseur, on veut scier ce triangle snivant la plus petite droite possible
pissant par ce neud, la section devra dlre ta base du triangle isocele
dont le sommet cst celui du plus petit des trois angles du triangle
d'chene. :

17. Tutokime. Parmitous les polygones de chacun n cétés et circon-
scrits & un méme cercle , celui de moindre contonr est régulier,

Soit ¢ le périmétre minimum circonserit : daprés le préccdent
théaréme (n* 16), on verra que tous les colés du minimum p doivent
toucher le cercle au milicu de chacun 3 donc le minimum p est le
contour d'un polygone régulier de = coldés.

18. REcirnoqQue. De tous les polygones réguliers fsopérimétres, de
chacun n cotés et circonscrits & des vercles différents, le régulier est cefui
pour lequel la circonférence inscrile est un maximumn (Démonstration
analoguie & celle du n° 15).

19. Tufortur. Parmi tous les polygones véguliers, de méme apothéime
o . celui du plus grand nombre de cotés a lo moindre périmétre,

Drabord tous ces polygones sonl circonserits au cercle donl a ¢st le
vayon. Soient C et C' les contours de deux polygones régutiers cir-
conserits = si nous supposons que le premier ait plus de cotés que le
seeond , il est clair que son angle au cenlre, son cdté ¢l son rayon,
sont rvespeclivemment moindres que Fangle au centre, le colé el ie
rayon du second ; done le contour C est plus prés de fa circonférence
2xa que le contour ¢, vu d-ailleurs qu'il a plus de points communs
avec ¢lle : il en differe donc moins que C' ¢t l'on a C — 2xa < C'—
2za 3 done C< €.

20 Recirnogue, De deus polygones réguliers isopérimitres, celui du
plus grand nombre de cétés a aussi le plus grand apothéme,

Soil p e périmétre commun; soient a el &’ les apothémes des deux
polygones réguliers dont e premier a le plus de cotés : i nous appe-
lons p7 le périmétre d'un troisiéme polygone régulicr, ayant antant de
¢Olés que le premier el méine apotheme a’ que e second . dontp” est
le périmétre, it suil du théoréme précédent (n° 49) quon awra p'< »
Maisp 1 p" il a . a’; done puisque p > p’, on a aussi a>a’ et 2707~
2=a’.

Scnorie b De deuz polygones réquliers, de méme rayon v, celuiqui a
de plus grand nombre de cétés a aussi le plus grand périmétre 3 comme
approchaut plus que Fautre de la civeonférence circonserile.
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11. Réciproquement, de deurx polygones riqulicrs isopérimétres, celui
du plus grand nombre de céiés @ le moindre rayen. 11 aurait le plus
grand périmétre, s'il avait le méme rayon que l'autre ; il faut donc
(ue son raven diminue.

21. Prorositioas. Yoici plusicurs propositions a démonirer:

1. De tous les parallélogrammes , de méme base et de méme hauteur,
le rectangle est celui de moindre périmétre. Réciproquement, de tous
les parallélogrammes isopérimétres, de meéme base, celui de plus grande
hanteur est Je rectangle,

1. La fleche est i la fois le maximum des distances de tous les points
de Parc 4 Ja corde , et le maximun de toutes les parties des rayons, si-
tuées dans le segment.

III. Sidu centre on abaisse une perpendiculaire a la droite hors dn
cercle, les parties de cclte perpendiculaire entre la circonférence et la
druite, sont la plus petite etla plus grande distance entre ces deux lignes.

1V. De toutes les droiles terminées 3 deux circonférences, I'une hors
de I'autre, la plus grande passe par les deux centres et la plus petite
fuit partie de la plus grande.

V. Lorsque deux cercles se coupent , de toutes les droites menées par
I'in des points d'intersection et terminées aux deux circonfércnces , ba
plus courte est la corde commune et la plus longue est parallcle & la
droite des centres.

VI. Unc droite étant donnée i volonté sur un ¢oté d'un angle tracé,
quel est sur I'antre ¢dté le point o I'on voit la droite proposée sous un
angle maximum ct on elle parait la plus longue possible ?

Vii. A un triangle donné circonscrire le triangle de périmétre maxi-
mum , ce triangle étant équilatéral ou semblable A wn triangle donné.
(Cela revient 4 décrire des segments capables , en ayant égard 3 V.)

VIIL Znscrire dans un parallélogramme donné , le quadrilatére de pi-
rimétre minimum. (La figure inscrite est un parallélogramme (a° 8), qui
se réduit 3 un lesange ou 3 un carré , suivant que la figure proposée cst
un reclangle ou un carré elle-méme.)

IX, Parmi tous les polygones réguliers inscrits dans un polygone ré-
gulier donné , ¢'est-a-dire ayant leurs sommels sur ses ¢diés, celui de
contour minimum joint les milieux des cdtés du proposé,

X. De tous les pulygones réguliers circonscrits & un polygone régu-
licr donné, celui de périmétre maximum a ses edtés perpendiculaires aux
rayons adjacents du proposé.

XI. Parmi tousles quadritaiéres demémesomme donnée desdeux diago-
nales , celui de moindre somme des carrés numcriques des cotés est un
rectangle , dans lequel on pent incliner les diagonales a volonté . sans

que la somme minimum change ; mais alors le carré aura un périmétre
maxsmuon,
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De la Transformation des figures.

22, La transformation des figures consiste a leur donner une forme
plus simple et micux appropri¢e & certains usages utiles , sans aliérer
leur élendue; en sorle que la nouvelle figure soit équivalente a la
proposée, du moins avec une approximation suffisante. Le plus sou-
vent la nouvelle figure doil élre un rectangle ou carré , un parallcli-
pipéde rectangle ou un cube.

La transformation peut sousent s'opérer par transpesition de par-
ties, ce qui rend I'équivalence complétement évidente. Clest ainsi que
I'on procade parfois dans les arts et méticrs, comme pour Uélofle qui
doit faire un habit , comme pour la feuille d’acajou que I'ébéniste doit
couper en moreeaux dont le rapprochement fasse un rectangle , cle.

23. TransposITION DE PARTIES. Voici plusicurs exemples remar-
qnables de celte sorte de transformation. (Ce sontl des théorémes fa-
ciles a démontrer) :

I. Toul parallélogramme ou triangle ou Lrapéze peut se changer en
un reclangle ¢quivalent , mais de moindre contour.

It. Les quatre triangles égaux, composant un triangle quelconque,
peuvent former trois parallélogrammes équivalenls a ce dernier et
dont deux ont chacun un périmeétre moindre que le sien.

IIT. Tout quadrilatere se change , par simple Lransposilion de par-
ties, en un rectangle équivalent ; mais dentle périmétre n'est moindre,
du moins avee évidenee, que pour le quadrilatére concave.

IV. Les carrés faits sur les cotés de Pangle droit de toul triangle
reclangle, sc divisent en parlics formant le carré construit sur I'hypo-
Lénuse. (Pour la démonstration, les deux premiers carrés doivent élre
hors du triangle ¢l le troisieme carré doit le renfermer).

V. Tout carré s¢ compose de deux carrés, plus ou moins le deuble
reetangle compris sous les ¢olés de ces dernicrs. EL si dans le trapéze
isocele , tes diagonales sonl perpendiculaires entre elles , ce trapéze
peut se diviser en trois parties dont Farrangement donne le carré fail
str fa hauleur {ce carré ayant un contour moindre).

VI. Deux carrés inéganx el concentriques ont pour différence
quatre triangles reclangles ¢gaux, formant, par lenr rapprochement,
un scul rectangle. (De la, sia, b, ¢, sont Phypoténuse ct les colés de
I'un des quatre triangies rectangles , il vient o? = 8 4 ¢%).

VII. De deux carrés égaux on peul faire nn rectangle ou un carré
¢suivalent . de contour moindre. Réciproquement , les parties de ec
dernier peuvent former les deux premiers carrés.

VIII. Avec un hexagone H symétrigue . on compose aisément un
parallélogramme ¢quivalent , ayant pour base la dizgonale a qui re-
tranche un Lriangle de 11 ¢t pour hauteur la distance 4 de celte
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diagonale auw sommet le plus élvigné du pentagone restant ; d'on
Vaire I = ad.

1X. Avec un octogone symétrique on peul faire un hexagone symé-
trique et un parallélogramme , en transposant les parties.

X. On peut de meéme, avee cing parallélogrammes ou cinq carrés
£gaux , mis en croir, faire un parallélogramme ou un carré équivalent.
{Les sommets de la croix sont ceux d'un oclogone symétrique ¢quiva-
fent aux 7 cinquiémes du parallélogramme). Réciproquement , tout
parallélogramme on tout carvé peut se diviser en parties formant cing
parallélogrammes ou cing carrés égaux.

XI. Une simple transposition de partiesdonne un carré équivalent,
pourvu que la hase soit noitié de la hauteur ou égale a elle dans le
triangle ou le parallélogramme et le losange , que ka hautenr vaille la
demi-somme des bases dans le trapéze el que , dans le quadrilatére ,
une diagonale soit la demi-somme de ses distances aux deux sommets
opposés.

XIIL. Tout polygone régulicr peut se diviser, de plusieurs maniéres,
en parlies dont le rapprochement forme un rectangle équivalent | et
celui-ci peat se changer en un autre , de hauteur double ou triple, ct
méme en un carré , si le rapport de ses deux dimensions est un carré
numérique. Quand ce rapport est 6175, il en résulte un hexagone
régulier.

XIII, Avee sept hexagones réguliers ¢gaux, on peut en composer
un seul , par simple transposilion ; ¢l réciproquement , on peul di-
viser tout hexsgone régulier en parties dont les rapprochements don-
nenl sept hexagones réguliers égaux.

XIV. Soit P un prisme obligue (pouvant étre un cylindre); soit bsa base,
k sa hauteur, @ une aréte latérale et b la section plane perpendiculaire a
celte aréte : les deux parties de P, qui en résultenl, peuvent se réunir
en un prisme droft P, équivalent & P, de base ' et de havleur a, ayant
une surlace totale moindre que eclle de P et moindre somme d'arédtes.

Comorraine. 11 est clair que les deux angles («h) el (b4} sont égaux et
quainsi h = a cos (ah) el b’ = b cos (ah) : donc bk == ab’. Mais on sait
que P* = ab’ = bk ; donc aussi P = bh. Tel est donc un moyen, égale-
ment trés-simple , de parvenir-aux expressions des volumes de tout
prisme ct de tout cylindre.

Scwoure. Si P est un parallédlipipéde oblique , P* sera un parallélipipéde
droit équivalent , et cclui-ci peul se changer, par simple transposition ,
en un paraltélipipéde rectangle P, de surface totale moindre que celle
de P’ cL de¢ moindre somme d'aréles. De sorte que la surface totale et la
somme des douze aréles ront en disminnant, en passant de U é son équira-
lﬂﬂf I, de P* @ som équiralent P ot méme de I’ au cube équivalent ; ce
{qm cst remarquable,
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XV. Soit P un prisme trongué(pouvant dtre un cylindre); soit b sa base,
ayaul un centre de syméirie , aussi bien que la section ', non paralléle
b, Soit @ la droile qui joint les deux centres de symétrie et n le nombre
des arétes latérales , celles-ci ayant par conséquent na pour somme : si
par le centre de 4 on méne un plan paralléle 3 b, il en résuliera un
[_rrisme P’ équivalent i P ; car la portion ajoutée 2 P est symélrigue ct
¢quivalente & la portion retranchée. El de méme, les surfaces latérales
de P et de P sont équivalentes.

24. Simrurication ves viavnes 1. La simplification des figures se pré-
sente dans les arts ct surlout dans lagriculture , soit pour faciliter le
labourage des terres , soit pour diminuer les frais de cloture » d'un pré,
('un jardin, ete. Car sous la méme clendue superficiclle , une figure
Plus simple peut avoir nn contour plus petit , comme on I'a déja vu pour
le rectangle équivalent au triangle et au trapéze.

H. Pour que Femploi de la charrue soit le plus commode possible ,
dans la culture des terrains , il faut que le champ soit un rectangle , un
parallélogramme, un trapéze ou composé de plusieurs trapézes de méme
hauteur, mis bout & bout , par des cdtés fntéraux communs. Mais divers
obstacles, qu’on ne saurait écarter, empéchent souvent qu'il en soit ainsi.

111, Lorsque ricn ne limite les opérations a eflectuer sur le terrain et
que toules les conditions de ta simplification peuvent se réaliser, il sera
utile & denx propriéiaires de remplacer, par un rectangle ou du moins
un parallélogramme dquivalent, le champ polygonal de I'un, enclavé
dans le terrain de Tautre. La base du parallélogramme cherché devant
se trouver sur le chemin adjacent au terrain, on pourra, daprés ic me-
surage des aives , avoir égard 3 la différence des rapporis annuels , si
tlle exisle , d’aprés des estimalions exactes,

IV. Si le terrain polygonal est un quadrilatére quelconque , on e
change en un triangle équivalent, ayant pour hase une diagonale el
pour sommet le point obtenu en prolongeant, hors la figure, fa pre-
micre partie de l'autre diagonale, d’une longueur égale & la seconde
partie. Tel est le procédé le plus simple ct le plus exact, pour transfor-
nicr Te quadrilatére en un iriangle équivalent.

Mais si I'en veut avoir un parailélogramme équivalent au quadrilatére,
il fandra d'aberd se donner la longueur de la base, si elle n'est pas dé-
terminée par des condilions particuliéres; puis [a hauteursera quatricme
proportionnelle a ta base, une diagonale du quadrilatére et la demi-
somme des distances de cette diagonale aux deux sommets opposds.

¥, Si le terrain cst polygonal , d'au moins cing ¢bdlés, on pourra cn
mesurer d'abord I'étendue superficielle et calculer ensuite la hauteur du
parallélogramme équivalent. EL si des obstacles empéchent le mesurage,
sur lc terrain méme, on lévera le plan de celui-ci : on trausformera le
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polygone résultant sur le papier. en un riangle . puis en un reclangle
équivalent , que F'on transportera sur le terrain, par un rectangle senm-
Ulable. Mais ici les causes d'erreurs sont bien plus multiplides que sur le
terrain; et il faut des précautions pour avoir une apgroximaliun suffisanle
qut reste d'ailleurs inconnue.

Yl. On démonire que les paralléles aux deux dreiles joignant les
milteux des cotés opposés de tout quadrilatére, menées des extrémités
de celles-ci , déterminent le parallélogramme équivalent & ce quadrila-
tére. Ce moven de simplification ¢st remarquable et il exisle un moyén
analogue pour changer tout prisme quadrangulaire en wa parallélipipede
équivalent,

23, Maxinvus er mNinuns [ La recherche des mezimums et des
minimums de certaines grandeurs géomélriques , qui peuvent carier
d’aprés des conditions ¢noncées, se¢ présente dans la transformation
des figures. Par cxemple, il scra utile de transformer un verger trian-
gulaire ou quadrangulaire, demi-cercle on secteur eirculaire , en un carré
équicalent; parce que e contour de ce carré ¢lant loujours moindre
que celui du verger proposé, la dépense, pour clore le carré ou pour
cntretenir celte cléture, sera toujours plus petite.

Il. De méme, si unc somme d'argent est destinée & payer le mur
qui doit entourer le verger a ¢établir dans wvne propriété ; ce verper
ne devra étre ni un triangle, ni un secteur circulaive, ni un demi-
cercle , ni un parallélogramme. ni un trapéze, ni enfin un quadrita-
tere quelconque, pour le meilleur emploi de la dépense proposée ;
mais il devra étre un carré, Cest qque le carré est plus grand que tonte
figure plane ixopérimétre, de deur, trois ou quatrecstés{en ohservant que
le demi-cercle et le secteur circulaire sonl des figures planes mirtes |
de deux et trois cotés).

Cest ce qu'on démontre ais¢ément, par Ie caleul , i I'aide des expres-
sions des aives, pour le demi-cerele, le secteur circulaire, le trian-
gle, le rectangle, le parallélogramme, le losange ct l¢ trapéze.

Quant au quadrilatere, obscrvons d'abord que de tous les triangles
doméme base el de hauteur comstante , celui de moindre périmétre est
dsncéle, en vertu du n° 8. Ainsi done. pomr que ce triangle isocele
devienne isopérimétre avec tout autre triangle, de méme base , cest-
a-dire pour quec son périmeélre devienne plus grand, il fant que sa
hauteur augmente . ct par suite son aire , puisque sa base reste cons-
lanle. Donc le triangle isocéle est plus grand gue tout triangle isopérimé-
fre, de méme base.

Cela posé , parmi Lous les quadrilatéres dont le contour C est con-

stant. soil Q celui de plus grande élendue superficielle : si deux colés
conséculifs n'étaient pas égaux entre eux, ils seraient cotés latéranx
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d'un triangle . ayant pour base une diagonale de Q, et ce triangle
serait moindre que le triangle isocéle isopérimetre, de méme base:
il existerait donc un quadrilalere, decontour C et plus grand que Q;
chose absurde. Done deux cotés conséeutifs quelconques et par con-
séquent les quatre colés du quadrilatére maximum Q sonl égaux
entre eux : déja ses angles sonl droits, puisque le carré est plus
grand que tout losange isopérimetre; done ) est un carré.

III. Réciproquement, parmi toutes les figures planes équicalentes
de deux, trois ou gquaire cétés | Ie carré a le wmoindre contour. Ce carvé
serait le plus grand , s'il élait isopérimétre avee chacune : done powr
lui devenir équivalent, son périmétre doit diminuer. {Ce théoreme
est appliqué dauns le premier exemple ci-dessus, ot pour aveir le cote
du carré, il faut extraire (a racine carrée de la valeur numeérique de
la figure plane proposde).

IV. Bien que le contour du rectangle soit moindre que eclui de
tout triangle , trapeéze, paraliélogramme et losange équivalent, ¢t
réciproquement ; it existe néanmoins un losange équiralent a un rec-
tangle donné et de contour moindre : ¢'est le losange avant une diago-
nale commune avec le reclangle.

V. Parmi tous les quadrilatéves formés avec quatre cétés donnés, dont
deur opposés sont ¢gaur, le p!us yrand est le trapéze isocéle.

Soient a ct & les deux colés apposés inégaux L cla valenr de chacun
des deux cotés ézaux el opposés. Supposons a > b; soienl x et y les
prolongements des cotés ¢ jusqu'a leur rencontre ; soient 2 el ¢ les
deux triangles résullants, ayant un angle commun compris par les
cotés z cl y, dans le premicr ¢ el par les ¢olés ¢ = r, ¢ + y, dans le
second . Ona

cit ety oy
Soil Q le quadrilatére formé avee les quatre cotés donnés : il est clair
que Q¢ —t el quainsi la praportion précédente fournit
Qit=cletr+4y]: 2y
Dailleurs on sait que pour l'aire ¢ ¢n fonction de ses cotés b, rel y,
ona
16 ' = 4a*y* — (2% 2 — B
Eliminant ¢ et posant x = n -} v, y = n - v, on trouve
— 1 2 ‘2 4 (‘2’_1‘2-"_.——2!’-!— b’ ,P
=1 (c* + 2en) —_ = {
On voit que le maximum de Q répond i e =), cest-a-dire it x =4y,
doute + x— ¢ «+ y. Les deux triangles f et " sont donc alors iso-
celes; b est paralléle d a | et par suite l¢e maximum Q esl un trapéze
isoréle. Ce qu'il fallait démontrer.
D'ailleurs soicnt A et B les deux angles du quadrilatére Q, adjacents au
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cdié a : ce quadrilatére élant décomposé en deux triangles reclangles ,
dont les hypoténuses sont les cotés ¢, et en un Lrapize reclangle, on
Lrouve aisément, pour Yaire Q,

2 Q = ac {sin A -+ sin B) — ¢*sin{A |- B).
Les deux angles A el B étant variables, soit posé A = r+rcl B—=pr—r:
il est clair qu'on aura

2 Q =2ac sin v cos r — ¢*sin 2.

Si donc v a la valeur qui convient au maximum de Q, on veit que ce
maximum avra lieu dés que cos x aura sa plus grande valeor 1, clest-a-
dire dés qu'on aura # == 0 jd'on A = B == r; par suitc le quadrilatére
maximum est le trapéze isocéle. On a, en effet alors
Q = (a —c cosv) ¢ sine = } (@ -} a—2¢ cosv) ¢ sin v = § (a-}-b)csinr,

V1. Le polygone réqulier est plus grand que tout polygone isopérimétre,
d’un méme nombre n de cbtés.

Soit P le polygone maximuin parmi tous ceux de chacun n ¢otés et
de conlour invariable C : en vertu de ce qu'on a vu {1i), P doit étre
équilatéral, et d'aprés ce qu'on vient de démontrer (V), P doit étre
équiangle : donc le polygone maximum P ext régulicr,

VII, Réciproquement , parmi les polygones équivalents, d’un méme
nombre n de cétés , le polygone réignlier P a le moindre périmétre, Car si
le périmetre C étaitle méme pour tous les polygones de = cotés, le
régulier P serait le plus grand; et P doit diminucr, pour devenir
équivalent a chacun d'eux. Or, cela exige que le contourde P diminue;
done , etc.

VII. De deur polygones régulicrs de méme apothéme, le plus petit
est celus gqui a le plus de cétés 5 car il a le moindve périmétre (n® 19;.

IX. Réciproquement , si dewx polygones réquliers sont équicalents
celui de plus de cités a le moindrecontour ot lepius grand apothéme Car si
Papothéme était le méme, le polygone de plus de cotés serait Ie plus
petit; cet apothéme doit donc augmenter, elc.

X. D¢ deuxr polygones riguliers vsopérimitres, celut quia' le plus de
cotés est le plus grand. 11 serait le plus petit, si Papothéme était
le méme; il faut done que son apothéme augmente, non-sculement
jusqu’i ce que ce polygone régulier, de plus de colés, soit équivalent
it Fautre, auquel cas son périmétre serait moindre que celui du second;
mais jusqu'a ce que les deux périmetres soient égaux.

XI. ZLe cercle est plus grand que tout polygone réynlicr isopériméire | et
réciproguement. Car le cercle est le polygone régulier du plus grand

nombre de cotés.

Plus généralement, une figure plane, mixte ou curviligne, pouvant
élve regardée comme un polygone re:tiligne , d'un nombre infini
de cOlés, infiniment pelils, et le polygone régulier du nombre infini
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nde edlés ¢tant un eercle ; il suit de (VE el VII), d° que le cerele ost
plus grand que toute figure planc isopérimetre; 2* que la circonférence
est motndre gue le contour de toule figure plune équivalente au cercle.

Ainsi la plus grande ive plane enfermée par un contour de J000
metres , est Paive du cercle dont le rayon vaul 1000 : 2,

XIL Les propriétés de maximums et de minimums , dans les figu-
res planes , sappliquent évidemment aux prismes et aux cylindres,
dont ces figures sont les hases. Cest done pour économiser, le plus
possible, la matieve, que 'on Faitcylindriques, plutét que prismatigues,
soit les puits ou les réservoirs d'eau, soit les tuyaux deslings i 'écou-
lement des eaux , au passage de la fumée des poeles, ete. Si done on
veut ¢lablic un réservoir d’eau, ayant { métre de profondeur et 50
métres carrés de surface du fond, dont le pavage contera 20 centimes
le décimetre carré . tandis que le mar latéral sera payé 10 centimes ;
il faudra, pour diminuer le plus possible la dépense, non-seulement
que le fond soit une figure véguliére, mais qu'il soil un cercle el fe
réservoir, un cylindre droil,

XIII. De tous les polygones de n eités chacun el inscrits dans le méme
cercle, le plus grand est régulier (® {4). Réciproquement , de tous les
polyqones de n cotés chacun ct équiralents entre enx , tous inscriptibles i
diférents ecrcles, le polygone régulicr a le mmoindre cercle circonscrit, Car
la circonférence de ce cercle est 1a plus petite (n° 135),

X1V. Parmi tous les polygones, de chacuun cités et circonscrils & un
méme cercle, le plus petit est régulier (n° 17). Réciproquement , parmi
les polygones, de chacun n cités, équitalents entre eur el tons circonserip-
tibler G differents cercles , celui die plus grand cercle inscrit est régqulier.
Car la circonférence de ce cercle est la plus grande (" 18).

ConorLaime. Dela et d'apres [a méthode des projections, on démontre
quela plus grande table elliptigue que T'on puisse couper dans une
feaille triangulaire dacajou, louche les cotés du triangle chacun i
son milieu ; son centre coincidant avec le centre de gravite du (rian-
gle. (voyez dailleurs p. 244, tome VII de la correspondance mathe-
malique , ctc.)

XV, Dans les arts de construclion, on emploie svuvent les anses de
paniers d trois centres (demi-ovale}, pour les profils soit des rorites soit
des arches des ponts. Ces courhes devant présenter desformes agréables
d la vue, on est conduit naturellement & chereher quel doit 8irele rapport
m du rayon de l'arc moyen & celui de 'un des deur arcs extrémes, pour
que U'anse de panier, dont on connait la base et la montée, soit In plus
uniforme possible ? Cela aura lien évidernment quand le rapport m sera
un minimum ; or, on calcule ce minimum ct I'on construit l'anse de
panier cherchée, par Ia résolution d'une équation du second degré.
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XV1. Cest aussi par unc équation du second degré que Uon résont le
probléme des alcéoles des abeilles et que I'vn reconnait Yinstinet admi-
rable de ces inscctes utiles, qui leur fait ¢conomiser la cire, de la wa-
ni¢re Ia plus avantageuse,

XV1L. Parmi tous les corps géoméiriques de méme surface, la sphére est
12 plus grande, et réciproquement. Ces deux propriétés peuvent recevoir
d'utiles applications : elles sont démontrées, aussi bicn que XV et XVI,
dans la géométrie, 2° éditivn.

XVIl. On démentre que, 1° le plus grand de tous les gquadrilaiéres,
ayant les mémes diagonales vespectives D et I, est celui ot I'angle (DD’)
est droit; 2¢ j] existe une infinité de ces quadrilatéres maximums, dont
un scul losange, ayant le périmétre minimum; 3¢ le carré est le plus
graud de tous les quadrilatéres de méme somme 2 des diagonales, ot
réciproquement ; 4° le plus petit polygone régulier, inscrit dans un
polygone régalier semblable, joint les milicux des céiés de celui-ci;
% le plus grand polygone régulicr, circonscril 3 vn polygone régulier
semblable , a chague cdté perpendiculaire au rayon adjacent ; 6+ Ie plus
grand de tous les quadrilatéres, formes avee trois cOiés o, b, ¢,
donnés numériquement , est inscrit dans le cercle dont le diamétre est
le quatriéme coté incennu x, ct celui-ci se caleule par I'équation ho-
megéne

2 — (a5 4 ¢) £ — 2abec ==0,
facile A rdsoudre, lorsque deux cdtés sont donnés cgoux,

20. Coneanatsox nrs Ficurrs. Clest par le mesurage que l'on facilite fa
comparaison ctla transformation des figures ; mais le mesurage w'est pas
tonjours nécessaire, comme on le voit par ce qui précéde. Voiei une
suilc de proposilions , plns on muins remarquables, A élablir sur la com-
paraisen ct Ia transformation des figurcs :

1. Si Fon a une suite dc quadrilatéres, dont chacon ait pour sommets
les milicux des cdlés de celui qui le précéde immédiatement; I° leurs
aires deviennent de denx en deusx Fois plus petites ; 2° i le premier est
quadrilatére quelconque, convexe ou concave, tous les autres seront des
parallélogrammes ; 8 si le premier est un reclangle, le second scra un
lusange, le troisiéme un rectangle semblable au premier, le quatriéme
un losange semblable au second , etainsi allernativement ; 4- si le pre-
micr est un losange, le sccohd scra un rectangle, le troisiéme un
losange semblable au premier, le quatriéme un rectangle semblable an
sccond, ct ainsi aliernativement; 5° cnfin, toules les figures sont des
carrés, si la premiére en cst un,

IL. Lorsqu'unc suite de quadrilatéres cst formée en menant par les
sommets de chacun des perpendiculaires 3 ses diagonales adjacentes 5
1°si le premier est un quadrilatére quelconque, convexe ow concave,

. G
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taus les antres sont des parallilogrammes, devenant de deux en deux
“fois plus grands que lui {de sortc que i deux quadrilatéres étaient sem-
Bblables, il en serait de méme des deux paraliélogrammes doubles) 5 27 si
le premier est un reclangle . le second sera un losange , le troisiéme un
rectangle semblable an premier, le quatriéme un losange semblable
au second , et ainsi alternativemént ; 3° si le premier est un losange, le
second sera un rectangle. le troisi¥ne un losange semblable an pre-
mier. le quatriéme wn rectangle semblable an second, ct ainsi alierna-
tivement ; 4° enfin, dans chaque série, les figures deviennent de denx
en denx fois plus grandes (1). On anrait aussi un lasange, si I'on menait
les perpendiculaires sur les diagonales non adjacentes du rectangle.

11, Soit T wn triangle rectanple quelconque : si la somme des deux
cdtés de I'angle droit et la moyenne proportionnelle entre eux, sont I'by-
poténuse ct un coté d’'un second triangle rectangle ; la diagonale du
carré fait sur le troisiéme coté de ce second triangle sera le ¢dté du
carré équivalent i I'hexagone formé en joignant, par trois droiles exté-
ricures, les sommets des carrés construits extéricurement sur les colds
du premier triangle T.

Si T est équilatéral, 'hesagone vaudra le rectangle dont les dimen-

sions sonl le ¢t de T et son périmétre augenté du cdié du triangle
équilatéral 3 T.
. Pour lelosange, de colé ¢ et de hauteur A, l'octogone résultant est
symétrique et équivalent auw rectangle ¢ (4¢ 4 34). Suivant que le plus
petit angle du losange vaut 30° ou 90°, I'octogone symélrique vaut ; ¢*
ou 7,

1V, Connaissant numériquement, dans un quadrilatére, unc diago-
nale, les projections sur elle des deux parties de 'autre diagonale et
I'une des deux droites projetantes, caleuler aire du quadrilatére,

V. Dans tout parallélipipede I', Ie plan qui joint les milieux de trois
ardles conligues, retranche le étracdre, quarante-huitiéme de P,

VL. Les milieux des douze arétes de tout parallélipipéde sont les som-
mets d'un polyédre symétrigue, qui en esLles 5 sixiémes et qui se lrouve
compris sous huit triangles et six parallélogrammes, lesquels sonl régn-
{iers pour le cube.

V. Loctaédre dont les sommets sont les centres des six faces de
tont parallélipipéde P, en est le sixiéme. Dans le cube, l'vclaédre est
régulier, et symétrique dans tous les cas.

VIl. Les milicux des arétes de tout prisme triangulaire sont les 9
sommets d'un polyédre deonze faces, équivalent aux 3 quarts du prisme.

IX. Les cenlres de gravité des faces de tout prisme triangulaire sont
les summets d'un hexaedre, douziéme du prisme.

X. Le tétraédre avant pour base le triangle qui joint les centres de
gravité de trois faces adjacentes , dans tout prisme Lriangulaire . et nn~
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sommet le point commun A ces Lrois faces, cst Ja dix-huiliéme parlie
du prisme. (Théoréme analogue pour le paraliélipipéde).

XI. Dans tout prisme régulier hesagonal, les centres des huil faces
sont les sommets d'un dodécaédre symétrique inscril, quart du prisine
et terminé par douze lriangles réguliers égaux , quand la baulcur du
prisme est double de I'apothéme de la base. -

XH. Dans tont tétraédre, les milieux des six cdtés sont les semmets
d'un octaédre sous double, lequel est régulier avec le "Létraedre.

XIII, Dans Lout télraédre , les centres de gravité des quatre faces sont
les sommets du witracdre inversement semblable ct 27 fois plus petit,
mais régnlier avec lui. On a dong ainsi une suite décroissante de tétraé-
dres, alternativement semblables, inversement et directement, ayant
tous le méme centre de gravité , vers lequel ils tendent sans cesse.

X1V. Dans toute pyramidc réguliére , les centres de gravilé des faces
sont les sommets d'une scconde pyramide régulicre, inversemenl sem-
blable A la premiére et équivalente au vingt-sepliéme de cctle premiére.
On a donc ainsi une suile décroissanle de pyramides réguli¢res , alter-
nativement semblables, inversement et dircctement , ayant toutes le
méme centre de gravité et devenant de 27 fois en 27 fois plus petites.

XV. Construisant un prisme triangolaire sur 1a plus petite face d'un
tétracdre quelcongue , prise pour base, el sur {e tiers de I'ardte latérale
adjacente; ce ‘prisme vaudra le tétraddre et aura une surface totale
moindre.

XVI..Sur le triédre opposéala plus grande face latérale de tout prisme
triangulaire,, on peut construire l¢ paraliélipidéde équivalent, mais de
surface totale plus petite.

XVII. Soit P le volume, S la surface et 122 la somme des douze ardtes,
dans tout parallélipipéde ; I'une quelconque de ces trois choses dtant
donnée invariable, il y 2 maximum ou minimum absols pour chacune
des deux aulres, quand P est un cube. (Théorémes analogues, pour
le tétraédre rectangle.)

Ces théorémes regoivent plusicurs applications utiles; et par exemple,
on peut construire le coffre de fer, ayant un métre cube de capacité, dont
le poids et le prix soicnt les moindres possible, quand le paroia partout
% millimétres d’épaisseur,

XVIIL. 1. octaédre compris sous un hexagone régulier, trois carrds ot
quatre triangles équilatéranx, toutes ces figures ayant le méme colé,
est décuple du tétraédre régulier fait sur ce coté.

X1X. Connaissant numériquement le rayon de'la base et le coté latéral
d'un cylindre ou d’un cdne droit, on peut caleuler le rayon de la sphére
dont la surface vaut celle du cylindre ou du céne, et vérifier quc son
volume est plus grand quc celui de chacun de ces derniers.
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XX. Lesfaces latérales d'un cube, dont e cdlé ¢ est donné, sont d'une
substanee parfaitement flexible et inextensible, pouvant se séparor li-
brement par les cotés Iatéraux, On fait glisser parallélement i ¢lle-méme,
Fuue des bases, suivant I'axe immobile, jusqu'h ce que chague face la-
térale devienne une demi-surface eylindrique cireulaire, droite et exté-
ricure, puis I'on ferme la figure par quatre fuscaux sphériques égaux.
Quelles seront les expressions de la surface et da volume du corps géo-
métrique ou rase résullant ? .

Méme probléme lorsgue les denx bases coincident et que la fignre est
fermée par quatre portions de surfaces sphériques égales, comprises
chacune par deux petits cercles égaux, bases des cylindres droits résul-
tants, (Mémes problemes pour le prisme triangulaire régulier et équila-
téral).

XXI. Si les diagonales 2d d'un carré C limitent deux segments égaux
d'ellipse . d’hyperbole on de parabole , se coupant suivant la droite A
perpendiculaire an plan de G, et si de plus chacun des cdlés du carré
sc meut parallélement & lui-méme, sur les deux courbes adjacentes ; non-
seulement le volume G, limité par G et les quatre surfaces courbes ré-
sultantes, peut se mesurer et s'exprimer au moyen des valeurs nuing-
riques de C, d et A ; mais si h=d, on aura, pour les deux segmenis
éganx de parabole , G =3 Cd; et G =1 Cd ponr les deux demi-cercles
épaux. (h = d peut &tro le rayon du triangle équilatéral C et de trois
quadranis. Foyez a la p. 32).

Addition et Soustraction des figures,

97. Lorsque les figures, aires planes ou volumes, sont mesurdées et
¢valuces numériquement; on peut les ajouter et les soustraire imme-
diatement entre elles; ce qui se fait par l'addition ct la soustraclion
des nombres concrets, de méme nature, qui les représentent respec-
tivement. On peut méme, par l'extraction de la racine carrée ou de
Ia racine cubique du nombre résultant , obteniv le €0té du carré ou du
cube équivalent , soit i la somme soit a la différence des deux aires
ou des deux volumes proposes.

Mais si les aires ne sonl pas mesurées el que pour ccla il faille en
lever le plan; au lieu d'effectuer les mesurages, d'apres U'échelle de ce
plan, il sera plus simple ¢t méme plus exact d'opérer, par des tracds,
faits sur le plan lui-méme, les transformations des figures par voic
daddition , de soustraction, de mulliplication, de division ou d'ex-
traction de racine carrée ; ¢l cela au moyen de la régle et du compas
seuls. Voiei plusicurs exemples de I'addition ou de Ia soustraction
graphiques des figures planes, les plus simples.

1. SiTon ccut construire le paraliélogramme P équivalent a la somme
des denr parallélogrammes tracés ) et R ; on prend les hases inféricures
de Q et de R pour edtés latéraux d'un triangle T ¢t T'on prolonge les
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hases supérieures jusqu'a leur intersection : la base de T ct la droite,
prise ¢gale et parallele 2 celle qui joint Fintersection au somnet de T,
sont les deux cotes contipus du parallélogramme cherehié P, valant
Q+ R. Cest ce qu'on démonlre aisément.

It est clair que Q et R pourraient étre deux rectangles ou deux lo-
sanges : s'ils sont deux carrés, T ¢lant rectangle au sommet, P sera
le cavré fait sur Phypoténuse de T, ¢t co carré P vaudra la somme des
carrés Q et R, faits sur les dew.r autres cotés.

Tel est l¢ moyen le plus simple de parvenir a la refalion des trois
earrés, faits sur les cotés du triangle rectangle. Cetle relation impor-
tante el les expressions des aires des carrés fournissent toules les re-
lations entre les droites numériques dans les triangles, rectangles
ou non,

IL. 8i Fon reut construire le parallélogramme P équicalent i la diffs-
rence des denx parallilogrammes donnés Q et R, il sera plus exact
d'opéi er sur leurs dimensions. Désignant doncpar a et b, c et d, les
dimensionsconnues de Q et de R, celles inconnues de Pétant désignées
parsely, puis sous-entendant les unités set », la relation P=Q—R
devient ryy —ab — cd—a (b —cd; a)=a (b — z), en posant z =
ed aoua.c..d: s

On sait construire la droile s , qualritiae proporvlionnelle aux trois
droites données a, ¢, d, {car il faut bien remarquer que lc diviseur
disparait ¢t que lcs Lermes de la proportion numérique a i e i d 2 =
sont devenus des droiles réelles); on sail aussi construive la droite
h=0>b— 5; d'ott zy = ah.

Ainsi il existe une infinité de parallélogrammes P ¢quivalents i
Q — R ou & ah. Mais si 'on se donne la base ¢ de P, sa hauteur y sera
déterminée par =t @ 11 A& y el P pourra se construire, arec mne
forme entiérement arbitraire 3 P pourra done étfe un rectangle , ce ni
est plus simple, ou dtre semblable & un parallélogramme donné, Q par
exemple. Dans ce dernier cas, enauradobordz S a 2ty 1 b, et s
me scra plus arbitraire. .

111, On sait tracer le triangle ¢quivalent 3 toul polygone rectiligne

-tracé ; on sail aussi, par la moyenne proportionnelle entre les deux
dimensions du {riangle , déerire le carré équivatent au pelygone. On
peut donc , avee le compas ct lu régle , tronrer le cité du carré équira-
lent & la xomme ou a la différence de doux figures plunes vectiliynes quel-
congues. Cela revient, en effet, & construire le triangle rectangle
dont deux eotés soient ceux des carvés équivalents aux deux fgures
données.

1V. Et puisque les figures semblables sont représentées par les
carres falts sur leurs eotés homologues, on voit que, dewr figures.
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semblables blant données, on sait en construire une troisiéme , semblable
d elles et équiralente, soit & leur somme sout G leur diffsrence. Chaque fois
les cdtés homologues des trois figures semblables sonl ceux d'un
triangle rectangle ; bien facile 3 tracer, puisque I'on connait deux de
ses ¢olés et que Pon cherche le troisiéme , sur lequel on sait déerire
la figure demandée. On voit méme que Phypoténuse et les deux pro-
Jections surclle représentent respeclivement les trois figures semblables
proposces.,

Y. En général, on peut tracer la figure semblable & autant de
figures planes semblables qu'on voudra et équivalente & leur sommne
ou a leur différence. Car la construction qui réduit deux figures i une
seule , en réduit trois a4 deux , qualre & trois , etc. Les figures sem-
blables pourraient étre des cereles , des demi-cercles , des secteurs
ou des segmenls circulaires , etc.

De pareitles transformations sont utiles ; car au licu de Ffaire con-
struire denx réservoirs d'eau , a bases circulaires inégales et de méme
profondeur, il y aura économie de n'en faire élablir qu'un seul ,
de capacité équivalente 2 la somme de celles des deux premicres el
de méme profondeur.

VI. Avec plusicurs figures planes donnces, rectilignes ounon , on
peut en construire uneantre ¢quivalente i leur somme ou i leur diffé-
rence 5 la figure cherchée étant un rectangle de base donnée , un
triangle ¢quilatéral , un earré, un polygone régulicr ou un cercle. Le
compas ct la régle suffisent i cet effet ; mais on n'a ainsi que des ap-
proximitlions dont le degré reste inconnu ; et pour peu que les con-
structions , aveg ces deux instruments , ne soient pas trés-simples , le
calcul est toujours priférable; parce que son exactitude est certaine
ct que les errcurs ne provicnnent que du mesurage des données de
la question. :

VII. Si a ¢t bsont deux cotés adjacents d'un parallélogramme quel-
conque P ; les bisseetrices de ses angles , tant intérieurs quextéricurs
déterminent deux rectangles R’ et R, concentriques avee P, ayant
les eotés respeclivement paralleles et les diagonales égales da — b et
a a4 b. De plus, la différence R — R’ vaul 2 P,

Suivant que P est un reclangle , un losange ou un carré, R et R”
sont deux carrés ; et dans les deux derniers cas, R'=20.

Ne la résulte le moyen de construire le paraliclogramme 3 P équiva-
lent & la différence des deux reclangles proposés R et R'.

YIUL. Enfin,sia, b, ¢, d, sont des valeurs numériques , daprés la
méme unité superficielle s, de Phypoténuse et des trois autres faces
d'un 1étraédre rectangle, el que an, bu, en , dn , soient les hauteurs
des prisimes ou des tétracdres P, Q, R . S, denta, b,c,d, sont
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les bases 3 le premier P vaudra la somme des Lrois autres Q , R, S.On
peut done ainsi trouver la pyramide ou le prisme ou le cylindre ou le
cone équivalent 4 la somme de trois aulres, donnés.

Muitiplication: des aires.

27. 11 s'agit ici de construire le produit , connaissant le multiplica-
teur, nombre abstrait , ct le multiplicande , figure plane qu'on peut
toujours remplacer par le carré équivalent ; de sorte quon n'aura, lc
plus souvent, & considérer que des carrés.

I. C'est ainsi que pour doubler un carré, il suffit d'en faire va sur
sa diagonale. Mais si I'on considére une suile de triangles rectangles
tels , quiayant tous un ¢Oté commun, le second coté de chacun soit
¢gal a hypoténuse de celui qui le précede immdediatement ; les hypo-
ténuses suceessives , sile premier triangle est isocele , seront respee-
tivementles cotés des carrés double, triple, quadruple, quintuple, ...,
du carré fait sur e coté commun.

De cette maniére, on construitle produit d’une aire plane donnée par
tru nombre enticr quelcongue n; ce qui exige le Lracé de 2 — 4 hypo-
ténuses. Mais on abrége et Pon diminue les causes d'erreurs en obscr-
vant que lowt nombreentier, s’il'n'est pas un carré, est la soneme algéhrique
de trois carrés, aw plus. Ainsi29 =25 44,51 =36—4 — [ =25
+44+4—1,87=81+441F1=300—9—4, cle. On peut
donc tracer la droite égale a la vacine carvée de (oul nomhre enlier,
tel que 512, ete. Il y aura, tout au plus, 3 construire deux Lriangles
rectangles chaque fois.

11. Le muitiple Lrouve est un carre ; mais il pourrait étre une figure
semblable , soil i la figure proposcée soil & une aulve fignre , puisque
les polygones semblables, rectilignes ou non, sont représentés par les
carrés fails sur leurs colés homologues.

Par exemple, sila figure X cherchée doit étre semblable é la figure P
et valoir m fois la figure Q; il faudra, « ct b &élant les cotés des carrés
¢quivalents 3P ¢l 3 Q, construirec et x , dans

o' =mbletac i d; r,
d el = désignant les eotés homologues de P et de X. Connaissant x
on sait construire X. On pourrait avoir m =1 et P peul dlre un rec-
tangle , un parallélogramme , un quadrilatére, un triangle, un cercle,
un secteur circulaire , etc.

De plus, P, Q, R, &tant trois figures semblables, on sait con-
struire, {» P,si Qet Rsontdonnéesdans Q: P :: R:R;2° Qet R,
si P et les droites m ¢l n sonLdonnées dans Q4+ R =P 1 Q : R =
min, ouQ:P=P:R; 3 cofin, Y élanl semblable aux reis
P, Q, R, se construil d'aprés la proportion P: Q i R : Y.
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IH. Le mulliple demandé peat ¢étre une figure dissemblable i la
proposée , mais d'un meéme nombre de cotés, Ainsi pour m fois aire
d'on triangle, d’'un parvallélogramme ou d’un trapéze, il suffit de pro-
longer la base de m — 4 fois sa longueur, et une diagonale de m — |
fois , pour l¢ quadrilatere. Quant au cerele de vayon », le vayon x du
cerele s fois plus grand est donné parz=r " m,

IV. Pour démontrer que les drottes, joignant les sommets A, B, C,
d'un triangle ans milieus M , N, P des célés opposés, se coupent en un
méme point ; jl suffit de prolonger , hors du triangle, les droites AM
€l BN (s¢ coupant en O} des longueurs MD = MO ¢t NE = NO: on
verra aisément que CP passe par O. Prolongeant aussi CP de PF =10,
on verra que 30M = AM, 30N = BN ¢t 30P =CP: c'estlaun
moyen de diviser en irofs parties égales toule droite AM, tracie sur le
papier, On veeonnait. de plus , que les siz points A, B, (., D, E, F,
sont lea sommets ot ) le centre d’un hexagone syméirigue , doulle du
triangle ABC ¢t de contour égal aux 4 tiers de lu sonme des trois droites
AM , BN e CP. Le triangle ¢t Vhexagone sont régrldiers ensemble.

Connaissant lgs Lrois cotés, on peut zisément construire ou caleuler
les trois droites AM. BN ¢l CP. Mais réciproquemenl , ces frois
droites étant donnies , sl cn résulte les cétés et le triangle. On a , en cfiel,
en posanl AM=m , EN=mn ¢t CP=p,

4m® = 2AB? 4 20— BCY, | 9AB* = 4 (2m* + 2u* — pY),

dn? = QAR | 2BCY — ACY, | 9ACE = 4 (2w - Pt — 0,

4p" =2AC 4 2BC — AB% | 9BC? = 4 (20° 4 24 — m¥);
3 (AR 4- ACT 4 BCY =4 (m* 4 »* 4 pi).

Le point O, centre de Mhexagone, est dit le eenire de graeité ¢l micux
te centre des moyenncs distances du triangle ABC; parce que la distance
de O 4 une droite on & un plan quelconque est towjours lo tiers de la
somme algébrigue des distances de A . B et C,

Il est clair dailleurs que les trois droites AM, BN el CP divisenta
Ia fois le triangle en trois autres ou en Lrois quadrilateres, équivalents
enlre cux , ci Mexagone en trois paralliélogrammes équivalents.

V.Sid, e, f, sont des droiles qui joignent les sommets du triangle ¢
aux milicux des colés opposés et que ces droites soicnt les cotés d'un
autre triangle ¢, on démontre aisément que ¢ =13 ¢.Sidoncd o /=
2, on lrouve

D= 16 n({n — dj(n—e){n —f)

De plus, o étant la base de ¢, son sommel se Lrouve cn prolon-
geant, d'une longucur égale i la sienne , la droite qui joint les pieds
deeet f. 11y a done deux (riangles ¢, de méine base d, ¢l conséquem-
ment six riangles ¢, formant (vois parallélogrammes différents, bicn
(e cenx -ci valent chacun ;5 ¢
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On aurait le triangle triple du proposé ¢ et de meéme sommet , en
prolongeant Ia base de celui-ci et la droile qui joint le sommet au
milicst, chacune d'une longueur égale i la sienne.

Enfin, si U'on constrail le parallélogramme ABCD tel que le ¢olé
AB=2d, le cd1é BC =2e¢ ¢l la diagonale AC =2f; Ics droites joignant
le point A aux milicux des colés opposés BC cL CD, inlerceptent, sur
Ix seconde diagonale BD , Ja basc du tn.m[,lc ¢, dont A cst le sommet;
¢l de pluslaire ABCD = ﬁt

¥. 8i en suivant le contour d'un triangle ¢ ou d'un quadrilatere ¢ ,
on prolonge chaque colé de = fois sa longueur, # ¢tant cntier ou frac-
tionnaive , il en résultera les sominels d'un second triangle ¢ ou d'un
seeond quadsitalére ¢', pour lesquels on aura

f=t4+mnnt)tetgd=qg-+2n{n41)q.

Ce qu'il faut bien remarquer, c'est que si £ ¢t g sont réguliers ¢t de
méme oHlé ¢, ¢ et g sont aussi régulicrs, mais de cotés inégaux =
¢l y. De plus, on Lrouve alors

F=c+on(nd-1}ctely=c +2uin4 ) c.

Si done ¢ est pris pour unité, on pluldt s'il ¢st sous-entendu | il st

clairquen=—=1,2,35,4,5, ..., donne
2 =7,19,37,61,91, ...,et =05, 13, 25, 41, 61, cle.

1t est done facile de conslruire x et y. On peut supposer « fraction-
naire; cc gui donnera plusicurs nombres premices pour les numéra-
Leurs de 22 ¢l de .

VI.Soit I I'hexagone régulicr de cdlé ¢ : si ¢n suivant le contour, on
prolonge chaque ¢oté ¢ de » fois sa longueur, on aurales sommels
d'un second hexagone régulier H', de coté =5 d'ott il viendra simulta-

tanément
U=l4namtNlcta?=cdnn-41)c.

Pour n=14,2,3, 4,5 6,7,..., le rapport H : I ou #* : ¢* devient
3.7, 15, 24, 31, 43, b7, 70, ¢te. On peut aussi prendre » fraction-
naire.

La construction de hexagone régulicr clant (rés-simple ct ll'és-
preécise, aussi bien que celles du carré et du triangle ¢quilaléral ,
voit commneent i 'aide de la regle et du compas, on pent mtlltlplu,r.
par des nombres donnés, tout carré et par conscéquent Paire plane
(jue ce carré représente ; d'ot résulle aussi la multiplication des vo-
lumes {prismes ou cylindres, pyramides ou cones).

De la Division des figures.

28. La division des figures consiste b les partager chacune en par-
ties équivalentes entve elles ou proportionnelles , soit i des droites
conndes, soil a des nombres connns,
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Pe telles opérations se présentent dans les arts et méliers, comme
dans la division ct la limitation des lerrains , oit souvent les lignes de
division doivent satisfaire & cevlaines conditions d'utilité et de conve-
nance, ou d'économic ; telles que d'étre les plus courtes possible, soit
que les unes passent par des points donnés, que d'aulres soient paral-
Icles on perpendiculaires ades droites données de position, cte. Voici
Plusieurs curicux exemples, pour les arts et métiers :

L. On peut scier un morceau triangulaire d'ébénc en plusieurs qua-
drilateres équivalents entre eux. Les portions sont au fond des pris-
mes quadrangulaires équivalents, puisque le morceau trigngulsire a
toujours unc certaine épaisseur , partout la méme.

11. On peut couper un quadrilatére d'acajou ¢n cing morecaux, dont
un parallélogramme, moili¢ du quadrilatere, et les quatre aulves
formaul deux nouveaux quadrilatéres , chacun équivalent au quart du
proposé. St celui-ci est un parallélogramme, il en seia de méme des
trois autres : s'il ¢st un rectangle ou un losange, il en résultera deux
losanges ou deux rectangles égaux.

1L On peut toujours couper dans un carré d'acajou, de coté c, le
carré »* qui en soit la (1 4 »%) iéme partic, n désignant un nombre
entier. Il suffil de construire quatre triangles rectangles égaux, sur
les hypolénuses ¢, divisées chacune en 1 - 22 parlies égales ay:la
premicre de ces parties sera la projeclion du premier coté = del'angle
droit, l'autre coté valant nr. Ayant ainsi le eolé x du carré cherché, le
probléme se résoudra avee la régle, e compas et fa scie. De plus, les
4 triangles rectangles étant scics, il reste le carré fait sur (n—1)x :
ce carré restant est done @, 22, 422, 95?, 165°,..., suivant que »
vaut 1, 2, 3, 4, b, ete.

1V. Deux menuisiers devant se partager cn deux porlions équiva-
lentes, un morccau triangulaire d'¢béne (prisme droit), qu'ils ont
acheté en commun et qui a partout la méme épaisseur, on saura jcor
indiquer comment ils doivent le scier, pour que l'ouvrage soit le plus
facile possible ; méme lorsque les deux porlions doivent ¢tre caire
clles comme les sommes inégales qurils ont déboursées pour faire le
prix de 'achat.

V. On sait aussi couper, par unc section minimum, dans un (¢-
traedre rectangle de cuivre massif, un autre tétraddre rectangle, moitié
du premier. (Méme probléme pour un paratlelipipede tronqué.)

VI. Dans une pierre quadrangulaire (prisme droit) dagate pré-
cieuse, on peutl couper, de deux mani¢res, un reclangle, pour le
dessus d'une botte. 11 faudra naturellement le plus grand des deux
reclangles qui peavent s'cn tirer,

Si Ia pierre cst triangulaire, les trois plus grands reclangles quiel!
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puisse fourniv, pour le dessus de la bolte & construire. sont équiva-
fuuls chacun A la moiti¢ du triangle. Mais celui des trois ou la base
approchera le plus du double de sa hautenr, donnera Ia plus petite
somme des Lrois sections 3 pratiuer pour I'oblenir.

Si le dessus devail étre un ovale, il faudrait chaque fois tracer le
conlour de la plus grande aire efliplique inscrite.

YII. Dansle cas de la pierve triangulaire d'agate , si le dessusdela
hotte doit dlre un carré, le probléme aura une seule sofution, deux
on (rois, suivanl que le triangle sera obtusangte, rectangle ou acu-
tangle. Pour les deux derniers, on prendra le plus grand des carrés
inserits , lequel aura sa base sur le plus petit ¢oté du Lriangle.

Il existe des carvés exinserits , dont on sait reconnattre le plus grand
el le plus petit. On peut voir ce que deviennent les trois carrés, soit
inscrits soit exinscrits, lorsqu'une hauteur du triangle est égale 3 la
lase correspondante, on lorsque le triangle se change en un biangle,
par le parallélisme de deux cotés.

VI1I. Dans les opérations sur le terrain, on pourrait avoir i diveser
ca trois porlions équivalentes, tout polygone plan ; soit par deux droites
tirées e deux points opposés, pris sur le contour, soit par trois
droites menées d'un point intéricur, l'une joignant un point donné
sur le contour, ou bien étant paralléle ou perpendieulaire i une droite
donnée de position.

Quelles que soient les conditions particulidres auxquelles les drailes
de division doivent satisfaire, il faut d’abord mesurer Paive P du
polygone proposé; puis, si les droiles de division doivent partir d'un
point intérieur , Pune devant étre perpendiculaire a un coté de P, on
menera celle-ci. On (racera ensuite une scconde droite, a partir du
point, de telle sorle que la figure résultante avec la premiere droite,
puaraisse valoir 1 P. On mesurera done l'aire A de cetle figure; et s'il
arrive qu'on ait A >> § P, il faudra retrancher de A le triangle T=A
— § P; chose facile, puisqu'on pourra mener et mesuver la hauteur
h de T el caleuler sa base z par £ Az = A — ; P. Ayant ainsi la sc-
conde ligne de division, on trouvera de méme la troisid¢me.

IX. C’est ainsi qu'on peut résoudre les problémes suivants :

I+ Un particulier posséde vae maison ct un verger adjacent, clos
«'un mar; il veul percer, dans ce mur, vne porte lelle que le sentier qui
la joindra i celle de la maison, divise le verger en deux portions dgui-
valentes; en quel endroit du mur faut-il percer la porte?

2¢ En quel endroit d’un terrain triangulaire faut-il creuser une citerne
pour que les droites juignant les milicux des cdtés au centre de 'ouver-
ture circulaire, le divisent cn trois quadrilatéres équivalents?
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3¢ Deux héritiers doivent se partager également un champ en formne
dc trapéze, par unc droite paralléle aux deux basess comment Lracer
cetle droite? (La chose est facile, par le mesurage et le calcul. sortout
quand on connalt le peint olt vont se couper les deux cdtés latérauy).

42 Il est deux maniéres de diviser le trapéze T, dunt a et ¢ sunt les
deux bases , en deux parties proportionnelles nux deux droites connnes
m et n, sans prolonger les cdtés latéraux : ou Ia droite de division
abeutit aux deux bases , ou bien clle leur est paralléle, Dans te premier
cas, elle est un minimum , si @ >>¢ > A, & désignant la hauteur du
trapéze T; dans le second cas, sa longueur & peul se construire ou s
caleuler par ’

{m - n) x® == a’n 4 c*m.
Sur le terrain, ol la régle et le compas ne sauraient s'employer; sil'on
désigne par g la longucur que a et x interceptent sur 4, il faut encore
calculer ¥ par la proportiona — e : s —e¢ i A y. Los instruments
nécussaires pour réaliser Ja solution, dans ce cas, sont I'équerre et la
chaine darpenteur (décamétre).

On peut avoir s == n, ¢ peut &tre 1l et si l'on projéle sur un coté
latéral de T, les deux partics de Iautre ¢dLé, déterminées parg, il cn
résultera deux trapézes rectangles, dont les aires sont commems est i n,

X. Il existe beaucoup de questions utiles auxquelles la division des
champs peut donner licu : toules sc résolvent, { pen prés, pae les
raéthodes précédentes. Mais I'exactitude des résultats exige des précau-
tions dans les mesures & prendre, avec les instruments, pour avoir des
approximations suflisantes et bien connues, Ces approximations dépen-
dent toujours de Padresse de celui qui opére ; lequel, toutes choses égales
d'aillenrs, réussira d'autant micux qu'il scra plus familiarisé avee les
principes de la géométrie,

La dificulté relative 3 I'exactitude sur le Lerrain, ne ticnt pas seule-
ment au mesurage des droiles; mais aussi 4 la délcemination de leor
viritable intersection , aux tracés des paralléles, des perpendicu-
laires, cte.

Au licu d'opérer immédiatement sur le terrain, cc qui est plus direct
et parfois plus simple et plus exact, il est quelquefois préférable d'en
lever le plan; surtout quand certaines opérations dircctes ne pourraient
s'exéenter, A raison de quelques obstacles qui borneraient la vue, ou de
droites inaccessibles qu'on ne pourrail mesurer, Mais 3 cet égard, la
seule chose @i recommander est Vexactilude ; et pour Fobtenir, on veit
quiit faut souvent Femploi simultané desopérations graphiques el numé-
riques @ les unes et les antres sont indispensables pour aticidre com-
plétement le but général de la géométrie. :

Comme le calcul est susceptible d'une exactitude complidte, on le sub-
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slitne, antant que possible , aux procédés graphiques: on ne mesure ,
sur le terrain ou sur le papier, que les données, strictement nécessaires
ct suflisantes, puis I'on détermine les inconnues par des équations. On
tdche alors, par un choix convenable dans les éliminations, que I'équa-
tion finale soit du degré le moins élevé possible,

Par exemple, connaissent numériquoment l'aire a d'um triangle, ainsi
gue lesrayons 1y et ¢ des cercles inscrit ¢t circonscrit, caleuler les (rois
cbiés X, y, 2.

Daprés les diverses expressions de l'aire a, on a

bz y-t35) = 2a, 2y = Jac ct
(tt+y+3)(zt+y—3(+s—y{y4 s —z)=16a"
Pusant bd = a, ces trois dquations symétriques deviennent
x4y s =2d, ryz=Sbed ct
ay txzfys =0+ & |-4be.
Or, d'aprés la composition des coeflicients, on voit quc les inconnucs
¥, v, 5 sont racines dcla méme équation finale

vt — 2dv? 4 (B - d? 4 Sbe) v — dhed =0,
Sile triangle existe, les trois racines de cetieéquation seront des nombres
positifs (vu d'aillcurs qu’il y a trois varialions); mais on ne saurait les
obtenir, sous formes réclles et finies, que pour des valeurs parliculicres
dea, b, ¢, Sidonca=284,b= 4 et ¢ = 8,128, 1a méthode des
diviseurs commeasurables donnez = 16, y = 14 ct 2 == 13,

I’éguation générale en v se décoropose en facteurs inconnus, sid = b
<~ 2¢ z il vient alors v = x = 2c. Cela revient i élablir entre les racines
2, 3. 5, la relation x? = y* 4~ 2%,

" Il'y avrait encore abaissement au second degré, si I'on devait avoir
z == y ou 1=2y. elc. On pourrait calculer l'aire g, si U'on so donmail b=
48 =05 e1y=14.

On peut aussi calouler le troisidme ¢6té x du triangledont on connait nx-
mériquement les dewx cblés a et 1y, avec le rayon T du cercle inscril. Posant
a 4+ b =1 cl a — b=mn, I'équation (inalc sera

2 —mx— (W — L)z m (n* L ) =0,

Sia=06l,b:=60ctr=5, onaurax =1{,d'odia®> == }* }- %,
Les deux autres valeurs de x sont irrationnelles ¢l absolument insigni-
fianles; de sorte qualors le triangle est unique el reclangle,

X1, Un verger quadrangulaire , clos f'un mur | doit se diviser en deuz
porlions équiralentes par un autre mur, de méme haulenr guo le promier;
quolle direction doit-on donner & ce mur de division, ponr que sa longuenr
el par suite le prix de sa construction soient lcs moindres possibie ?

Comme cetle longucur , droite minimum , sera d’antant plus petite
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que Fanglo des deux cdiés du quadrilatére . anxquels elle aboutira, sera
plus petit lui-méme, la premiére difliculté est de reconnaitre ce plus
pelit angle, qui n’appartient pas & la figure. La seconde difficulté cst
de tracer le plus petit angle , avec exactitude, par une paralléle an se-
cond des cdtés proposés , lirée d'une extrémité de I'autre coté. La troi-
siéme difliculté est de tracer exaclement la bissectrice de ce plus petit
angle . ainsi construit. Enfin , la quatricme difficulté est de mencr, &
cette bissectrice, la perpendiculaire , droite de division cherchée.

On méncra done une perpendiculaire & la bissectrice, de telle sorte
que cette perpendiculaire paraisse diviser le quadrilatére proposé en
deux portions équivalentes. On mesurera les aires A et B de ces portions;
et si A > B, mais que la différence A — B pe surpasse pas le 100° de
A - B, on regardera A — B comme un rectangle, a diviser en deux
parties égales | par une perpendiculaire a Ja bissectrice proposée. Or,
ccla est facile, puisque la base du reclangte A — B est déjh connue.

Si I'on peut sortir du verger ct aller marquer , avec précision l'inter-
section des colés, qui comprennent le plus petit angle ; si de plus, on
pewt mesurer les aires des deax triangles résultants ; ce qui fera con-
pattre Paire du triangle, A retrancher, par une droite minimom; celle-ci
se lrouvera aisément.

XIL." On pourrait d'abord lever le plan du quadrilatére ; et c'est ce
qu'il faudrait faire, pour un élang ou un bois , G diciser en deuz portions
équizalentes , par une droite , qu'sl faudrait encore rendre minimum. Or,
quand méme la figure semblable, oblenue surle popier, ne serait pas
un quadrilatére , il ne serait pas diflicile &'y tracer, d'aprés ce qui pré-
cide, la droite minimum cherchée : pour l'vbtenir sur le terrain, il
faudra , si la figure est un bois , y déterminer, sur chacun des prolon-
gements de cette droite, au moins deux poinls respectivement homo-
logues i ceux de la ligne du plan, On pourra alors pratiquer la percée
demandée , laquelle étant un minimum , exigera le plus petit ouvrage;
el l'on pourra accélérer la besogne en attaquant le bois des deux ¢diés
3 la fois,

XII1. Dans une propriété, ayant un jet d'eau, on veut établir un par-
terre hexagonal d'un hectare d'étendue , et le diviser en six portions
équivalentes par les ares de six allées. aboutissant an jet d'eau el divi-
sant I'espace autour de lui en six angles égaux. Quelles doivent étre les
longucurs de ces six allées, pour que le prix total de leur construclion
el de celle du mur, qui doit cntourer le parterre , seit o minimum ?
(Méme probléme si le ‘parterre devait étre triangulaire ou quadran-
gulaire).

X1IV. Sl ya n allées. dont les axes divisent Fespace angulaire antour
du jet d'eau en n parties égales , et que I'on connaisse le prix tolal de
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ta construction des n allées , ainsi que le prix de chaque métre de lon-
gueur ; le calcul apprend que les allées doivent avoir la mémne longucur
chacune pour que le polygone , dont elles joignent les sommets , soit un
maximum. Ce polygone étant régulier, aura en méme temps le moindre
contour, parmi lous ceux d'un méme nombre # de sommets et de
méme étendue.

XV. Le diamélre AB d'un cercle tracé étant divisé en n parlies égales
i x ; les demi-circonférences décrites d’'un colé de AB, sur les diamétres
x,2¢,32, ..., (n—1) r, partant du peint A, et les demi-circonié-
rences décrites de I'autre cdté de AB, sur les diamétres z, 21, 3x, ....
(n — 1) x, partant du point B, divisent le cercle proposé en n portions
équivalentes en surface et en contour.

La figure est forl remarquable, et I'on peut diviser ainsi le cercle en
deux parties dont le rapport soit donné. On peut aussi diviser le cercle
proposé en n porlions équivalentes, par des circonférences concentri-
ques , et faire de ces porlions des cercles égaux. On peut enfin changer
toule couronne circulaire donnée en denx cercles égaux entre eux.

Proposilions diverses.

" 1. Lovrsqu'un point mobile, se mouvant en ligne droite, part du
coLé BC d’un rectangle donné ABCD, pour aller frapper successive-
ment el continuellement les catés CD, DA, AB et BC, cn faisant
avec chacun l'angle d’incidence égal & Vangle de réflexion; 1° sil'on
mene DZ paralléle aux chemins de BC a CD, Z étant sur BC , Ia
somme des quatre chemins déerits par le point mobile , pour revenir
sur BG, sera 2DZ chaque fois ;5 2° le mazimum de cetle somme sera
le double de la diagonale BD du rectangle ; 5° les distances suceessives
du mobile sur BC, a I'extrémité C, forment une progression arithmé-
tigue ; et il en résulte le moyen de calenler la position du mobile , sur
chaque cdté, aprés Favoir rencontré v fois 3 4° le sens du mouvement
changera dés que le mobile devra rencontrer le prolongement d'un
colé, c'est-i-dire dés que la distance sur ce ¢0té sera-ndgatice; et il
en sera de méme si cette distance est nulle; 5o dés que le point mobile
rencontre les milieux de deux cdtés conséeutifs, il rencontre perpé-
tucllement tous les cotés chacun a son milicu ; et la somme des qua-
tre chemins est chaque fois le mazimum 2BD, tandis que cest le
conlour minimum de tous les parallélogrammes inscrits dans le ree-
tangle proposé. (Ues propriétés et celles analogues , pour le triangle
équilatéral, se démontrent aisément, par le caleul, 2 I'aide de trian-
gles rectangles semblables , dont I'un ait un c6lé égal a unilé
lintaire).

11. On a une table rectangulaire, dont 2a el 2b sont les cotés adja-
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cents 3 on veul placer it la hauteur connue ¢ au dessus de celte table,
deux corps lumineux ¢gaux, fournissant la lumidre 1, & fa distance 1 .
de telle sorte que les projections des centres de ces corps sur la table,
tombent sur la droile qui joint les milicux des petits colés 25, de
parl et davtre et a la méme distance = du milicu de cette droite.
Quelie doit étre cetle distance x, pour qu'un poinl du coté 2a, & la
distance donnée o de son milicu, soit l¢ plus éelairé qu'il est possible ?
(Méme probléme pour quatre corps lumincux égaux, ou pour ung
Lable elliptique, les corps ¢tant chaque fois placcs symétriquement).

11 faut ici construive les valeurs; mais on doit d'abord les oblenir
par le ealcul ; et pour cela il est nécessairede se rappeler que lalumigre
se propage cn raison invevse du carré des distances.(On voil comment
on peut disposer les Jumi¢res pour aveir chaque fois le meilleur
systetme possible d'¢clairage). '

HI. Le plancher d'une salle a 14 metres de long sur 40 de large ;
comme lcs planches sont déformées , par Feffet de Phumidilé, on veut
remplacer ce plancher par un pavé de marbre, composé de trois sorles
de polygoncs réguliers, ayant tous leurs colés de la méme longuenr
9=2, Or, parmi les dix systémes possibles, on s'arréle aux deux o
T'on réunit , 4° un carré ct deux octogones réguliers; 2° un carré, un
hexagone et un dodécagone. Comme aprésqu'ils sont posés, les carrés,
les hexagones . les oclogones el les dodécagones conlent respective-
ment chacun 30 centimes , 80, 95 ct 100, on demande lequel des
deux systémes coulera le moins?

1V. Considérons un pré en forme de trapeze rectangle, dont les
valenrs de Ia hauteur et des deux bases paralleles sont respectivenent
200 metres, 120 ct 80. Supposons que la hanteur de herbe, sur Ia
plus grande base, soit toujours double de Ia hauteur de Uherbe, sur
la plus petite ; ensorie que le niveau soit un plan, comme le Lerrain.
Supposens daillevrs que les brins d’herbe soient uniformément
repariis sur le préct qu'il s'agisse de le diviser, par une perpendicu-
laire & la hauteur, en deux aulres prés, fournissant chacun la méme
quantit¢ herbe : comment calenier, sur Ia hauteur, le pied de la
perpendiculaire demandée ? Réponse : c'est en considérant la totalité
de I'herbe, fournie par le pré, comme ic tronc d'un prisme droit ,
ayanl ce pre pour basc. (Ce tronc peut se diviser en deux autres,
semblables entre eux: quel est le rapport de leurs volumes?)

V. Si I'on veut diviser la spheére, de rayon r donné, ¢n deux
segmenls dont » soit le rapport connu du plus petit a la sphére, il
faudra caleuler la hautcor du plus petit des deux segments cherchés ;
et en la désignant par er, ¢ étanl un nombre inconnu, on aura

v — it dn=0



J. N. Nokv. — Propositions de Geomélrie appliquse. 97

Le nombre v sera rationnel pour n=\1:2,2:27 7 :97 11132, 15
125, ele. {(méme probleme pour les surfaces).

On ne sait pas résoudre le probicme pour denx segments civeu-
laires; mais si la corde commune est ¢ = =r, v ¢lant donné numéri-
«quement, awvssi hien que r, il est facile de caleuler e plus petit des
deux segments cherchés, ainsi que le rapport a, apres avoir évalué
I'are en degrés (avec le compas, si cel arc est tracé sur le papicr).

VI. Dans une citerne, remplic d'cau, lintérieur ¢st un trone de
conedroit A bases civculaires paralleles, dont la hauteur verticale ou
plutot la profondeur a 3 métres, tandis que le rayon de Fouveriire
(plus petite basc horizontale) cst long de 08 cL fait un angle de 50
avee le prolongement du coLé générateur adjacent. L'ouverture du
tuyaw de pompe, qui serl & en Lirer Teaw, est & 0m6 du fond ; cl
comme dans les grandes sécheresses, le niveau de I'cau s'abaisse i
0=1 au-dessous de cetie ouverture , quel volume de sable faut-il jeter
dans la citerne, pour que le plus grand abaissement du niveau reste a
02 au-dessus de l'ouverture du tuyau? Combien ta citerne peut-clle
renfermer d’heclolitres d’'cau, abstraction du volume de ta pompe?
Quelles seraient les dimensions d'une citernc semblable eL d'une capa-
cité 8 fois plus petite ? Combien a du couter la surface latérale de la
surface proposée , pour la revétir de zine, payé & raison de 40 centi-
mges Ie décimetre carré? Quels sont enfin les rayons ¢t Tangle cominnn
des deux secleurs circulaires concentriques , dont cette surface late-
rale est la différence ?

VII. Le chapean d'un quinquet est la surface latérale d'un Lronc de
cone droit, a bases eirculaires paralléles; leguel a respectivement
018, 01 ct 0023 de coté el de rayons des bases. Conunent a-L-on pu
tracer sur la feuille de cuivre, les deux secteurs circulaives concen-
triques, dont la surface latérale proposée est la différence? Quelle
serail la capacité du vase forme par cetle suface latérale et deux cer-
cles du meéme cuivre? Quel serail enfin le prix de la confeclion de ce
vase, pay¢ a raison de 4 fr. 20 le décimétre carré de surface inté-
ricure?

VIII. Tracer sur un plan le cercle équivalent a un fuseau sphérique
donné, ou a une zbne connue, ou qui soit dans le rapport n donue
avec la surface de la sphére, de rayon connu. (La surface totale du
cube, équivalent au quart du volume de la sphére, est moindre que
la surface Lotale de ce quart).

IX. Lasurface sphérique peut se partager en polygones réguliers,
égaux et finis, de cing manitres différentes, savoir: en 4, 8 cl
20 triangles; ¢n 6 quadrilatéres ¢t en 12 pentagones réguliers (de
sorle qu'il ne peut exister que ¥ polyédres réguliers); mais ¢n outre,

7



98 Y. N. NorL. — Propositions de Géométrie appliquée,

lc volume de la sphere est, sous trois points de vue différents, un
polyedee régulier composé d’'une infinité de faces, égales et infiniment
petites, ces faces ¢tant ou des triangles réguliers, réunis 6 a 6 autour
d'un méme sommet, ou des carrés réunis 4 4 4, on enfin des hexa-~
gones réguliers réunis 3 & 3.

C'est ce qu'on démontre aisément par les procédés de Yanalyse in-
déterminée. EL comme le polygone sphérique, dont les cotés sont infi-
niment petits , n'est que la portion du plan tangent, autour du con-
tact, on voit non senlement que le volume de la sphére 2 pour mesure
le produit des mesures de sa surfaceS et dutiers de son rayon r; mais
de plus, que si O désigne Vonglet dont le fuseau F esi la base, on a
O =2=% Fr. Lt de méme . pour le secteur el la pyramide sphériques.
Onvoit aussi que deux sphéres sont toujours semblables, comme po-
lyedres régulicrs d'un méme nombre infini de faces semblables.

X. Uneciterne est formée d'un cylindre droit surmonté d'une voitte
hémisphérique, percée d'un trou circulaire, dont le centre et ceux des
hases du cylindre sont sur une méme verticale. L'impossibilité de
mesurer directement les dimensions intérieures fait employer une
longue perche, par laquelle on s'assure que le centre de 'ouverture
est verticalement i 8 méires au-dessus du fond , 2 1~3 du niveau de
Peatt et 2 10= de la circonférence de la base inférieure. Peut-on, d'a-
prés cela, calculer combien il y a d’hectolitres d'eau dans la citerne et
combicn a dn coiter sa construction, payée a raison de8 fr. par métre
carré de surface intérieure, celle du fond exceptée?

¥I. Si dans une citerne , de méme forme que la précédenie, on ne
pouvait preadre aucune mesure, mais que 'on sit, par le mémoire
de I'entreprencur, que sa capacité est 42 x meétres cubes, tandis que
la surface , eelle du fond exceptée, vaut 14 = metres carrés; le rayon
« e chaque base serait donné par I'équation

D2 —U2r+36=0,
Mais si la capacité¢ étant {foujours 12 » métres cubes, on voulait faire
construire la citerne, de telle sorte que la surface intéricure 2m «,
celle du fond exceptée , coutit te moins possible, le metre carré étant
payé i raison de 8 francs; il est clair que = désignant le rayon de
chaque base, on aurait & calculer , par la méthode des dérivées , le mi-
nithum de m dans )

& — 3mr 4 36 = 0.

XII. Dans le caveau d'une églisc, on a trouvé un cercueil de plomd,
en forme detronc de pyramidea bases paralléles ABCDEet A'B'C’'DYE’.
La plus grande ¢st le rectangle ABDE joint au triangle isocele BCD.
La face AA'E'E esl un trapéze isocele, perpendiculaire aux denx
bases et dont la hauteur vaut 2=40, d'aprés le mesurage direct. e
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méme, AE = 0=64, AB = 040, BC = CD=0~40 ¢L A'E" = 0" 40,
Diailleurs , on s'est assuré que le vide intérieur est un trone T, sem-
blable au premicr T, ct dont le coté homologue a AB vaul 0=59. Quct
est Je prix du eercueil vide. vendu a raison de 80 centimes le kilo-
gramme, le poids spécifique du plomb étant 41,5527 (On trouverait
aussi le volume du plomb, par 'immersion du cercueil vide dans un
bassin d'eau, & faces reclangulaires . el en mesurant exactement les
dimensions du paralfélipiptde d'eau équivalent ; mais la difficulté
serail de placer le cercueil vide dans le bassin}.

XHI. Pourque la somme des projeclions d'une aire plane donnée a,
sur Lrois plans perpendiculaires cntre enx , soit la plus grande possible.
il faut que le pian de a coupe les arétes du triedre droit anx distances
du sommet ¢gales chacune i V (2a).

XIV. Connaissant les aires de plusieurs figures planes , non paral-
léles entre clles . si on les projéte sur un méme plan P (d trouver), la
somme ¢ des proje ctions sera un maximumlorsque les projecltionsde «,
sur trois plans rectangulaires , seront les projections respectives des
sommes des projections de toutes les aires proposées sur ces lrois
plans. (On peut calculer ta position du plan P).

XV. De tous les trancs de prismes triangelaires , de méme volume,
comme ayant les mémes arétes latérales respectives etla méme section
a perpendiculairesii ces arétes, celui dans lequel 1a section o joint les
milicux des mémes arétes, ala moindre somme possible des aires de
ses-deux bases.

Clest ce qu'on démontre, en désignant par = fa somme vaviable des
aires z et y des deux bases et en cherchant le minimum de », dans
les trois équations ¢ 4+ y = m, r = a cos (ax) et y =acos {ay); clc.

CoroLuaires, De la résultent immédiatement les corollaires, que
voici : 4° Entre tous les corps de méme volume, la sphere est celui
de moindre surface; et réciproquement. 2° De toutes les surfaces
courbes qui, se terminant 4 une méme circonférence, renferment le
méme volume terminé partle cercle, la calotle sphérique est celle de
moindre ¢étendue; et réciproquement. 3° De Lous les segments sphé-
riques, termin¢s par des catottes de méme ¢tendue , mais de rayons
différents , le plus grand est une demi-sphére; et réciproquement.
(Ces corollaires sont démontrés tome XI1I des annales de malhéma-
Liques).

XY, De tous les tétraédres équivalents entre eux , le régulier est
celui de moindre surface el de moindre somme d'aréles (les réciprogues
sont vraics). De méme, parmi tous les télraddres de meéme somme
d'arétes, le régulier est cclui de plus grande surface ; et réciproque-
ment. (Cest ce qu'on démontre aisément d'aprés le théoréme XV, énoncé
ci-dessus),
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XY¥il. On a un annean rond d'argent massif, dont le diamétre inté-
ricur vaul =2 et le diamétre extérienr 028 ; on veut le fondre en un
vase ouvert par le haut , en forme de cylindre droit, dont la paroi ait
partont 0mQ035 d'épaisseur. Quelles doivent étre les dimensions inté-
ricures de ce vase pour que sa capacilé soit un maximum ? (Comme le
tilre de Pargent employé est 900 millicmes, on cetui de Targent mon-
nayé, dont la pi¢ee d'un franc pése 8 grammes , on peut calculer la
valeur intrinséque du vase, en supposant que le poids spécifique du
métal soil 10,30).

Sa capacité maximum scrait-clle différente , si lintéricur du vase de-
vait ¢étre un parallélipipéde rectangle , et quelle serait-clle alors?

X¥HL. 8i par un point de la bisseclrice d'un angle tracé, on méne
sur celte droite une perpendiculaire et différentes obliques | toutes ter-
miuées aux deux eotés de angle ; 1° la perpendiculaire est plus courte
que toute vblique ; 2¢ elle interceple le moindre triangle possible; 3°la
somne des segments que la perpendiculaire détermine sur les cotés de
Fangle est un minimum , de méme que leur produit et la somme de
teurs carrés. ‘

XIX. De tous les triangles circonscrits 3 un méme cercle, I'équilatéral
est celui qui a le moindre contour, la moindre surface, le moindre cercle
circonscrit, la moindre somme des cercles exinscrils el e moindre trian-
e joignant les centres de ces trois cercles.

XX. Parmi tous les triangles jisopérimétres, I'équilatéral est cclui qui
a ta plus grande surface, le plus grand cerele inscrit, le moindre cerele
circonscril , la moindre somme des cercles cxinscrits et le moeindre
triangle joignant leurs centres.

XXL Si du sommet de la parabole y* == 2pr . rapportée i ses axes
principanx, on abaisse des perpendiculaires sur les tangentes 4 celte
conrbe . ces perpendiculzires tront couper chacune Fordonnée du con-
tact sur la parabole semi-cubigue py* = 2r*. Réciproquement, si la
courbe donnéde est py® == 2x*, la courbe cherchée sera i == 2pr. On
prul caleuler les aires A et A” des demi-segments limités par chaque
courbe et par les coordonnées & == K et y = & ; d'olt 4* =2pk dans'unc
ct ph*== 2% dans 'autre. On peut aussi calculer les expressions des
volumes décrits par A awtour de Paxe des = el par A’ autour de Paxe
des y. Enfin , si la courbe donunée est a’y = x* | quelle sera la courbe
cherchde ? ’

XXII. Le lien géométrique de tous les picds des perpendiculaires
abaissées , sur les plans qui passent par Forigine des coordonnées ree-
tangulaires . du point de l'axe des x , pour lequel £ = 2a, est la surface
sphérigae dont a est le rayon.

XXI1II. Les coordonnées étant rectangulaires, I'équation
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by* }- 45* =20z,

représente , comme on sait, le parabeloide elliptigue , dont B el 4 sont
les paramétres principaux. Calculer I'aire de f'une des sections circu-
laires , failes par la sphére dont le eentre , sur Faxe desr . est & la dis-
tance 6 de I'origine. Et si, par le point de I'axe des #, pour lequel =10,
on méne un plan paralléle d I'axe des g ; quelle doit étre la position de
ce plan , pour que la projection de Faire elliptique résultante, sur le
plan des ry, soit un cercle ? Quelles seront les expressions des aires du
cercle et de Vellipse en fonctions du nombre x? (Mémes problémes pour
Ieflipsoide 2 4 4y° |+ 93 = 144).

XX1V. Le liew géométrique du pied de la perpendiculaire abaissée
sur tout rayon a du cercle , du pied de 'ordunnée de Yextrémité de ce
rayon, est une lomniscate dont l'aire est les trois huitiémes de celle du
cercle proposé. Icil'origine des coordonnées rectangulaires est au centre
du cercle ; mais si elle est & 'extrémité d'ua diamétre 2a, sur Vaxe
des #, et que, sur Ja corde qui joint l'origine 2 un point quelconque
(", ¥') de la circonférence , on abaisse une perpendiculaire , tirée du
pied de ', le pied de cette perpendiculaire cst sur une demi-lemniscate,
dont Faire est les cing huiliémes de celle du cercle,

XXV. L'origine des coordonnées rectangulaires étant au centre de
la sphére , le tieu géométrique du pied de la perpendiculaire, abaissée
sur tout rayon g , du pied du 3’ de I'extrémité (¢, ', 5”) de cec rayon ,
st la surface algébrique

(* 4y %) =a® (=* - ')

¢’est la surface de révolution déerite par la premicre lemniscate du pré-
cédent théoréme, tournant ici antour de I'axe des z, Le volume engendré,
par une demi-révolution , a pour mesure ;5 =? a*. (On aurait encore
uue surface de révolution, st les perpendiculaires étaient abaissées, sur
les plans tangents, du point de 'axe des «, pour lequel z == 6 : alors Ia
courbe génératrice, tournant autour de Paxe de x, limile [aire
mesurée par 1, 5 » a?),
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L. — Mcémoire sur les propriétés de 'Ellipse ;
Par J.-N. NoEL,

PROFESSEUR A L'UNIVERSITE DE LIEGE.

Préliminaires.

J. Les lignes du second ordre, dont I'élude est 'objet de la géo-
métrie analytique plance, possédent, comme on sait, un grand
nombre de propriétés importantes, On sait aussi que, parmi ces
propriéiés , les plus uliles sont celles de I'cllipse et de Ta circonfé~
rence, lesquelles se déduisent souvent les unes des autres, 3 raison
de la grande analogic entre les deux courbes.

II. La possibifité de représenter les lignes planes par des équa-
tions, enire les coordonnées variables z et y de chacun de leurs
points, en facilite singulidrement 1'étude compléte ; et d’ahord
I'équation ¢tant donnée , on en déduit la nature et la forme de 1a
ligne, lesquclles dépendent essentiellement du degré de I'équation ;
et celie—ci fournit toujours quelques propriéiés caractéristiques de
Ja ligne proposée, d'oun 'on peut la définir et la décrire ensuilte.

I1I. Licye prROITE. On démontre aisément que foute équation Ju
premier degré, ramende & la forme

y=nx it h,
représente une ligne droite, cf réciproquement. Pour que la droite
soitdéterminée de position sur le plan, il faul que les deux constantes
arbifraires n el b soient des nombres connus, positifs ou négatifs.
Or, z—0 donne y=A ; ainsi & est la distance numérique de Porigine
au point ou la droite coupe l'axe des y. De méme, x=1 donne
n=y —h; de sorte que = esl la difftrence des ordonuées qui répon-
dent 3 z=0ct A x=1. Or, si & cst connue, x=0 donne un pre—
mier point de la droite proposée ; tandis que si n est donnée numé-
riquement, =1 fait connaitre ' el par suitc un second point de
la droite : celui-ci en détermine donc la direction. Voild pourquoi
il conviemt d'appcler direction de la droite, le coeflicient n de x
dans son équation. La direction n a done 3/—7% pour valeur analy-

lique ; el quant 3 son expression trigonoméirique , c'ost le rapport
Il 1
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des sinus des angles @ el 8que la droife fait avec les axes des x ¢t
des y. Do sorte que si les coordonnées sont rectangulaires, on a
n=tang x,

Observons d'ailleurs que si & désigne la distance de lorigine au
point ou la droite coupe I'axe des z ;' la droite est alors représentée
par 'équation komogéne

Cette équation I'emporte sur I'avtre pour résoudre cerfains pro—
hlémes , et parliculidrement dans la théorie des transeersales recti-
lignes; mais généralement l'équation y=nx—+-% est préférée dans
la coméinaison des droites et des points,

1V. Par exemple, connaissant les exirémités {z,y) el (z',5/) d'une
droite donnée d ; si I'on veut caleuler Je point (X,Y), divisant d en
deux parties p et ¢, dans le rapport connu R, d'ots p=¢R , il faudra
cmployer I'équation y=nz-4-%, avec les expressions des distances
p ¢t ¢, l'angle 0 des coordonnées ¢tant quelconque : on trouvera

(14-R)X=z-+Ra' et (14+R)Y =Y+Ry’.

Si p=g==td, on R=1, il vient 2X=24-2' ¢l 2Y=y-;-y/.
Dailleurs 2X—2 4+ 2' revient d 2' —X=X—zx; de sorle que le pied
de Y divise /—X en deux parties égales. Ainsi dans toul (rapéze ,
la droite Y qui joint les milieux des cétés latéraux d ef xX'—X, est
paralléle auzx denx bases Y’ et 5, et vaut leur demi-somme. Si d'ail—
leurs x=y=0, d'ott 2Y=1’, on en conclut que la droite joignant
les milieuz des cotés latérauz de tout (riangle, est paralléle & la
base y' et en vaul la moilid.

Do plus, pour R quelconque, on a p1g=2'—X: X —ze=y’'—Y
:Y—y. On retrouve donc ainsi la propritté des triangles équian—
gles, d'oti I'on est parii pour démontrer que y=nx-+A représcale
unc suife de points en ligne droile.

V. Soient y=nz—+A ¢t y=n'z{-A' deux droites données, et
{z',y') un point connu de la seconie : si I'on veut caleuler le point
{z,y) d'intersection de ccs deux droites, on posera amy' —nx'—h
ct 'on trouvera

(n—n){x—2')=a el (n—n'}{y—y')=an’.
Si les deux droiles proposées sont paralléles, leur intersection

{x,y) n'existe pas; les deux valeurs de z—2' el y—y' sont donc
impossibles, Or, ccla exige que a n'étant pas nul, on ait n—n'=0
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ou n=n', Réciproquement , si n==n', a n'¢lant pas nul, les deus
droites sont paralléles.

Si I'intersection {z,y} existe , soit d sa distance au point {z',/ );
s0if ¢==c0$ 0 ¢l s==sin 0: on aura , pour calculer 4,

(n—n')d"=a*(14n'* 4-2¢n'}.

Si n' cst variable avec d seule, celle équalion, résolue par
rapporl & ', donne, pour le mintmum de d,

d V(1 4-2ennt)=as=(y' —nx'—lk)s.
et (*—a*)n'=d’n-t-a ¢

Puisquae d cst la plus courle distance du point (z',y"} A la droite
y=nx-hk , dest nécessairement perpendiculaire 3 cetle droite. Eli-
minant donc 4*, d'ott {¢-}-n)(1-4-nn'+-cntcn')=0, on aura, pour
la condition de perpendicularité des deux droites y=nx-+£& et
y==n'x+k', la relation

1--an'4-(n-f-n jcosi=0.

Telle est la condition , nécessaire et suflisante , pour que les deux
droites, donl n et #' sont les dircctions , soient perpendiculaires
enlre clles, Et comme cettc condition est indépendante dec 4 et de 4',
on voit que toule droite perpendiculaire d I'une des paralitles
{ dc dircction n commune) est perpendicufaire & toutes les autres.

VI. La condition ci-dessus ct I'expression du minimum d se
simplifient beaucoup lorsque 6=90°, d'ot cos =0 ¢t sin 6=1. Aussi
lorsqu’il s’agit de calculer les angles el les distances, faul-if prendro
Fangle 0=290°, comme dans les propositions que voici, 4 établir :

I° Tous les points chacun & égales distances de deux droites qui
se coupcent appartiennent & deux droites rectangulaires, bisec-
trices des angles de ces deux droiles. Mais ces droites ne seraient
Jpas reclangulaires, st l'unc des distances de chaque point devail
étre double de lantre.

2* Si du point (a,0) de 'axe des z reclangulaires , on méne unc
oblique quelconque & Yaxe des y, I'extrémité de la perpendiculaire
a l'oblique , de méme longueur ct menée par son pied, se (rouve
sar l'uae des deux droites reclangulaires y=z-f-a el y=—z—gq,
(Cela conduit & une proprié¢té, asscz remarquable , du carré).

3° Une droile et un point au-dehors étant donnés ; quel est le lieu
glométrique des points divisan( chacun toute droile, menée du
point A Ya droite , en deux parties, dans le rapport connu de a 3 42,

4°* Chaque point du plan d'un rectangle donné est tel, que la
somme des carrés faits sur les distances do ce point & deux sommets
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oppusés vaul la somme des carrés construils sur ces dislances aux
deux aulres sommets. Mais si la différence des deux premiers
carrés doil ¢ire ¢quivalente A la différence des deux derniers , ou si
les qualre carrés doiveat &tre proporlionnels, ou cnfin si }a somme
de deux premitres distances doit élre égale 3 la somme des deux
autres; chaque fois les points, dont chacun jouil de la propridié
¢noncée, se trouvenl sur deux droites rectangulaires.

YVIL. Les axes rectangulaire simplifient les calculs; cependant il
est parfois préférable de les rendre obliques ; comme dans les pro—
positions que voici :

1° Trois paralltles , de longucurs donuées inégales, ¢lant deux a
bases de trois (rapizes, les trois intersections des trois couples de
cOtés latéraux appartiennent d une méme droite. {Ici l'axe des 2
obliques ¢tant sur l'une des paralltles, cclui des y doit passer par
deux des trois inlersections),

2° Soit O un point du parallélogramme donné MNIPQ : si O ost
Torigine des coordonnées obliques dont les axes soienl respective-
meol paralltles aux cétés du parallélogramme , savoir Vaxe des x
rencontrant en A ¢t C les colés opposés NP et MQ , tandis que celui
des y rencontre en B et D les cOlés opposés PQ et MN ; il yaura,
dans Vensemble des cing parallélogrammes, six sysiémes de (rois
diagonales se coupanl en un méme point, savoir: 1° QA , BN et
MO; 2° MB, CP ¢t NO; 3° MA, DI’ et QO; 4° QD, CN ¢l 'O;
5° CB, DA ot I'M; 6° enfin, CD, BA et QN.

3° Les trois intersections 1°, 4° el 5° ne seraient—clles pas en ligne
droile, de méme que 2°, 3° et 6°? Ce qui le ferait penser, cest que
quand Vorigine O cst le centre de MNPQ, 5° ¢t 6° cessent d'exisler,
tandis que 1, 2°, 3° ¢l 4° sont les sommets d'un parallélogramme,
semblable et concentrique b MXNPQ.

4° Soit le triangle quelconque ABC : par les sommets B et G, on
mine , aux cotés opposés AC et AB, les paralleles BD et CE, de lon-
gucurs données arbitraires, d'oit les droites BE et CD se coupent cn
un point O; si de plus, par D et E, on méac & AB et & AC, deux
paralltles se coupant cu P ; les trois poinls O, A, P sont cn ligne
droite.

YHI, Circonrerexce. L'équation de la circonférence prend di-
verses formes, pour exprimer que (ous les points de celie ligne
plane sont 3 la méme distance du centre fixe. Celte ¢quation conduit,
avee facilité, & toutes les propri¢iés de la ligae circulaire ; mais les
coordonnées doivent éire reclangulaires, comme dans les proposi-
lions que voici ¢
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1° Le licu géométrique de tous les points tels, que la somme des

carrés des dislances de chacun aux sommels du triangle T, dont «,

&, ¢, sont les cOtés donnés , soit le carré constant mn?, est la circon-

férence ayant pour centre celui de gravité de T. Le minimum de m?

est 3m*=a’-4-6°+¢?; et alors la circonférence se réduit A son
centre.

I existe un théoréme analogue pour le paraliélogramme et pour
tant de points, qu'on voudra donner sur un plan.

2° La circonférence & décrire est telle, que le carré fait sur la
distance de 'un quelconque de ces points & Vextrémité de la base
d'un triangle isoctle tracé , vaut la somme des carrés construits sur
les distances de ce points aux deux autres sommels.

3* Calculer le rayon de la circonférence, licu géométrique de
tous les points lcls, qu'en menant de Fun quelconque O do ces
points les droites OA , OB, OC ct OD aux quatre points A, B, C,
D, doands sur une droitc, on ait I'angle AOB=COD. On suppose
AB=2, AC=5 ¢t AD=8.

4° Le point (4,0) est Ie sommet fixe d’un angle droit mobile, dout
un cbté sarréte constamment i Vaxe des y rectangulaires ; quel est
le licu géométrique du point (z,y)" dec Vautre coté tel, 1° que la
longueur de cc ¢6té soit égal a 'abscisse z de ce point 7 27 que le
triangle résullant soit constamment isoccle 7 3° que l'aire du trian-
gle variable résulfant soit toujours équivalente au carré 36 7

6° Si 'espace plan aulour d'un point O est divisé en m parlies
¢gales, par m droites; le point dont la somme des carrés de ces
distances & ces n droites vaut le corré donaé ¢*, apparticat d la cir-
conférence ayant O pour cenire et 2¢* sur m pour carré numérique
du rayon.

6° Un polygone régulier de m sommets el son apothéme a étant
donnés ; chaque point , dont la somme des carrés des distances aux
m cOlés , vaul le carré donné ¢*, appartient a la circonférence, de
méme centre que le polygone ¢t de rayon r tel, qu'on a jmr'=c'
—ima*. Pour le minimum de ¢*, cetle circonférence se réduit a un
seul point.

7° Deux circonférences concentriques , donl les rayons a el & sont
donnés, sont toujours {clles, que la somme des carrés des distances
de chaque point de la plus petite aux m points, qui divisent la plus
grande en m parties égales , vaut constamment m{a®-}-6%).

(Ces trois derniers théordmes exigent la sommation de certaines
séries trigonométriques).
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IX. Ligxes vu secoxp onpxk. L'équation la plus générale du
sccond degré, & deux variables x el y, peul toujours se ramener &
la forme

Ay'-+-Bzy+-Cx’ -+ Dy-+-Ex+F=0;. . . (a)

A étant positif et les autres cocflicienls , donndés numériquement ,
aussi bien que A, ayant des signes et des valeurs quelconques. Si
celie équation cst possible , clle détermine chacun des points (x,y)
d'une ligne nécessaircment courbe, dite ligne du second ordre ou
courbe du second degré, Comwe la forme ct le genre de cetle courbe
dépendent essenticllement des valeurs et des signes des cocfficients
et que 'équation , supposée tovjours possible, représentc toutes les
courbes imaginabies du second degré , pour une méme valeur de
Vangle 6 des coordonnées, il est naturel d’en déduire toutes les pro-
priétds de ces courbes , comme d'une source commune, qui les
rend parfailement analogues , en passant ¢’une courbe & unc autre,
et élend ainsi Ja théorie, développée pour un genre, A tous les
aulres genres , moyennant cerlaines modifications , trés-simples et
faciles & prévoir. Mais I'dtude des lignes du second ordre , d'apris
I’équation compléte ci-dessus, serait fort diflicile, & raison de la
complication des calculs, qui masqueraient souvent les consé—
quences. Il faut donc représenter les lignes du second ordre par leurs
équations les plus simples; et il existe, & cet cffet, plusieurs
méthodes. La suivante, indiquée dans mon traité de géométric ana-
Ivtique et dont mon collégue , M. Brasseur, avait fait usage de son
coté, dans son (raité lithographi¢, est la plus directe; car il ¢n
résulte immdédiatement la forme générale des courbes de méme
genre , cetle forme &lant caractérisée par le binome B*—4AC.

Coupons cn cffet , 1a courbe (a) par la sécanle y=nz4-k, n et A
&tant deux constantes cntiérement arbitraires : comme aux points
d'intersection les et les y ont mémes valeurs respeclives, dans l¢s
¢quations des deux lignes, on peut Climiner y ;- et alors on a

{An®-1-Bn-}-Clx*-+ (2AAn - BA-- Dn+4-E)z
+ Ah*+-Dh4-F=0.

Cetle équation finale en x élont du second degré , il y aura géné-
ralement deux fabscisses, deux ordonnées et deux points d'inter-
seciion, au plus. Or, n ct & élant complément arbitraires, F'équation
en z fournit les conditions pour que , 1 la droite ne coupe la courbe
qu'en un seul point; 2° ne la coupe pas; 3° lui soit tangente,;
& lui soit asymplote, c'esl-h-dire s'en approche continuellement,
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sans jamais la rencontrer. Développons la premitre do ces con—
ditions,

Pour que la droitlc y=nz-+A nec conpe la courbe {a) qu'en un
seul point, il faut que I'équation finale cn & n’ait qu'une seuls
racine el soit par conséquent du premicer degré ; il faut donc qu'on
ait rigourcusement

An'4-Bn+-C=0; d'odt 2An=—~BX)/ (B*-—4AC).

Or, le binomec B*>—4AC ne peut dtre que nul, négafif ou positif;
il ne peut donc exister que trois genres distincts de courbes du second
degré; et la formo de chaquo courbe dépend essenticllement de la
valeur du binome caractéristigue B>—4AC,

X. ParaBokE. Supposons B*—4AC=0; nous aurons 2An=—B.
Dans cc cas, la dircclion n cst constante; clle est toujours réelle
ct unique , pour unc méme valeur arbitraire de A. Il existe donc,
depuis A=0 jusqu'h k=5, une inlinité de droites paralléles ne
coupant la courbe (a) qu'en un seul point chacune. Cette propriété
caraclérise essenticllement la Jigoe du second ordre, appelée para-
bole; car celle courbe est évidemment infinie et ouverfe dans un
scul scns :-elle peut foujours se représenter par I'équation trés—
simple

y'=2pz;
vu quayant ici A=1, B=0 ¢l C=0, la condition caracléristique
B —4AC=0 est satisfaitc,

XI. Erripsk. Si le binome B*—4AC est négatif, 1es deux valeurs
de n sonl imaginaires; la droite y=nz--& nc peut donc jamais
couper la courbe (a) en un seul point : elle la coupe en deux points
ou pas du tout. La courbo , dans ce cas, est nécessairement fermée,
convexe , finie ct renfrante sur e¢lle méme : on V'appelle ellipse ct peug
toujours se représenter par chacunc des équations, ou les signes
sont cn ¢yidence :

My*~+-Nz? =D ¢t y*==2pr—gx’ ;
car chaque fois la condition caractéristique B*—4AC négatif est
satisfaile. Ce binome se réduit, en effet, & —4MN ou & —4g.

XIIL IlyrerBoLE. Enfin, si B>—4AG cst positif , les deux valeurs
de n sont réelles, inégales et constantes , quel que soit & ; il existo
donc, deux systémes, composés chacun d'une infinité de droiles
paralléles , ne coupant chacune la courbe (a) qu'en un scul point,
De plus, les 2 valeurs de n, qui salisfont & I'équation (2An-+ B)A
+Dn+E==i, ¢ &{tant ua infinimenent petit d'un ordre quelconque,
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donnent & 4 deux valeurs finies ct réelles : ces valeurs de A, subs—
tiluées dans

1A+ DA4+F=0 et y=nz4-h,

donnent & & deux valcurs infinies et 3 y quatre valeurs, aussi infi-
nies; les deux valeurs proposces de 4 fournissent donc deux sécantes
qui se coupent {vu queles deux valcursden sontdilféren les) et coupent
chacune la courbe (a) en deux points situés A I'infini. Cetle courbe ,
bicn différente de la parabole, a nécessairement deux ouzertures ct
deux branches, séparées et infinies, contenues dans deux angles
opposés des deux droites d et ¢/, qui répondent 3 ¢ rigourcuscment
nul; car alors, pour les deux valeurs finics de A, les deux de x
el les qualre de y cessent d'exister ; donc les deux droiles d et o
ne rencontrent point la courbe (@) ; tandis que pour ¢ inliniment
petit, les deux droites résullantes rencontraient chacune la courbe
e deux poiuts, situés a I'infini, Celle courbe, nommée Hyperbols,
est donc composée de deux branches, séparées, éxales , infinics et
contenues dans les deux angles opposés de deux droites d et d', qui
s¢ coupent. Dailleurs celles-ci s’approchent continuellement des
deux branches, sans jamais les rencontrer; clles en sont donc les
asymploles.

L'lyperbole peut se représenter par chacunc des trois équations

My’—Na:’=——l', y’H‘lyI—i-Qf et Iy=".’;
car chaque fois Ia condition caractéristique, savoir B*'—4AC posi-
tif, est satisfaite. Ce binome, en effet, se réduil A -t-4MN dans la
premiére équation , i -+ 4y dans la seconde et & -1 dans la (roi-
sitme. Celle-ci représente Phyperbole, rapportée A ses asymplotes ,
axes des 2 et des y, qu'elle ne rencontre jamais.

Par excuiple, si toutes les droites, partant du point donné (8,6
sont ferminées, de part ¢f d"autre, aux deux axes des coordonnées ;
le liew géoméirique de tous leurs milicuz est une hyperbole , rapportéc
a ses asymptotes. Ce lien est, cn effet, représenté par

zy=3x-44y,oupar xy=12,
en passant & un systéme de coortdlonndes paralldles, pour faire dis-
paraitre les premitres puissances de z el de y.

X1IL Il existe un grand nombre de problémes , sur les licux géo—
métrigues d'une infinilé de points, fournissant les courbes du sceond
degré. Par exemple, on trouve que la parabdole est le licu géomé-
trigue de tous Jes points tels, que la distance de chacun & T'axe des
y soit égal & sa distance au point (2,0), donné¢ sur l'axe des 7. Le
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licu serait une ellipse, si la seconde distance devait éire double de
la premidre, ou si la somme des carrés des deux distances devait
valoir le carré donné 36, Le lieu serait une Ayperbole , si la premicre
distance devait étre double de la seconde, ou si lc produit des deux
distances devait Gtre triple de celui des coordonnées du point.

On peut chaque fois calculer F'équation numérique de la courbe,
1° torsque Pangle ¢ des coordonntes est droit, 2° lorsqu’il est de
60°. Chaque fois aussi, cn résolvant 'dquation proposée, par
rapporl & y, on pecut construire la courbe, par points successifs ;
mais il cst souvent plus simple et plus exact, 2 cet cffet, de rap—
porter la courbe A ses axes conjugués, ou 3 ses axes principauz.

XIV. AxEs conyueuEs, Si I'équation d'une ligne du second ordre
conserve la méme forme, quel que soit I'angle 6 des coordonnées ,
moindre que 180°, on dit que la courbe cst rapporiée & ses axes
principauz ou i ses axes conjugués, suivant que I'angle 0 est droit
ou non. Or, une méme ligne du second ordre admet une infinité de
systémes d’axes conjugués et un seul systéme d'axes principaux; et
c'est ce quil faut d'sbord démoutrer, pour les trois courbes. On y
parviendrait par la transformation des coordunnées; mais il est bien
Mus clair et plus simple de procéder comme il suit.

XYV. Paraporr. Cherchons I'tquation de la courbe plane lelle,
que la distance € de chacun de ses points (z,y) A 'axe des x soit
moycenne proportionnelle enire 'abscisse z de ce point et le nombre
donné 2p.

Supposons d'abord l'angle 9 des coordonnées, compris entre O cl
90°; la distance o sera opposée & l'angle ¢ du triangle rectangle
dont T'ordonnde y est Ibypoténuse ; et ainsi d=y sin 6. Par 'énonc¢,
on doit avoir x:d::d:2p ou d*=2px ; donc y'sin*6==2px. Posant
done 2p=-2p'sin’s, d’ol 2p'>>2p, on aura, pour !'¢quation du
lieu cherché ,

y'=2p'z . .. ®

Si T'on fait croitre, par degrés insensibles , I'abscisse positive = ,
depuis zéro jusqu'a l'infini ; comme 2p’ est un nombre constant et
donné , essenticllement positil, il est clair que 'ordonnée y croitra,
posilivement et négalivement, depuis y==£0 jusqud yu-ctg:
d'ailleurs & ne saurait avoir le signe—; la courbe (4) est donc
infinie et ouverte, dans le sens des & positifs ; ¢'est par conséquent
une parabole , quel que soit l'angle 6 ; et c'est une parahole , rap-
porice & ses axes conjuguds des x et des y.
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On voit d'ailleurs que celui-ci est tangent & la courbe, a lori-
gine O; car =0 donae y===0. De plus, comme z=£, donne
y=:h; la corde 2k , parallile i 'axe des y, est divisée en deux
partics égales par axe conjugué des x. Celui-ci est un diamétre de
la courbe; parce que, dans les lignes du second ordre, on appelle
diamétre , la droite disectrice d’un systéme de cordes paralldles.

Le point M ou (z,y) restant invariable , aussi bicn que 2p, il est
clair que la distance d augmente avec V'angle 6; I'axe des x, tou-
jours perpendiculaire A la droite sur laquelle d se trouvait, s'¢loigne
de plus en plus de sa position primitive, sans eesser de lui étre
paralléle, ni d'¢tre bisecieur du systéme de cordes paralltles 3 son
conjugué, axes des y, toujours tangent 3 la courbe. Car on a tou—
Jours y*=2p'x , bicn que 2p' diminue de plus en plus, depuis0=0
sur @ jusqud 0=90°. Or 6 =90 donne 2p'=2p ot y*=2px; I'tqua-
tion (§) conserve donc toujours la méme forme, quel que soit
Vangle 6 des coordonnées. Ainsi non-sculement la parabole admet
une infinit¢ de systémes d'axes conjugués et un seul syst¢me d’axes
principaux ; mais de plus , tous les axes des y loucheal la courbe en
chaque origine et tous ies axes conjugués des x, diamétres de la
parabolc , sont paralltles & son axe principal des abscisses. Celui-ci
d'aillcurs est le scul axe de syméiric de la courhe, comme bisecteur
de toute corde 24 qui lui est perpendiculaire. La forme de la para-
bole est d’autant plus ouverfe, que les cocflicients constants 2p' et
2p sont plus grands : c’est pourquoi ces deux coeflicients sont appelés
paraméires de la courbe : 2p’ est dit le paramétre diamétral et 2p le
paraméire principal ou simplement le paraméire.

Puisque l'axe principal des x est déja tracé et contient le pied I’
de la nouvelle ordonnée MP =y=d, il cst clair que si 'on prend,
sur cct axe el du cOl¢ des z positifs , la longucur PN =2p; la per-
pendiculaire 3 MN, élevée par le point M, ira couper le méme axo
au point S ; et commo alors MP*=2p, SP, le poinl $, origine des
axes principaux , appartient A la courbe : ccst le sommet de la para-
bole. Prenant sur l'axe principal des 2 et a partir de S, Ia longucur
arbitraire SQ, qu'on prolongera de 2p; la circonférence décrite
sur le diamétre SQ42p , coupera la perpendiculaire, menée par lo
point Q, sur QS , aux deux points G ¢t G, appartenant a la para—
bole ; laquelle se déerit ainsi trés-simplement , par potnts successifs.

Prenons sur Yaxe principal des = , et de part et d'autre de I'ori—
gine S, les longueurs égales & !p , savoir SF et SK, F élant.du coté
des z positifs; par le point K élevons sur K la perpendiculaire
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indéfinic KE , appelée directrice de la pavabole : il est facile de dé-
montrer, d'aprés 'équation y*=2pzx , que la parabole est une courbe
plane telle , que les distances de chacun de ses points M, & la direc-
trice et au point fire ¥ , sont éqales entre elles et a xz--1p. Chaque dis-
tance r, de M & F, est appelée rayon wecteur du point M de la
courbe, dont F est dit le foyer. Cette égalité des distances cst tetle-
ment caractéristique de la parabole, quen cherchant le ticu géomé-
trigue de tous les points M, 2 égale distance du point F ct de la
droite EK, on rctrouve I'équation y* =2pzx. Celle équation fournit,
comme on sait, la description de la parabole , soil d'un monvement
continu, soil par poinis successifs; mais pour ce dernier cas, le
procédé indiqué ci-dessus est le plus simple, quoique peu connu.

Réciproquement, la parabole étant tracée, voyons comment on
lrouve son dqualion aux axes conjugués el aux axes principauxy
Ble¢nant la,dreite D', par le milicu de deux cordes paralléles quel-
conquces ; puis par le point O, ot D’ coupe ln parabole , menant Ja
paralléle P'' aux deux cordes; il est clair que IY foucke la courbe au
point O, vu que O cst le milieu de la corde nulle sur P'. Or, D' ct
P’ élant les axes conjugués des & et des y, dont O est Vorigine, les
coordonnées 2 et y du point M sont connue ; on connaitra donc lo
paramiire diaméiral 2p', par y*=2p'x ou par z:y::y:2p'.

Mcnant cnsuite & D', par le point M, fa perpendiculaire, que
I'on prolongera en P, de felle sorte qu'on ait MP—=y ; la paralléle &
D', menée par P, scra I'axe principal des x, coupant la courbe au
sommet S. Menant cufin & SM, la perpendiculaire,, coupant en N
le prolongement de SP, la longucur PN sera le paramétre 2p , ainsi
déterminé ; car MP*=DPN.SP. L'équation aux axes principaux sera
donc y*=2p..

Les autres proprittés de la parabole sout maintenant bien faciles & di-
montrer, d’aprés ses équalions aux axcs conjuguds cf aux axes princis
paux , el d’apris 2p=2p" sin 20, Il en résulle que , 1° les droiles , menées
du point de langence , au foyer el parallélement 4 I'axe principal, font
avee la tangente el d’'un méme ¢dte , devx angles égavx ; 2° le miliou do
la porlion OT de la tangente , entre le point de contact O, et V'axe priu-
cipal des x, cst ala fois sur Paxe principal des y et sur la perpendicu-
laire & OT, menée du foyer I, cetle perpendiculaire ot le diamétre en O
s¢ coupant sur la direclrice ; 3° 'ordonnée du miliea de OT &lapl meili¢
de 'ordonnée du peinl O , il est facile de tracer la tangente cn ce point ;
4° le rayon vecleur r du poinl quelconque O, origine d'un diamétre , ¢st
le quarl du paramétre 2p', relatif i ce diamitre; 5° connaissant donc les
deux axes conjugués cl le paramitre diamétral 2, il en résulle le foyer,
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Ia directrico ¢t lo paramdtre principat ; G+ 1a dislance du foyer 4 1a tan-
genle st moyenne proportionnelle entre le quart du paramétre 2p el le
rayon vecteur da point de conlact ; 7° soil d la distance au foyer du point
U0l partent deux (angentes & 1a parabole, dc longucurs ¢ et ¢, depuis ce
point jusqu'aux deux conlacts , donl r cl r' sont les rayons vecleurs : on
aura ri’3=r's*, d'=rr’ el par suilo d esl bisectrice do I'angle (rr') ; 9° si
Vangle (rr') ==180%r4 r' est une corde , & laquelle d est perpendiculaire ;
les deux tangenles aux extrémilés de ceite corde se coupent done 4 angle
droit sur la directrice; d’oix résulteat plusicurs propriétés réciproques ;
10 enfin, quel esl le licu de tous les poinls fels, que la distance du
chacun 4 l'erigine soil 'abscisse de ce point augmentte de la longucur p
donnte 7

Obscryons encore que , S étant le sommet de Ja parabole y*=2pux; sil'on
prolenge l'abscisse SP du point M, de la longucur PN==2p el XM de la
longueor MN! tello qu’on ait MN'=AMN.v, v &tanl an rapport constant ;
le licu géométrique de tous les poinls N' est une scconde parabole. Mais
si par ¢chaque point M de la parabole propostée , on méne & V'axe principal
des z , 1a paralléle ¢gale au paramétre 2p , puis du pied de Pordonade de
Vextrémilé de celte paralléle , une perpendiculaire a la corde SM; sui-
vant que la paralléle 2p sera dirigée vers les x posilils ou vers les «
négalifs , e lice du picd de la perpendiculaire sera la parabole proposte
clle-méme ou bien sera la courbe (y*4-z*y’ =2pr(z*~y"}. La paralléle
pourrait &iee SP ou MP, cle.

X¥L ELciese. — Cherchons V'équation de la ligne décrite par les
interseclions successives de deux droites, mobiles autour de deux
points fixes , de (elle sorte que le produit de leurs dircetions varia-
bles n et ' soit un nombre donné &, constamment négatif.

Soit 2d la longueur connue de la droile joignant les deux points
fixes; placons an milicu Vorigine des coordoundes obligues , com—
prenant l'angle 6, et soient (z',y") une extrémilé de 2d4; lautre
exlrémité sera (—a',—y"), puisque l'origine (0,0) est le milicu de
2d. Les équations des droiles, mobiles autour de ces deux points,
sonl donc

y—y =nz—2") el y-|-y' =n'tr4-z').

Au poinl quelconque (x,y) , ol les deux droites se coupent, les
a ¢t les y ont mémes valeurs respectives dans leurs équations. On
peat donc muitiplier celles-ci membre 3 membre, ot & cause de
nn'=—=%k, par hypothse, il vient

yz__yr:=__k(a:a_:cn) ou y:_'_kxl__.___yu_l_erz ... (C)

Tout ecst positif, dans cetle équation , évidemment de la forme

My*-4-Na’=P; donc elle représente une ellipse.
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Le point quclconque (r,y) de la coorbe restant fixe, aussi bien
que lorigine, milicu de 2d, on peut, en déplagant les axes aulour
de l'origine fixe, faire varier Vangle ¢, depuis¢ inliniment petit
jusqud p==180°, % restant constant : il est clair que 2’ et y' varie—
ront, ca restanl consfants, pour une méme valeur de ¢; I'équation
{¢) conservera toujours la méme forme , sans cesser de représenter
les mémes points, ct par conséquent la méme ellipse ; laquelle est
ainsi rapportée & ses axes conjugués des z ct des y. De sorte que
Yellipse admet une infinité de systémes d'azxes conjugués , des x of des
¥, et un seul systtme daxes principaux, pour lequel Uangle o est
droit. Dans ce cas, ayant y'=0 ¢t &’=d, Féquation (¢) devient
y'+kx'=kd® : clle représente la circonférence , si k=1 ; car alors
nn' 4 1=0, .
XVI. HyperpoLe. Lorsque le produit an'==k cst douné cons-
tant , mais toujours positif , I'équation {c) devient

y'-—-f-‘x'=y"—l‘x" ou My’—Nx’ - __p'

C’est done Vhyperbole , rapportée & ses ares conjuguds, des x et
des y ; car celte équation conserve toujours la méme forme , sans
cesser de représenter les mémes points M ou {x,%) et cons¢quemment
la méme courbe , lorsque Vangle ¢ varic , depuis O jusqu'a 180°.
Une méme Hyperbole admet donc une infinité de systémes d'axes
conjuguésdes X el des Y, et un seul systeme & axes principaux , pour
lequel Uangle 6 est droit. Dans ce cas, I'équation devient y’—ix’ ==
—kd’ ; ct les axes principaux , des  ct des i, sont en méme lemps
axes de syméiric de la courbe, comme bisecteur chacun de toute
eorde qui lui est perpendiculaire.

De plus, si alors @ et & sont les distances de 'origine aux points
oit la courbe rencontre ses axes de symétrie des x ct des y, on aura
a’=d® el J*=—1FLd*. L'hyperbole rencontre donc l'axe principal
des z aux deux points, extrémités fixes de 24 ; et voild pourquoi 2a
est dit le premier axe , Yaze réel ou Vaxe transverse de Uhyperbote :
clle ne rencontre point 'axe de symétric des y, car b=xd}/ —k ;
la longueur réclle 2b—=d)p "k, sur Vaxe principal des y, et dont
le milicu est & Yorigine , est dite le sccond axe, Vaxe imaginaire ou
non transcerse de la courbe, Si k=1, d’'otr 20 =24, I'byperbole est
dite dquilatére et son équation devienl y'—z'=—a?,

L’¢quation de Yhyperbole , aux axes conjugués ou aux azes prin-
cipaux, conduit trds-simplement, comme on sail, & toules les
propriéiés , descriptives ct aulres, de la courbe; en observant que,
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quand Thyperbole est Gquilatdre , ses asymplotes sont perpendicu-
laires entre elles , el réciproquement.

Posons cos ¢ =¢ et sin 6==5: si du poin( (a,0) , donné sur I'axe des
x, on méne une oblique quelconque L A I'axe des y, puis du pied
de celle-ci , la paralléle 3 I'axe des x, de longucur égale 3 L ; Yex-
trémité (z,%) de cette paralicle appartient & I'hyperbole

y'—z'-2acy4-a*=0.
Prenant les valeurs de ¥, puis développant la racine carrée du
binome z%*—a's* ou x’—m, pour abréger , on aura
m m? m?
2z + 8 + 16z2*
Les équations des asymplotes de celle hyperbole sont donc

y=—ac:!:a:?(— |- ete. ).

Y=w—actxrx;

car £ ayant la méme valear, croissante depuis 0 jusqu'h 20, dans
les deux systémes d'équalions , la dillirence Y—y diminue conti-
nucllement ¢t devient infiniment petite , sans jamais devenir rigou-
recusement nulle. Iei I'hyperbole est éyuilatére, puisque ses deux
asymptoles sont perpendiculaires entre elles. On voit d’ailleurs com-
ment celte courbe peul se décrire , par poinls suceessifs. On aurait
pu dabord faire disparailre la premicre puissance de y. On peut
examiner les deux cas de ¢=90° ¢t 60", lorsque a=10.

Enfin, lorsque par le point donné (a,a), on ménc unc suile
illimitée de droites, dont on cousidére les portions enire les axes
des = et des y rectangalaires ; si 'on cherche le licu géoméirique de
tous les points tels, que chacun divise la portion de droite en deux
parties dont celle adjacente & l'axe des x soil double de l'autre, on
trouve encore unc hyperbole équilatére ; mais Péquation est com-
pliquée de facteurs éirangers, qu'il faut d'abord faire disparaitre.

X VIII. SIMILITCDE DES COURBES DU SECOND BEGRE. Deux lignes du
second ordre, du méme genre et rapportées G un méme systéme de
coordonndes, sonl semblables dés que les cocfficients des termes du
second degré, dans leurs équations, sont respectivement égauzx.

Pour démontrer ce théoréme, on pourrait prendre les deux
équations

Ay’ +Bry+Cx'=Hzx ot Ay’ 4 Bx'y'+Cz""=H'z',

Mais il est plus simple de considérer les deux courbes, de méme

genre , représentées par les équations , aux axes conjuguds :

Y e=2pxt-g2® ot y'* =2p'x’-|-qx't,
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Soit d’abord posé 2p'=2pr : on peut toujours choisir, sur les deux
courbes , les deux points (z,3) et (x',5') tels qu'on ait z'==rzx ; et
alors, en ver(u des deux équations, onaura y'=ry. Les deux poinls
(=, et (z',y') se correspondent sur les courbes ot sont dits Aomo-—
logues, parce que I'un étant donné, l'antre s'en déduit immédia-
lement ; va que le rapport r de p' & p (dit rapport de similitude)
esl connu, aussi hien que p' et p. Dailleurs la droite y==nx , menée
de Vorigine au premier point, passe par le second; car ayant
yiz=y:2', il est clair qu'en désignant par » le rapport commun ,
on aura simultanément y =nz et y’ =nz'.

Soient d et d' les distances de U'origine , point homologue commun
aux deux courbes , & chacun des deux points (z,y) et (,y') : on
trouve d'*—=d'r* ou d'=dr. De sorle que les droites homologues d'
¢l d sont dans le rapport r de similitude ; et il en cst de méme de
tous les couples de droites homologues , mentées de erigine, telles
que D' ¢t D ; car on trouve aussi D'—=Dr, Soient a ot a' les arcs des
deux courbes , interceptés par les deux couplesd et D, @' et D' : si
Fangle commun, entre d et D ou &' et DY, est infiniment petit, los
deux ares a et 4’ scront infiniment petits cux-mémes et conséquem-
ment rectilignes ; les deux triangles résultants sont donc scmblables ;
et ainsi ' est paralléle 3 a el de plus a'—ar.

On voit que, dans lcs deux courbes proposées , des arcs homolo—
gues , c'esl-d-dire terminds & des points homologues chacun 3 cha~
cun , sont semblables ; commne lignes brisées composées du méme
nombre infini de cdlés ou éléments homologues proportionnels,
respeclivement parailtles et comprenant des angles homologues
égaux. Non-sculement ces deux arcs, dans le rapport » de simili-
tude, sont scmblables de forme , mais aussi de position , 2 raison du
parallélisme des élémen(s homologues. Donc aussi les deux courbes
proposées sont semblables, de forme ct de position. Ce qu'il fallait
démontrer.

Obscrvons que les deux paraboles y*=2pz ot Yy =2p'a sont
toujours semblables, méme lorsque les angles ne sont pas égaux dans
les deux sysiémes de coordonnées. Car la seconde peat loujours se
rapporier au systtme de la premiére. Mais pour les deux aulres
geores, les deux courbes, de méme nature, sont semblables dos
que les coeflicients des termes du second degré étant ¢gaux chacun
& chacun , les angles des deux systémes de coordonnées sont tgaux,
quoique séparés.

Scholie. Lorsque deux courbes sont semblables, 1'une représente



118 J.-N. NoEL. — Mémoire sur les

complitement l'autre, pour I'é¢tude de leurs propriétés communcs
ct pour les opérations deseriptives ou de wmesurage , qu'il serait im-
possible d’effectuer dircclement sur celle-ci, soit i cause de son
ttenduc, soit A raison de divers obstacles sur le terrain , qui borne-
raient la vue ou qui empécheraient dagir; comme un bois, une
rivitre, cte. Le tracé d'une figure semblable it une autre a donc pour
hut de meltre celle-ci sous les yeux sur le papicr , afin de I'¢udier
avec plus de facilit¢ et plus complétement. Aussi les théories de la
géométrie n'ont-clles licu que sur des fizures scmblables ou supposées
telles ; mais dans la géomdétrie analytique, on simplifie encore cn
représentant les points ct les lignes par des équations ; ce qui dis-
pense de tracer la figure et conduit ) ses propriétés , par de simples
transformations analyliques, beaucoup plus siirement que si elle
¢tait sous les yeux. Cest ce que Descartes a mis en évidence le pre-
mier, comme on sait ; et c’est ce que Von reconnaitra, pensons-
. nous , dans ce qui va suivre, ol nous ne considérerons aucune
figure tracée.

Enfin, comme I'é¢tude de chaque ligne du second ordre porle tou-
jours sur unc ligne semblable, ponvant se tracer sur le papier,
d'aprés différents procédés , que celte étude fait connailre ; le théo-
réme de la similitade des courbes du second degré doit suivre immé-
diatement leur distribulion en trois genres distincts , pour l'ordre
ct la clarté des idées.

XIX. Les Coxigues. Les trois courbes du second degré peuvent
s'obtenir en coupant, par des plans difléremment inclinés , toute
surface conique circulaire, droite ou obliGue , composée de deux
nappes ; et ¢'est pourquoi, la parabole, V'cllipse et 'hyperbole sont
appelées sceltons coniques ou simplement coniques. Or, Fangle 9 des
coordonnées ¢lanl quelconque, on {trouve aisément, d'aprés la
trigonométrie , pour représenter les trois courbes

y=2px-4qz* .. . ()

Dans cetle équation aux axes conjugués des x ot des y, le premier
¢lant un diamétre ot le second , tangent i Vorigine , les nombres p
et ¢ sont connus ; et snivant que le cocllicient g cst nul, négatif ou
positif , Véquation (d) représente une parabole , une cllipse ou unc

hyperbole , comme on l'a déjx démontré.

Soit a la distance de l'origine aux points o la courbe rencontre
I'axcdes 2 : on trouvea =0 ct ga== —2p .La seconde distance n’existe
pas, pour la parabole, ot —0; elle est positlive ou négalive , mais
réclle , pour Peliipse ou I'hyperbole; vu qu'alors ¢ est un nombre
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donné, négatif ou positif. Multipliant fes deux membres par a, il
vient I'équation homogince

ay® =2plax—z).

L'équation {d) , trés-simple, faisant ressortir la grande analogie
qui régae entre les trois courbes, peut servir utilement a I'étude de
leurs propriéiés ; puisque moyenunant les modifications dues i la
valeur et aux signes du coeflicient ¢, les propri¢iés de V'une des
frois courbes étant connues, on en déduil celles des deux aulres.
On pourrait commencer par la parabole ; mais , le coeflicient 4 ayant
disparu el ne se trouvant point dans les proprictés de cette courbe,
il serait parfois asscz diflicile de bien connaitre les wodifications
que la présence de ce cocllicient doit amener dans ces propriclés,
pour les deux autres courbes. Il est donc préférable de commencer
par l'ellipsc, parce que ses propriétés sont parfaitement analogues
a celles de la circonférence , déja connucs.

Au surplus, I'équation (4} , dans son élat général, conduit immé-
diatement aus propriélés, communes aux trois courbes. D'abord
cetle équation fournit la propriété caractéristique de chague courbe ,
ou propre d la définir el & la décrire, en caleulant le point (x',y")
dont la distance v, & un point guelconque (x,y) de la courbe, sott
FONCTION RATIONNELLE de l'abscisse x de ce point, (Les coordonnées
ici doivent étre rectangulaires , pour plus de simplicite).

Calculant, daprés U'équation (d) , e lieu géométrique des milicux
d’une suite de cordes paralléles, dans fa courbe, il en résulte les
délinitions de son centre ct de ses diametres. 11 ea résulte aussi
I'équation de toule fangente, ct celte équation , avec 'équation (d),
serl a démontrer que le sommet d'un angle droit mobile , dont les
cGlés soni langenis & une conique, décrit une circonference, qui
devient la direcirice , dans la parabole.

Pour cc Lhéoréme, Yangle ¢ doit &ire droit, de méme que pour
la recherche des directrices de toute conique : chaque directrice est
une droile et le foyer voisin un point tels, qu'en cherchont le licu
géométrique de tous les points , dont les distances de chacun aw foyer
et & la direcirice soient dans un rapport conslant, on retrouve
Féquation (d). Ilen résulte une propriété , propred décrire la courbe,
quand on connatt trois de ses points, un foyer el fa directrice voi-
sine. De plus, sf un angle droit a pour sommet, l'un des foyers de
toute conique; la fangente aw point o% Uun des c6tés coupe la

courbe, va couper I'auire c6té sur une directrice.
1. 20
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Observous encore que les deux droites , menées des extrémilés da
diamétre, sur l'axe des z, aux extrémités de tonte corde paralldle
a l'axe conjugué des y, se coupent sur une autre conique.

Enfin, T'équation (d) servirail encore A établir les propridétés des
polaires et des péles, dans ies coniques; mais, en général, I'étude
des courbes du second degré se fait plus simplement , d'aprés I'équa-
tion aux axes conjugués, quand l'origine est au centre.

XX. ProJECTIONS ORTHOGONALES, Soit D la longueur d'une droite
donnée dans I'espace ¢l soit D' la projection orthogonaie ou simple-~
ment la projection de I sur une autre droite, située ou non dans le
méme plan : si v désigne la mesure de Vangle compris, on démontre
aisement que D'==D cos ¢.

Soit I’ une aire plane quelconque, reetiligne , mixte ou curvi-
tigne, ct soit T’ sa projeclion sur un auotre plan : si par un point
de ['intersection des deux plans, on méne i celle-ci un plan perpen-
diculaire , il coupera F et F' suivant les deux droites tnscrites D et
D', dont I'angle ¢ mesure le coin des deux plans proposés, et I'on a
IV =-D cos v. Or, d’aprés la définition, la projection T’ se trouve
avee F absolument comme la projection D' se trouve avee D ; done
puisque I)'—~D cos v, on a aussi nécessairement F'=T cos v.

Menant d’ailleurs un sccond plan perpendiculaire 4 P'intersec—
tion de deux plans de ¥ et de F', et infiniment proche du premicer,
ce second plan coupera F et T’ suivant les deux droites inscrites E
et E', respectivement paralltles AD et a D'. 1l est clair que D et E
sont les bases d'un trapdze T, de hauteur & infliniment petite, lequel
conséquemment est rectiligne ; d'oit 2T=4(D 4 E). De méme, D et

i* sont les bases et /i la hautcur du trapéze rectiligne T', projection
de T ; Aot 2T =A{D'+-E") = k(D+-E) cos v=2T cosv et T'=T cos .
Or, F cst la somme de fous les T et F celle de tous les T'; donc
puisque cos v est conslant, il vient F'=F cos v.

On voit que la projection est toujours le produit de la grandeur
projetéc multipliée par le cosinus numdrique de Uangle compris.

XX. Bur pE cE MEMotre. Les propriétés de la circonférence,
qui n'est qu'une particularité de I'ellipse, conduisent immédiate-
ment aux propri¢tés de cetle dernitre courbe, ou du moins les
font prévoir; surtoul quand en regarde lellipse comme la projec-
tion de la circonférence , ainsi que plusicors géométres l'ont pra—
liqué, pour quelques propriéiés faciles. Dans le tome VIIL de la
correspondance Mathématique et Physique , dans les noles de géo-
métric , 2™ &dition ot dans le traité de glomélrie analylique fen
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1837), les projections nous ont servi & établic plusicurs beaux
théorémes sur l'ellipse ; mais notre travail était incomplet, Le but
spécial du présent Mémoire est de démontrer un grand nombre de
propriétés de Vellipse, d'aprés les méthodes les plus ¢lémentaires,

Propriétés de U Ellipse.

I. Axes prixciravx. Considérons la circonférence dont a cst le
rayon. Si nous faisons tourner le cercle autour de son diamétre
horizontal fise 2a, pris pour axe des x rectangulaires, jusqu'a ce
que lc nouveau plan fasse avec le premier un angle v, moindre que
00°; les pieds des perpendicultires abaissées de tous les points de
la circonférence, fixée dans la scconde position , déterminent, sur
le premicr plan, une courbe fermée et rentrante sur elle-méme,
prajection de la civconférence proposée C. D'abord celle projection
E a le méme centre que G, puisque chaque diaméire 2a de G a pour
projection une corde 2d de E, divisée en deux parties ¢gales par le
centre de C; de sorle que 24 est un diamétre de la courbe L.
Eusuile, si b est la projection du rayon e, perpendiculaire i l'axe
des £ communs; les axes des y reclangulaires , dans les deux
courbes, sont dirigés suivant le rayon a et sa projection 4. Or, v
sl nécesssairement I'angle compris cutre a et & donc d=a cos ¢.
De méme, si Y et y' sont les ordonnées de C et de E, pour la
méme abscisse x,y scra la projection de Y et v l'angle compris :
doncy=Y cos v.Dailleurs Y-z ==a’;ainsi y* -z’ cos’v —a’cos’y,
d'ol & cause de b=acosv, il vient

a’y - bxr=a't’ .. . (1)

Cette équation ayant licu , quel que soit le point (z,) de la pro-
jection E, la représente complélement; et peut servir i la décrire.
Dabord =0 Jonue y=-6, ct y=0 fournil x==:1a; de sorte
que 2e ct 25 sont deux diamétres reclangulaires , situés sur les
axes de symétrie des x et desy : ce sont les axes principauz ou sim-
plement les azes de la courbe E. De plus, & cause de é=a cosv et
decosv <1, on ab<a ou 2b<C2a ; ainsi 2a cst le grand axe et
25 e petit axe de la courbe.

Rien w'emptche de poser ¢*=a’—)" : le nombre ¢ aura deux
valeurs réelles , égales et de signes contraires, mais chacune <e.
Prenant alors sur I'axe des x, de part et d'autre de Porigine O,
cen're de G et de E, deux longueurs égales & ¢; les deux points
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résultants T et F' tomberont sur le grand axe 2a. Si done r ot v’
sonl les droites joignant F et ' & nn point quelconque (x,3) de la
caurbe E ; les deux {riangles rectangles donnent

rley’d (r—c’ et r’ =yt - (26 .

DNans ces deux équations (1), les x et les y ont mémes valeurs
respeetives ; il en résulte done

~r . .
r=a—Tclr'= at 3 Aol r-j-r'—2a.

On appelle ellipse une courbe plane telle, que la somme des
distances de chacun de ses points i deux points fixes ¥ et F/ est
conslamment égale & une droile donnée 2a 5 done la projection B
est une ellipse, dont F ot F/ soul les foyers | ¢ Vereentricité, r et r'
les rayons veeteurs d’un point guelconque {v,y) de la courbe. Con-
naissant donc les deux axes 2« et 24, de longueur et de position,
il en résulie les deux foyers et la description de I'ellipse E , soit
par points soil d'an mourcment continu,

2. DrameTres, Deux droites paralléles et leurs milicux , ayant
pour projeclions respectives deux paralléles ¢t leurs milieux ; on
voit que tout diamétre 2a du cerele , ¢videmment bisecteur d'unc
suite de cordes paralléles entre clles et aux tangentes it ses extré—
mités, a pour projection un diamétre 2d de Vellipse , lui-méme
bisccteur d une suite de cordes paralléles entre clles el aux langentes
@ ses extrémitfs. Car le contact et la tangente au cercle onl néces-
sairement pour projections le contact et la tangente i Pellipse. Or,
on a 2d—2a cos v ; el comme le maximum ou le minimum de
l'angle ¢' est x ou @, il est clair au contraire que le minimum ou le
maximum du diamétre 2d est 26 ou 2a. Ainsi les deux axes de
Pellipse sont Uun le plus petit et Uautre le plus grand de tous ses
diaméfres.

3. EQuaTioNs AUX AxES coNsuGLEs. Prenons deux diamétres
rectanguolaires de la circonférence C pour axes des coordonnées X
et Y ; ils auront pour projections deux diamélires 2a’ et 20, axes
des 2 el des y obligues, de l'ellipse E. Soit { X,Y ) un point quelcon.
quec de G, doi X°4-Y*—a’ ; ce poinl a pour projection le point
(z,) de E. Or, & et X, sur une méme droile , ont pour projeclions
a' el x, sur une méme droite : done a:a’=X:z. De méme, Y ot
sa projeclion y sonl respectivement parafléles au rayon a et & sa
projection &' ; donc a:4'=Y:y. Prenant dans ces proportions, les
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valeurs de X el de Y, puis substitvant dans X*-+-Y’=da’, on
trouve

a’yr 442t =a0" .. (2)

Comme le point (x,3) de E est ici quelconque, les ¢quations (1)
ct (2) représentent chacune Uellipse E. Ces ¢quations ont absolu—
ment Ja méme forme , quel que soit, dans la seconde, Fangle 65 ¢t
dans celle-ci les axes des coordonnées sont dils conjugués, parce
quils vonl toujours ensemble et que 'un étant tracé , Vautre sen
déduit immédiatement. De plus, dans 'équation (2), les diamétres
2a’ et 2b', sur les axes conjugués desx et des y, sontdils eux-mémes
diamétres conjugués; ainsi dewx diamétres rectanguluires yuelcon—
ques de la circonférence C ont toujours pour projections deuz dia-
métres conjugués de Uellipse E. Celle-ci admet donc une iufinité de
sysiémes de diamétres conjugués , dont un seul reclangulaire, celui
des deux axes 2a el 26,

4. ParsmiTres. En général, I'angle 6 des coordonnées élant
quelconque, toute équation de la forme My?-|-Nz® =P représente
une cllipse, rapportée a ses diamétres conjugués 2a’ ct 26’y car
y—O0 dans cette équation donne Na'’ 1" et z=0 fournit M&"*=l’;
d’oit en substituant dans cette équation les valeurs de M et de N,
savoir I sur 4" ¢t I sur a’®, il vient I'équation {2). Celle-ci, en 'y
cbangeant z en x—a’, el posant a'p=,a"g=0", devient

Yy =2pr—qz* =pz(2a'—2z) . . . (3)

C'est I'équation au paramétre diamétral 2p , donné par la propor-
tion 2a’:2¥ :: 20':2p. Dans Péquation (1) de Vellipse, le paramétre
2p est la double ordonnée dont le pied tombe au foyer I ; c'esl une
troisitme proportionnelle aux deux axes 2a et 2b.

5. Corpes surpLEMENTAIRES 1. Dans les lignes du second ordre,
les cordes mentes des extrémilés d'un méme diamétre a un point
quelconque de la courbe, sont dites cordes supplémentaires. Or, il
est évident que les deux diamdtres reclangulaires de C sont hisec—
teurs de deux cordes supplémentaires, respectivement paralléles &
eux el aux tangentes a leurs extrémilés ; done aussi les deux dia—
métres conjugués 2a' et 20 sont bisecteurs des deux cordes supplé—
mentaires de Uellipse L, respectivement paralliles & cux el aux
tangenies & leurs extrémités. Les deux cordes comprennent donc un
angle égal et opposé 3 celui des deux diamétres. Si dong l'eliipse 1
ct un diamétre sont tracés; en décrivant sur celui-ci un segment
capable de langle douné x, lvs deux diamélres respectivement



123 J.-N. Nokr. — Mémoire sur les

paralléles avx deux cordes supplémentaires menées & I'un des points
intersection de Vare du segment avee U'ellipse, sont conjuguds
el comprennent Fangle donné a. Si cet angle est droit, on a les deux
axes 2a el 26,

II. L'angle des deux cordes supplémentaires du cercle, menées
des exirémités du grand axe 2a, ¢tant droit, sa projection , angle
des deux cordes supplémentaires de lellipse, menées des deux
mémes exirémités, est nécessairement obtus et le plus grand pos—
sible lorsque les deux cordes se coupent & unc extrémité de 24 ;
car I'axe du segment capable dw premier angle obtus, arc déerit sur
la corde 2a , rencontre le prolongement de 4. On verra de méme
que Pangle compris entre les deux cordes supplémentaires mendées
des exirémités du petit axe 26, est toujours aigu et le moindre
possible lorsque les deux cordes se coupent & ane extrémité de 2.
Or, les extrémités des deux ases 2ael 26, s’appellent les sommets de
Vellipse 1 : il y a donc quatre sommels de la courbe, en méme
temps sommels d’un losange inserdt, dont les colés sont les cordes
des sommets de Pellipse. Ce losange des sonnmets , ayant les deux
axes 2a et 24 pour diagorales, est la moilié du rectangle eirconserit,
touchant la courhe aux guatre sommets. Gelui-ci ayant ses colés res—
pectivement égaux ct paralléles & 2« el 26, est dil le rectangle des
axes, cl son airc a pour mesure dab. 1l est clair dailleurs que le
rectangle des axes ot le losange des sommets sount les projections
respectives du carre circonscrit, touchant le cercle aux extrémités
du grand axe 2a, et du carrd inscrit, joignant les contacts du
premier.

§I1. Les diagonales du rectangle des axes, élant respectivement
paralléles aux cordes supplémentaires des sommets et les divisaul
en deux parlies ¢gales chacune, ont sur elles deux diamétres con—
juguds, ¢gaux évidemment et comprenant Uangle oblus maximum
ou langle aigu minimum. Car ces deux diamétres conjugués 2a’ et
2, projections des deux diamétres reclangulaires da cercle (dirigds
suivant les diagonales du carré circonscrit, dont le rectangle 4ab
est la projection) font avee ces diamétres, deux angles égaux a o' ;
d'eil a'=acos ¢’ ¢t §'==acosv'. Cela donne 2a’'=26" et I'équalion (2
de l'ellipse £ devient y*--x*=a'’.

1V. Soient dailleurs n et #' les directions des cordes supplémen-
taires mendes des extrémilés du grand axe de Pellipse E : on trouve
aisément @’nn'--5% =0, 1l est clair que 2 et »' sont aussi les diree-
tions des deux dizmétres conjugués 2¢' ¢t 24, respectivement paral-
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lofes @ ces deuy cordes ; le produit nn' est donc constant et négatif.
it comme la relation e*nn’4-6'=0 cst unique, on voil que fowd
diamétre de Uellipse a son conjugué ¢t n'en @ qgu'un seul, ce dia~
métre étant biseeteur d'un seul 2ystéme de cordes paralitles. De
soric que le centre el les milicux d'une suite de cordes paralitles
sont en ligne droite. Donc U'ellipse E ¢tant tracée, les droites passant
per les milieux de deuzx couples de cordes paralléles, se coupent au
genlre. De plus, dans un systéme de cordes paralléles , les cordes &
¢gales distances du centre de part et dautre, sont ¢gales entre
clles ; et plus une corde est ¢loiguée du centre, plus clle est petile.

V. Observons encore que toul diamétre divise 'ellipse en deux
parlies superposables ¢t syméirigues par rapport au centre; landis
que deux diamétres quelconques de la courbe divisent toute corde,
parali¢le d celle qui joint leurs exirémités, en trois parties dont
les deux extrémes sont égales entre clles. Observens enfin que la
plus petite corde, menée par un point donné dans 'intéricur de
Pellipse, est paralitle au comjugué du diamétre passant par ce
poiut ; ce dernier diameélre ¢tant Jui-méme la plus grande corde en
ce puint donné.

G. RELATIONS DES DIAMETRES AVEC LES AXES. Soient n et o' les
dircetions de deux diamitres quelconques 2a' et 24 de Vellipse E,
dont 2 ot 25 sont les axes, sur ceux de symétric des = et des y.
Pour l'extrémité {x,y) de a’,on a les trois équations siwultanées

y=nz, a"-=a:‘-i—y' cl a’y’-i—&’z’-na’b’.

Eliminant 2 et y de ces équations ct opérant de méme pour &, on

{rouve
(a*n* -5 d =a*t*(1-}-n?), 4
(a*nr 1848 =a?e? (14, § ° ° 1)

Ces deux relations remarquables serviront 2 calculer les diamdtres
2a' et 2¢, dis que leurs directions n ot n' scront donndes , avec les
axes, el réciproquement, en observant qu'on ne saurail avoir n==n’.

7. DIAMETRES EGAUX. Si #'=-—n, il est clair qu'on aura a'=é;
réciproquement, si a'=U, les relations {4), divisées l'une par
Yautre, donneront ensuile

(¢’ =8} (W—n}(n'}-n)=0; d'odt n'=—n.
Comme la direction n reste encore lout-3—fait arbitrairc, on

voil que Uellipse admet une infinité de couples de diamétres égauz ,
égaloment inclinés sur Te grand axe , de part et dautre du petit. 1t
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existe par conséquent une infinité de rectangles inserits, dont les
cOtés sonl paralldles aux deux axes; el parmi ces rectangles, un
seul carré inscrit, ayant scs diagonales égales et perpendiculaires
enire ¢lles, leurs directions élant par suiten=1 et n' =—I,

8. DIAMETRES RECTANGULAIRES. Pour que les diamétres 2a' et 28
soienl perpendiculaires 'un & 'autre, il faut que leurs dircctions
n el nf satisfassent A la relation nn'-|-1=0. Cetie relation cst uni—
que et laisse enlitrement indélerminée #' ou n, vu que les rela-
tions (4) ne donnent a' el &' que quand n ct »' soutl connucs ; ainsi
U'ellipse admet une infinité de couples de diamstres rectungulaires,
diagonales d’une infinité de losanges incrits , concentriques.

Do plus, soit =z Uhypoténuse du triangle dont a’ et &' sont les
deux aulres colés, et soit £ la hauteur menée de langle droit : oa
sura simultanément Az=«a'6' ct 2? =a'’44". Par ces deux rela—
tions, on voil d’abord que 1 sur %* vaut 1 sur o’*4-1 sur &'* ; mais
cette deraiére somme vaut I sur a*-{-1 sur 4°, ea vertu des rela—
tions (), oi I'on substitue, au lieu de »' sa valeur — 1 sur # ; donc

1 1 1 1 1
IR e sy T ihs ai aly +

a

Cette double relation est indépendante de z et s'applique encore
au losange des sommets; de sorte que & est le rayon du cercle
inscrit dans tous les losanyes , inserits eux—mdmes dans Cellipse pro-
posée B et tous concentriques aeee elle, dont un seul carré.

9. Diamirnes coxavores I Siom et »' sont les directions de deux
diamélres conjuguds 2a' et 24, on aura la refation unique a*an’
~+4*—=0; ct alors les relations (4) deviendront, en climinant
b =—a’nn':

(W—n)a’'=a’n'(1-}-n'},

(W=t = —a'n(l +n'.

Combinant ces deux égalités par addition et multiplication , puis
désignant par s le sinus de I'angle 6 entre les deux diamétres con-
juguds 2af et 20, d'oit (1-}-a2){1 +n'*)s*=(n'—n)?, ainsi qu'on lc
vérilic par s—=sin@'—z), n=tang z ¢t w'=lang a'; il esl clair
qu’on trowyera

a”-'rb”=a’-:—-b’ el albrsl___ab . e . (5)

11. Ces relations sonl importantes et la premicre, qui revient &
Aa" 4-4b" =4a*-1-46%, nous apprend que, dans Ucllipse , la somme
des carrés faits sur doux diamétres conjugués queleonques , vaut la
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sonmme des carrés fuits sur les deux axes el se réduit au carré cons—
traut sur la double corde 2 des sommets.

I1I. Quant A la scconde relation 4a'b's=4ab, comme les tangentes
aux extrémités d'un diamétre sont paralléles & son conjugué (5),
les quatre tangentes aux extrémilés de 2a’ et 2b' forment un paral-
Klogramme P circonserit , dont les cotés sont respectivement égaux
et paralltles i 2a" et 2V ; ils comprennent donc 'angle dont s est lc
sinus ; de sorle que laire Pa=da’t's=4ab. On voit que , dans U'cl~
lipse , le parallélogramme circonserit , ayant ses cGlés respectivement
égaux el paralléles a dewx diamétres conjugués quelconques , vaut
le vectangle des deux axes.

1V. Le paraliélogramme P circonscrit est dit conjugué, pour le
distinguer de tout autre parallélogramme circonscrit , formé par
les quatre tangentes aux extrémités de deux diamétres quelconques ;
lequel ne jouit pas des mémes propriétés que P. D'ailleurs, tout carré
4a? circonscril au cercle Ca évidemment pour projection un paral-
lélogramme conjugué I'; done I==4a® cos v=4ab. D¢ plus, tout
parallélogramme 1 circonscrit au cercle G a pour projection un paral-
lélogramme P circonscrit & ellipse , d'oft P=1"¢os v, Or, P est le
moindre possible dés qu'il est le carré 4a*; done P sera aussi le
moindre possible et vaudra 4ab. Le parallélogramme conjugué est
donc le plus petit de tous les parallélogrammes circonserits a Uellipse ,
ce parallélogramme conjugué pouvant ¢tre le reclangle des deux
axcs,

Y. Observez d'ailleurs quc la somme des carrés faits sur les
diagonales de tout paratlélogramme conjugué vaut le double carré
fait sur la double corde des sommets ; tandis que si les deux dia-
metres conjugués sonl égaux, le carré faitsur 'un est double du carré
foil sur la corde des sommets, D7ailleurs les directions n et n' des
deux diamétres conjugués égaux sont donndes par aneb et an'=~14;
elles sont donc respectivement les mémes que les directions des
diagonales du rectangle des deux axes.

YI. Soit = la corde des sommels , d'ott 2*==a*-{-5*; les relations
{5} devicnnent done

(¢ -+ =2"-[-2ab:s et 2ab:s=2z"~—(a'—b')’.
Les nombres a, &, z, sont constants, tandis que les nombres s,
a', ' sont varisbles ; donc si a'==¥, s est un minimum et a4 un

mazximum Cgal b 2372, De plus, on voit que les deux diamélres
conjugués égaux comprennent le plus pelil angle aigu ou le plus
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grand angle obtus. Enfin, le maz2imum du sivus s ¢tant le rayon 1,
on voit au contraire que le minimum de o'+’ cst a+ &.

VIL Soient (X,Y} et (XYY" les exirémités de denx diamé(res
rectangulaires de la circonférence C ; elles ont pour projections les
exirémilés (x,y) et (z'y") des deux demi-diamétres conjugués a” ot
b de Vellipse E. Or, il est ais¢ de voir que X==Y", et Ya-X"; donc
les deux rectangles XY et X'Y' sont égaux : ils ont pour projections
les paraliélogrammies faits sur 2 el y, sur a' et y'; donc ces dewr
parallélogrammes sont éguivalents. De plus, les coordonndes étant
reclangulaires, dans C et E, on a 2=X,z=X",y=Ycosv=
X'eose el ¥ =Y'¢os v=Xcos v. Dailleurs e« NP 4- Y =X"4-X"";
done a’s=z’—4-a'%, el par suite b =y--y"*. Ces deux (héorémes
remarquabies fournissent la refation o' 4 b —a24-0'.

10. EeraATIONS DE LA TANGENTE A L'ELLIpsE. L'angle des coor-
données dlant quelconque, dans Tellipse 12, rapportée 4 ses dia—
métres conjugues 2a’ et 21, il est bien facile de calculer Péquation
de sa langente , d'aprés celle de Ja langente au point (X',Y') de la
circonférence C. D'abord en ce point, il 0’y a que la seule tangente
YY1 XX =a?; done au point (2,y') de Vellipse, il w’y a que la
seule tangente y=nz-+-A. Dailleurs a ct XY, situés en ligne droile,
outl pour prejeclions a’ et z', aussi en ligne droite; dong a:a'=
Xr:za'. De méme, Y el sa projection yr sont respeclivement paral-
liles & @ ¢l & sa projection ¥’; donc a:d'=Y':y'. On  douc les
fjuatre relations simullanées :

ax'==a'X', ay'=¥Y', ax=a'X ct ay=0'Y,

Par ces relations el en substituant dans YY'+XX'=a?, I'équa-

tion de la tangente & lellipse , au point (&',y'), devient
ayy+ilrz' =a®y? . . . (6)

Cest d'ailleurs ce quon lrouverait en ¢liminant g' des deux
¢quations simultanées a'’y'*=p=b'*x'* ==a"d" el y'=nz'+h , puis en
observant que les deux valours de ', dans Féquation finale, sont
¢gales eutre elles , comme devant se réduire i une scule. Celle con-
dition fournit les deux relations

a*nl3-b" =4 et @ ny'=—0"2';
lesquelles réduisent 3 (6) I'équation de la tangente y=nzx-i-4, misc
sous la forme y—y'=n{z—2’). Si les cordonniées sont rectangu-—

laires, a' el ' se changeut en a et b,
Enfin, comme d'un point donné hors de la circonférence, on
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peul mener denx tangentes d celte courbe ; de méme, ity a deux
Lingentes & Fellipse qui partent d’un point donué¢ au-dchors. Il cst
clair d'ailleurs que les tangentes A l'ellipse et au cercle, ¢lant la
premitre projection de la seconde, rencontrent au méme point T
I'axe des z rectangulaires ; elles ont donc la méme soutangente TP,
P ¢tant le picd commun des deux ordonnées y' et Yr; d'ou z'-TP
saq@’®—z'*, Deld le moyen de mener la tangente & Vellipse E, par
un point donné sur cette courbe ; mais le suivant est préférable.

11. CoxXSTRUCTION DE LA TANGENTE. Les deux foyers F el I/ sout
utiles, non-sculement pour décrire 'ellipse X, dont on connait lc
grand axe 2a ; mais aussi pour lui mener une tangente GT', par un
point donné M sur cetie courbe. En effet, le point M étant sur l'el-
lipse,, on a, d’aprés la définition , MF-I-MI'==2a ; taudis que lc
point G de la tangente GT ¢étant hors de lellipse, on a GF -G >2a.
Le point M de GT ost donc tel que la somme de ses distances aux
deux foyers I' et F/ est la moindre possible; done (géométric) l'angle
FMT=F'MG-. Soient d"ailleurs v et v’ les deux angles FMT et F'MT :
on trouve ¢y langv=>4" ct ¢y’ tang v'=—14"; donc v=18C—y'
=¥'MG. Aiust dans Uellipse, les rayons vecteurs du point M de
contact font avee la tangente GT ¢t d'un méme c6té, devxr angles
égauz (deld vient la dénomination de foyer donné A chacun des
points I ct F'), Douc pour tracer la tangente au point M, il suffit
de mener la bisectrice du supplément de Uangle FME,

Celte construction monlire aussi comment on peut mener les deux
tlangentes a l'ellipse, soit par un point donné au-dehors , soit paral-
18les ou perpendiculaires & une droite donnée ; et il en résulte les
théorémes , faciles & démontrer, que voici :

L La circonférence décrite sur le grand axe 2a, comme dia-
meire, coupe la tangente aux pieds des perpendiculaires P et 17,
abaissées sur elle des deux foyers F et F'.

1I. Le demi-second axe b est moyen proportionnel entre ees deux
perpendiculaires ; de sorte que PP'=4%

I1i. La droite , passanl par Ie foyer et partant du point de con-
tact M, exirémité d'un diameétre MOM/, est égale au grand axe 2a,
quand on la termine & la tangente en M, les deux tangentes en M
cten M’ étant d'ailleurs paralléles entre elles. Il y a toujours quatre
de ces deux droites , s¢ coupant deux 2 deux aux foyers I et I,

IV. On peut toujours décrire l'ellipse dont on connail un dia—
méire et la longucur du grand axe, si l'on a la tangente & une
calrémité de ce diamdire.



120 J.=N. NokL, — Hémuire sur lfes

¥. On peut sans connaitre les axes d'une ellipse tracée , lui mener
une tangente, soil en un point donné, soit paralléle ou perpendi-
culaire & unc droite donnée.

VL. La portion de loute tangente a lellipse, eatre les deux tan-
gentes aux extrémilés du grand axe 24, cst le diamétre de la cir-
conférence passant par les deux foyers. De plus, Y et Y désignant
lesordonnées de la premicre langente , qui ont leurs pieds aux extré-
mités de 2a ,0n a 6° =YY, Et si d ct ' sont les distances d'un
foyer aux cxtrémités de 24, on aura §*=dd".

12. Descraprion pe LeLiiese. I. On peut loujours décrire, par
points successifs , Uellipse dout on a P'équation numérique 3 mais lu
calcul des coordonnées successives est heaucoup plus compliqué que
quand la courbe est rapporlée & ses axes principaux , ot alors o a
les deux foyers et ot d'ailleurs la description peut se faire par un
mouvement continu. Pour décrire Pellipse, doul on a Féquation
numiérique, il faut done calculer d’zbord ses deux axes ou les
construire. La chose est facile quand Uellipse est rapporiée & ses
deux diamétres conjugués 2a' ¢t 24, donnés el tracés; ¢l il y u»
pour cel eflet, deux procédés, également trés-simples.

1° Les relations (3), combintées par addition ct soustraction ,
aprés avoir doublé la secoude , donunent celles-ci ¢

(a-+-&)*=a" 16"+ 2’ s=d2,
{a—b;cna" 6 —2a"b s=d".

Les scconds membres seront toujours posilifs, vu que le sinus
s<1 et que a™-}-4'*>2a’0"; dont les deux droites d ct & seront
toujours réeiles. Soil ¢ le complément de Vangle 5 des deux diame—
tres conjugucs 2a" et 26", d'olt s—cos o ; d el « sont donc les troi-
sitmes ¢Olés des deux triangles ¢ et ¢, donl ¢’ et &' sout les denx
autres cotés donnds , les angles compris étant 180°—w dans ¢ et v
dans ¢'. D'aprés la trigonomélrie , les ¢otés d et d' se caleulent aisc-
ment par logarithmes; mais on peat construire immdédiatement
d et o,

Soil O le centre de lellipse E, ot OA—=a' et OB={. Mcunons
BK perpendiculajre & OA , d'ott BK—#'s ; sur les prolongements de
BK , prenons BD =BKEC =4’ : it en résulte OD=d—a-|- &t OL=d’
=a—1b ; donc 2a—=0D+4-0C et 20==0D—0C.

2° Soient X et Y les distances du centre O aux poiats ou la tan-
gente a'yy' -+ ra’ =a*t’ reacontre les deux axes prolongés, d'oi
Xr=a’ et Yy'«=b; solent s et & les distances de ces deux poiats
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ru confact {zty", cxtrémité du diamétre 2a', son conjugué 24’
“tant paralitle & Ja tangeate. On a donce simultanément
a"+b"=a-=+b’, (3_‘_8-]3:-‘\-‘;-**‘,-:, srmy,z_*_(x_a_x'}l.
ct 8’ =z - (Y—9')* ; dou ss'==t/%,

La circonférence décrile sur s-j-s', comme diamdétre, passe par le
centre O ; et si d désigne le prolongement de o’ jusqu'a la cireonfé-
rence, on aura da'=ss'=~d*, La longueur d étant ainsi connue,
aussi bien que la droile d4-a', il est clair que la perpendicalaire an
milicu de celle-ci va couper la paralitle & 26/, menée par P'exirémité
(z',y1) de at, au eentre 1 de la circonférence proposée , ayant HO pour
rayon et interceptant s-}-s' sur la paralléle tangente. De sorle que les
distances X et Y, directions des deux axes 2a ct 20, sont déterminées
entitrement , aussi bien par suile que &' et y'. Ayant ainsi les dirce-
tions des deux axes, on calculera ou constraira leurs longucurs par
a’=Xzr ¢f 5*=Yy". On aura donc aussi les deux foyers F et F et
Ton pourra décrire ensuile V'ellipse E. (Ce second procédé trés—
simple est peu connu : il sapplique & la description de 1hyperbolc).

IL. L'ellipse E étant la projection de la circonfirence, il en
résulte, pour décrive U'ellipse circonscrite &4 un pentagone convexe
donné , ce théoréme : Si dans ellipse , deux sécanles, qui se cou-
pent, sont respectivement paralléles 2 deux autres sécantes qui se
coupent, ot si 'on muitipliec entre cux les denx segments d'une
méme sécante, depuis le point commun jusqud la courbe ; les pro-
duits fournis par les deux premiéres sécanles sont proportionnels
aux produits fournis par les deux derniéres.

Celte propriété fait connattre , de longueuars et de position , deux
diamétres conjugudés de 'ellipse circonserite cherchée.

En géntral, Féquation complite du second degré n'ayant au fond
que cinq cocfficients arbitraires ; coux-ci élant connus, déterminent
la courbe complitement, La construction d'une ligne du sccond
ordre exige donc, aw plus, cing données ou cing conditions dis-
tincies ; et ainsi Fon peut déerire 'cllipse inscrite dans un pantagone
convexc [ract , laquelle est unique.

HI. Lorsque l'ellipse E est rappori¢e & deux diamdtres quelcon-
ques , son {quation est de Ja forme

Ay -Bay-Cxr=1, . . . (7)
A, B, C étant des nombres donnés , le premier ¢t le dernier positifs.

Soil d un demi-diaméire quelconque, p le cosinus et s le sinus de
Fangle des coordonnées ; on a doze

y=nxeld =z |y 1-2pxy.
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Ici z el y sont les coordennées de l'extrémité de d et leurs valeurs
sont respectivement les mémes , dans les trois équations. Eliminant
donc x ¢t ¥, on aura unc équation finale du second degré, ne con-
tenant plus que les deux variables n et d. Or, les deux axes de l'el-
lipse sont I'un lc plus grand et Pautre le plus petit de tous ses dia-
metres (2) ; pour calculer les deux axes 2a et 26, il faut donc résou-
dre l'équation finale par rapport & n. Observant alors que le maxi-
mum ¢t le minimum de d rendent nulle la quantité sous le radical
de n, on aura, pour calculer ce maximum @ et cc minimum ¢,
I'équation

(4AC—D*)d*—4(A+C—DBp)d’ --4s* =0.

Donc puisque «® ct ¥* sont les deux racines de celle ¢quation,
on a
(4AC—B){a*4-b")=4(A+C—Bp) ¢t (1AC—D)a’?* =45 ... (§)

Ces deux relations serviront ) caleuler 2a et 28 ; lesquels sont
nécessairement les deux axes , puisque lears dircctions n et #' satis~
font 3 la condition de perpendicularité, savoir 14 na'-}-(n--n)p
—0. On sait d'aillcurs que ¢ces deux axes sont ceux de lellipse ou de
Vhyperbole , suivant que 4AC—B* est positif ou négalif; et si les
coordonnées sont rectangulaires, on aura p=0 ct s=1. 5i B=0,
les deux diamétres conjugués 2a’ et 2b' seront donnés par Ca' =1
et AV =1 ; dol " - 0"*=a’-{-b° et a'V'ssab,

IV. Lorsque V'ellipse cst représentée par I'équation compléte , du
sccond degré entre les deux variables x et y ; on la raméne d'abord
a la forme {7), en passant du systéme proposé & un autre paralldle,
pour faire disparaitre les premiéres puissances de 2 ct de y. Par
cxemple, propesons-nous de décrire la courbe passant par les
cing poinits donnés (0,1}, (0,2}, 2,00, (3,0) et (), les cuordonndes

élant reclangulaires.
Substituant dans I'équation du second degré compldte

Ay -+-Bzy+4-Cz*+Dy+Ex4-F=0;
on aura cing &quations , du premier degré chacune, pour calculer
les six coeflicients inconnus A , B, C, D, E, F; ctla courbe cher-
chée sera représentée par
3y’+2zy+m’—9y——5x+6=0. ‘
Faisant disparaitre les premidres puissances de = clde y, la méme

courbe est représentée par
12y’ +8xy+-4z' ==9.
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Iei A=, B=? C={, p=0cts==1; donc les relations (8 de-
viennent

2(a’+6")=9 ct 324" =8I,

1l en résulte, d’'une manidre aussi rapprochée qu'on veut, les
deux axes 2a ct 206 de l'cllipse cherchée. On connait diailleurs le
cenlre & la nouvelle origine, et les directions des deux axes; on
peut donc aisément décrire l'ellipse demandée. Les longucurs des
demi-diamétres reclangulaires d et o', auxquels clle est rapportée,
sont donaées par 4d’=9 ct 124" =9,

Y. Observons enlin que , dans l'équalion compléte , on peut, en
Ja résolvaat par rapport } y, en déduire I'équation 6Y —=—224-9
d'un diamdtre 2a', facile & consiruirc, par z=0 ¢l Y=0. Les
extrémités de 2a sont données par les valeurs de x, qui rendent
nul le radical de y, savoir 4x=0=1"6 ; d'od 12y=121176. Aux
extrémités de 2a', ainsi détermindes, les deux ordonnées sont tan-
gentes d la courbe; donc la paralltle & I'axe des ordonnées, menée
par le milica de 2a'; c'est-d-dire par le centre de l'ellipse, est la
dircclion du diamétre 2¥', conjugudé de 2a', Substituant dans I'équa-
tion compléte la valeur de labscisse du centre, savoir z=1, on
aura les ordonnées des extrémités de 24!, savoir y=1+5173. On
connait donc, de position ct de longueur, chacun des deux dia-
mélres conjugués 2a' et 245 et ainsi I'on peut décrire Pellipse. Les
longueurs sont 2a'=:15 ct 26'=-}/3; va que les coordonnées
¢tant reclangulaires,, 2a’ est 'hypoténuse d'un triangle reclangle ,
dont {176 et {176 sont les antres cdtés ; landis que 28 est la diffe-
rence des ordonnées de ses extrémilés.

VI. Tels sont les divers procédés pour décrire l'ellipse, dont
I'équation est donnée numériquement. Mais on peut quelquefois
simplifier les calculs, comme dans le probléme : Les coordonnées
rectangulaires de chague point du plan sont les dimensions d'un
rectangle variable R ; quel est le lieu géométrique de tous ces points ,
I* lorsque le carré ds la diagonale de R, plus Uaire du rectangle
donne le carré 36 ?2° lorsque le carré de la diagonale, plus ou
moins e double rectanyle , donne G ? 3° enfin , lorsque 4 fois Uaire
du rectangle , moins le carré de sa diagonale , fournit le carré 100?

Dans le prenier cas, on a &'y’ +-zy=306 el 24y  =d*. O
trouve aisément, pour le maximum de &*, y=—z et a*-=72; pour
le minimum de d*, y==ux ¢l 4’ =24. Le lica cherché est done une
cllipse, facile & décrire , puisque Yon connatt scs deux axes 2a ot
2, bisecteurs des angles droits des axes des coordonndes.
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13. NoumaLE I. Toute normale i I'ellipse est perpendiculaire i
lIa tangente, au point de contact ; la normale est done bisectrice de
Pangle compris ipar les deux rayons vecteurs, menés au point de
tangence, el rencontre, par suile , le grand axe entre lesdeux foyers,
Connaissant donc les deux foyers et un point de ellipse , il est facile
de Ini mener, par ce point, la normale et par suite la tangente.

II. Soit »' la direction de la normale et n celle de la tangente a
I'ellipse, au point (2*,y"), les coordonntes étant rectangulaires ;
on aura done simultanément

nn'f-le=Octa‘ny -0 ' =0; d’od V*n'x’=a’y'.
L'¢quation de Ta normale, savoir y —y'=n'{z—z'), devient
done

2,

L
'/—', b’I’ (x .'L') - " (9)

La sounormale est z—2x"; clle répond & =0, dans (9), et elle
est fournie par

a’(z—xt=—b'x'.

La sounormale ne dépend point de ordonnée u* du conlact et a
toujours un signe eontraire i celui de 2'; d'vt r<2'.

I1. Soit Y l'ordonnée qui répond & Tabscisse x', pour la circon—
férence déerite sur 2a, comme diaméire, et dans le plan de Vellipse ;
oun aura Y:y :iatb ou bY==ay'. Soit d la dislance de l'origine au
point ot la normale (9) va couper la droite y=px , passant par le
point (z',Y); d'ot d'=x'-|-y*, Y~pz' ct spx'=ay’. L'équation
y=pz devienl donc y—Y=plx—z)ct br'y—ar'y =ay'(x—z')

Les x et les i ont mémes valeurs respecfives dans cetle ¢qualion,
celie de la normale et d*=z*-[-4*, pour I'inlerseclion (x,y) de la
droite y==pz avec la normale (9); ¢liminant donc x et y de ces
&quations et ayant égard 4 a’y'* 167 —a’b®, on trouve

d=a--b.

(Ce théoréme remarquable ma é¢ communiqué par mon collé-
gue M. Brasscur).

IV. Soil (X,0) un point donné sur F'axe des x rectangulaires el =
la distance de ¢ point au point quelconque (x,y) de Vellipse. Pour
calculer le minimum de =, on a les deux équations simullandes

ey’ +{z—X)* ct a'y-¥x =a"".

Eliminant y*, on verra que le minimum de = répond a

cz=a’X, d'ou ¢*y’=0'(c*—a*\’);



propriétés de UL lpse. 135
el que ce minimum est donné par la relation
clzl =bl (cl_x!) .

Le plus grand minimum de z répond & X==0 ¢t se réduit a 4;
tandis que le moindre minimum de 5 répond an maximum de X,
savoir ¢* sur a; il est donc donné par az=4° ; d'olt y=0cl £ ===a.
Le maximum de X ¢st moindre que ¢, comme on le sait déja (1.

Soit »' la direction de la droite minimum z; on aura y=a'
(x—X). La direction n de la tangente au point (z,y) de l'ellipse,
est donnée par e*ny=-b"x; donc puisque ’z=a’X, il vient
nun'--1==0. Ainsi un point étant donnésur le grand axe, entre les
deuz foyersy la plus courte distance de ce point & Uellipse est la
norinale & cette courbe.

Y. On verrail semblablement que la plus grande distance 2,
d'un point (0,Y) dw sccond axze b, & Uellipse, est la normale me-
wde de ce point. On trouve en cffet, pour le maximum de z, les
relations efy=—-0*Y, ¢'z* =a®*(¢'—4°Y?) ot ¢*2P=a’(-1-Y7).

Comme on le pouvait prévoir, les ordonndées y et Y sont toujours
de signes contraires. Cela résulte dailieurs de ce que le maximuin
el le minimum de Y étant ¢® sur b et ¢, le plus grand et le moindre
maximum de z sont a® sur b et a , cépondant & y——0b et & w—ta.

14. Des covrbrres pans L'erLwest Lo Toute courbe plane pou-
vanl ére considérée comme formée d'un nombre intini d'déments
rectidignes , chacun infiniment petit, on appelle courbure de ta
courbe en un point donné, langle infiniment petit, ayant pour
summet ce point donné et pour cétés un ¢lément et le prolonzement
de celui qui le précéde immédiatement.

11 suit de 1a que la circonférence est une courbe uniforme, ayant
lu swéme courbure en chague point. On sait, cn cflet, que le cercle
n'est au fond qu'un polygone régulier, d'un nombre infini n de
colés, égaux i x et inliniment pelits; de sorte que la circonférence
a nz pour longueur rectiligne. Dans ce polygone régulier, tous ies
angles exteéricurs, formés dans le sens du périméire , Cest—i~dire
tous les angles de courbure, sout égaux d l'angle au centre o et
valent ensemble 360°, d'olt nwe=360°. De sortc que la courbure
est un angle constant infiniment petit,

. Considérons Ja droite nz , composée du nombre infini a d'¢1¢-
ments égaux & z, et courbons-1a en arc circulaire, de rayon r.
Seit « Varc, de ravon 1, qui mesure la courbure, égale alors 3
Tangle au centre : les deux ares @ et z ¢lant semblables , on o

I 2t
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1irs=oix ; d'ol r=rz. Si r=1 et que &' mesure la nouvelle cour-
hure, on aura alors x.—a'; d'oll ra=<'. Prenant pour uailé inva-
riable la courbure &', dans le cercle dont 1 est le rayon , d'o
ra=1; la courbure « de toutc circonfirence aura pour mesure la
valeur inverse de son rayon. It si ce dernier est infini, ou plutot
sil est 1 sur @, onaura z-=—=0. 1l w'y a donc point de courbure quand
larc circulaire n'a point de rayon, c'est-a-dire devient unc droits

HI. La courbure de toute circonférence étant ainsi biea connue,
peat servir a évaluer numdriquement la courbure de toute ligne
plante en un point donné , commun 3 deux éléments couséeutifs de
celte courbe. Car si par les milieux de ces deux éléments, on con~
coit deux normales , infiniment voisines , se coupant en un point O,
ce point est le eentre du cercle , dont Ja eirconlérence contient sur
clie les deux ¢léments proposés, évidemment ; la courbure au point
donng est donce la méme que celle de la circontérence , en ce point
{(nommé contact dit second ordre de la courbe avec la eirconflérence ,
dite osculatrice de la courbe au poinl donné ) ; et cetle courbure est
mesurée par la valewr ineerse du rayon du cercle, Voila pourquoi le
centre O, le ravon r et le cercle sont dits ecentre, rayon et cercle de
courburc au point donné. De plus, ce point donné cst un point
dinflexion ou de rebroussement de la courbe proposée , quand le
rayon » change de signe ou devient infiniment petit. '

135. DEveLopPEE ET DEVELOPPANTE. Les centres de tous les cereles
osculateurs d'une courbe plane donnée €, étant inliniment voisins
lesuns des autres , déterminent une autre courbe C' telle, que cha—
gue tangenle & colle—ci est normale & la premicre, ef réciproquement ;
car les éléments successifs de €7 sont les prolongements des rayons
de courbure consécutils de C. De plus, concevons ¢ enveloppée
d'un fi incxtensible et flexible, ce fil ¢tant prolongé tangenticlle-
ment au-deld de la premicre estrémité de ¢, d'une longuear égale
au premier rayon de courbure de C; il est clair gue si, tenant tou-
Jours ce fil tendu, on le fait mouvoir de maniére a le détacher suc-
cessivement des divers points de C', Pextrémité mobile décrira la
courbe G , et chaque point intermédiaire , une courbe paralltle a C.
A raison de cette propriété , fort remarquable , propre & rectifier la
courbe (7, celle-ci est dite la développée de G, et G la déveluppanic
de C'. C'estainsi que, dans le triangle équilatéral donl a st le cité,
le contour ou la ligne brisée 3« est fa dévcloppée de la ligne discon-
tinuc composée de trois arcs circulaires, de chacun 1207, dont les
cenlres (de courburc) sont les trois sommets du lriang’c ct dont ¢
2a el 3a sonl les rayons. :
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On voit qu'une diveloppante ne peut avoir quiune scale déve-
loppée (le centre pour la circonférence) , mais qu'une développén
peut avoir une infinité de développantes. Aussi la développée est—
elle A TI'égard de la développante, ce que le centre est & 'égard de
la circonference,

16. DeéveELovrie pE L'ELLirsk. Cherchons la développée de lel-
lipse , rapportéc & ses axes 2« et 24. Soient x=k ot y=k, x -£
—+u et y—h-4v, deux points de Uellipse, infiniment rvoisins; de
telle sorle que les longueurs numdériques w et » soient infiniment
petites. Les normales a ces deux points sonl représentées par

Y—h =%"— (X=£),
AR 14
Ymh—pomBED (.

b (e tx)

Ces équations de deux normales inliniment voisines admettent
les mémes valeurs respectives pour les coordonnées X et Y du centro
de courbure , et Fon en tire d’abord

a{kv—hu) X=c*kok-}-u).
Or, les deux points (k,A) et (k-F-w,A-4-u) étant sur Lellipse, il
en résulte
veusm—b? (26 -5 u) s (20 0).
Substituant ce rapport dans I'équation en X, puis observant que
u ot v sont nuls A V'égard des nombres finis , on aura
a*X=ck;d'ou B'Y=—=cA" . .. (10)
Soient A et B les racinos cubiques de a’c? et 87¢*; il est clair
qu'on aura
R = Aa’ X et R =B Y7,
Dailleurs a*hi--6°k* =q*b? ; substituant donc , il vient
B Y 4-ApXi=c’. , ... dD
Dans cette équation , (X,Y) est un centre quelconque de courbure ;
elle représente donc la déeeloppée cherchée. Celle-ci a méme eentre
que Vellipse ; clle a ses deux axes de symétrie sur 2a ct 26, dout
le plus grand sur 2b; ct cnfin ses quatre sommels sont quatre

points de rebroussement , ol se terminent ses quatre dranches , égales
colre elles et tangentes aux deux axes.
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17. Ravox pi cornpuar. Soit r le ravon de conrbure an point
%, h) de l'ellipse : comme (X,Y) est le centre de courbure en ce point,
ana
o= (h—Y)" - (A—X)°.

Or , par les valears ci-dessus de X et de Y, on a

atlk—X)=a'k—c'k’ el p* h—Y) = b'h4-c"Rt.

Soit N la longucur de la normale, depuis le point {£,4) jusqu’s
Faxe des 2 reclangulaires : on trouve aisément a*N*—¥*{a* - ¢’ 7} ;
d’ol

PE=X)=N)k el 3" (h—Y)=a*N?h.

A cause de ap=147, i1 vient, pour caleuler r,

P —a*N* el plr=-N2. . . . (1)

Soit d'ailleurs 1 'angle de N avee chacun des rayons vecteurs du
point tk,k) 5 on sait que ch coti=28%; d'out (b*-1-c* /e )cos *i=4". Or,
vt -teth*--a*N?, donne aN cosi=05" ou Ncos i=p. Eliminant N, i
vient

p=rcos’i, our=psécti .. (13)

L'équation p—rcos *i servira & calculer le rayon de courbure en
chaque point de I'cllipse. On peut aussi construire ce rayon r, pour
le point M : on ¢léve trois perpendiculaires successives, I'une sur
MY, a la distance p de M ; la seconde sur MC, au point o la pre—
micre coupe la normale MC en M ; Ia troisiéme sur le rayon veeteur
FA, au point ot il est coupé par la seconde : cetle troisiéme per-
pendiculaire coupe la normale en M au centre C de courhure.

Soit d'ailleurs « la courbure de l'ellipse au point quelconque M,
d'olt ra=1 ; on aura donc

pr=-Ccos’i.

Aux cxirémités de 2a, cosi est i son maximum 1, aussi bicn
par suile que la courbure = ; donc au contraire Ie rayon » de cour—
hure est alors & son minimum p. Aux extrémités de 24, Fangle oblus
2/ esl i son maximum , aussi bien que 75 donce cos £ est @ son mini-
mum , doané par acosi=14, el par suile r est & son maximum,
donné par r=a’, De méme Ja courbure « cst & son minimum,
fourni par a*z-=4,

Ohscrvons que Ia théerie des courbures, dans les lignes du seeond
ordre, Clant trés-¢1*mentaire , devrait faire pariie de la géoméirie
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analytique plane , comme conduisant immédialement aux lois de le
gracitation ; ainsi que nous I'avons établi, p. 220 de la 2°° &dition
de notre Mécanique élémentaire. (Voyez d’ailleurs le “tome I du
Journal de Mathématique , publi¢ par M. Liowvilly).

Tneoremes. La méthode préeédente ne fournit pas seulement les
développées de Yhyperbole et de la parabole, mais aussi les expres-
sions (12} et (I3) du rayon de courbure dans chacuue ; et il en ré-
sulte que dans les lignes du second ordre, le rayon de conrbure a
pour valeur, svit le cube de la normale divisé par le carré du demi—
paramétre, soit le produit du demi-paramétre par le cube de la
sécante de Uangle que la normale fatt avee un rayon vecteur , mend
au point de contact.

Ces deux théorémes généraux étaient faciles & prévoir; ear les
trois courbes étant représentées par I'équation 3 =2pz-1-g2°, et les
rc'ations (12) et (13}, pour lellipse, ¢tant indépendantes du cocflicient
¢, par lequel chaque genre de courbe est caractirist; ces relations
doivent sappliquer aux trois genres , nécessairement. On démontre
aussi que , si deux courbes du sccond degré sont semblables, if en est
de méme de leurs développées.

18. Des aires vaxs L'ELLipst, Les deux axes 2a et 26, d'une
cllipse, ¢tant donnés, on sait que cetle courbe est la projection d'une
circonférence, el réciproquement; a étant le rayon de la circonf{é—
rence , el I'angle v des deux plans ¢tant donné par b==a cos v, dans
le premier cas. Or, on sait mesurer Vaire $' du sectexr quelcouque
du cercle; donc si S désigne le secteur elliptique, projection de ¥,
on aura $=S8'cosv ou aBS=24%. Ainsi Fon sail caleuler Taire de
lout secteur elliptique ; et la méme relation subsiste lorsque 5' el S
sont deux segments , circulaire et clliptique.

Deux diamétres reclangulaires du cercle ont pour projections
respectives deux diamétres conjugués de I'ellipse; or, les deux pre-
micrs divisent le cercle wa® en qualre sccteurs égaux a $'eira®;
donc les deux dernicers divisent Uaire elliptique E en quatre secteurs
équivalents & S, d'olt S=ZE. La relation aS=10S' devient donc
E=rab.

Soit d’ailleurs % le rapport rationnel ou non, de {aire E au rec-
tangle ab ; d'ott E=~ad. Le nombre abstrait % ¢tant indépendant de
acl &, ne change point quand on pose b—a; mais alors aire E
devientle cerele rae ; done maa—kao. It puisque & n'a point chang¢,
on avail d'abord k=zx; don¢ encore E=xab. On voit que Feire de
Ueltipse équivaut au cerele dont le ruyon cst moyen proporiivnnel
entre les deux demi-azes.
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On peut donc déerire le eercle qui soit dans un rapport connu
avee une aire clliptique donndée , ou qui soit équivalent i la somme
algéhrique de tant d’aires elliptiques données gu'on voudra. Mais ce
dernier probi¢me est bien plus simple lorsque toutes les ellipses sont
semblables,

19. ELLIPSES SEMBLABLES. Derux cllipses sont sembladles dés que
les grands azes sont proportionncls aux petits. Supposons les deux
cllipses concentriques ct les axes homologues en ligne droite ; de
telle sorle que les deux courbes soient rapportées au méme sysiéme
de coordonnées rectangulaires, Soient 2a et 24 les deux axes de la
premitre, 2a' ¢l 26 ceux de la seconde : par hypothise 2a':2a

20':2b. Soil r le rapport commun, de similitude , ol ar==ar ct
b —=br : si (z,y) et (2',y") sont deux points homologues , il est facile
de voir que les cocflivients des {ermes du second degré en z et y,
x' el ¥, sont respectivement ¢gaux, dans les équalions des deux
courbes ; donc ces deux cllipses sont sanblables, de forme et de
position (7}, et l'unc représente I'aulre.

Soient done L et L' les longucurs des deux ellipses, I et E' leurs
aires ; il estclair qu'on aura L'--Lyr et E'«-.Er®. La premicre cllipse
servira done & déterminer ais¢ment la seconde et la représente com-
pletement 5 mais fa diflicult¢ est de wesurer L, parce que V'expres-
sion de celte longueur ne saurail s'obtenir par des procédés élémen-
taires rigourcux : il faut se résoudre i tendre, sur l'ellipse matériclle,
un fil flexible ct & prendre, pour L, la longucur du fif ainsi tendu,
ayant ses deux houts réunis. Sur le papier, on c¢mploie une lame
dastigue, i bords reetitignes; mais une fois que L cst déterminde
numériquement , il en résulte la longueur L'=:Lr. Cela monire
Vimportance de Ia similitude, pour le mesurage, comme pour Ja
recherche des propriétés des figures.

Cororrsines. Dans deux cllipses semblables , les courbures sont
¢gales pour chaque conple de points homologues. Si deux ellipses
sont représentées par des équations complétes, rapporiées a un
méme systéine guelconque de coordonnées , ces deux ellipses sont
semblables dés que les trois termes du second degré en x el y sont
respeclivement égaux. Infin , on peut construire 'ellipse semDblable
dune ellipse donnée, counaissant le rapport, soit des deux lon—
gucurs ou des deux aires, soit de deux arcs ou de deux sccleurs
sembiahles ; etc.

20. POLYGONES CIRCONSCRITS A L'ELLIPSE. Soit P un polygone
quelconque de n sommets , circonserit au cercle ; sa projection r'

-
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est done un polsgone de n sommets circonscrit i l'aire elliplique E,
projection du cercle, et I'on a P'==P cosv ou aP'==lP.

Comme a ¢t b sont constants, P et P’ variables, il est clair que
P ct P’ seront & la fois Tes moindres possibles: or P est un mini-
mum absolu dés qu'il est régulier ; donc ators I’ est anssi un mini-
mum abso'u. Dailleurs, il ¥ a une infinit¢ de polygones régulicrs
¢gaux & P circonscrils au cercle, tous concentriques , les coulacts
¢tant les milicux des colés ; done il y a une infinité de polygones,
fquivalenls au minimum 1", circonserits & Pellipse, les contacts ¢tant
les milieux des ¢olés et le centre de Ja courbe étant chaque fuis celui
de gravité on de syméirie du minimum P, suivant que le nombre
n de ses cOtés est tmpair ou patr.

1° Si =3, les minimums I valent clhacun le triangle isoctle
dont Ia base 203 touche l'ellipse & une extrémité du grand axe
2a, le sommet étant sur le prolongement du méme axe. Lt comme
le centre de gravité de ce triangle minimum coincide avee le centre
de lellipse , la hauleur du triangle ¢st 3a ; donc Vaire minimum a
pour mesure 3adp/3.

Les sommets de tous les triangles minimums cireonserits P’
apppartiennent & une seconde cllipse , semblable & la premidre, de
forme et de position ; car cette nouvelle cllipse est la projection de
la circonférence, de rayon 2a , circonscrite au {riangle ¢quitatéral
minimum , lui-méme circonscrit au cercle proposé : done da et 46
sont les axes de la seconde ellipse, dont par suite P'aire est qua-
druple de celle de la premi¢re. On peot donc ainsi passer par une
suile d'ellipses concentriques semblables , dont les aires deviennent
de 4 en 4 fois plus grandes.

2" 8i n==4, tous les quadrilatéres minimums P’, circonscrils &
Pellipse, sont des parallélogrammes conjugués, équivalents catre
cux ¢t aux reclangles des axes. Les sommels de tous les P' se trou-
vent sur une cllipse , semblable, de forme ct de position, & Ia pre~
micre , el d'une aire d'ouble ; car ses axes sont 2a)”2 ot 2672,

3° En génctral, si n est pair , tous les polygones minimums P,

“circonscrits & I'ellipse , sont symétriques chacun , ¢quivalents entre
eux cl concentriques a la courbe ; ils sont lous inscrits dans uno
ellipse , concentrique ¢t semblable & la premidre. Ainsi pour n=6,
par exemple, les hexagones minimuws sont chacun symétrique et
tous ont la méme mesure 2aé)” 8 ; ils sont inscrits dans une scconde

cllipse , semblable 3 la prewiére ct dont I'aire est les quatre tiers de
cele de Yo premitre.
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2. Einipses iNscriTes. On a va en géométrie que, parmi tous
les polygones équivalents , de chacun n cotés et circonscriptibles &
dificrents cercles, celui de plus grand cercle inscrit est régulier.
Soient donc P et I¥ deux polygones de chacun # cotés , le premicr
circonscrit au cercle de rayon a variable, el le second 1Y, projec—
tion du premicr, circonserit A Vaire eliiptique E, projection de
aire =@’ du cercle; ct soit » Vangle invariable des deux plans :
on aura

P'=Pcosv el E=za’cosr,

L'angle » étant donné constant, aussi bien que I'aire P, il en ré-
sulte laire IY, aussi constante. Or, te cercle variable =a® est le plus
grand possible dés que P est un polygone régulier; done alors l'aire
K est aussi la plus grande possible : elle touche chacun des cotés de
I¥ 4 son milicu et a pour centre celui de gravité de 1''. Ce dernier
polvgone, qui doit ¢ire symétrique, si # esl pair, ¢taul doue Iracé,
et connaissant Pangle v, qui rend PP un polygone régulier, P sera
aussi tracé ; d'oit Y'on aura le rayon a du cercle maximum inscrit,
et par suite le grand axe 2a de l'aire elliptique E maximum, inscrite
dans I’. Quant au sceond axe 28, il sera donné par b=acosv ; on
peut done déerire U'ellipse maximum , inscrite dans 1¥, ou du moins
une cllipse égale ; smais la difliculté, méme lorsque cosv—7, est
de tracer, dans Uintérieur de P', Uellipse maximum , qui doit avoir
pour centre celui de gravité de P' ot toucher chacun de ses coiés au
milicu.

1° Supposons que P’ soit un triangle quelconque tracé, pris pour
base d'un prisme triangulaire droit : on peut loujours couper ce
prisme par un plan, de telle sorte que la seclion soit un triangle
équilatéral 5 on peut méme calcuter Vaire P, aussi bien que
cosv , v désignant angle des deux plans. Observons que la des—
cription de Vellipse exige cing conditions distincles, comme de
passer par cing poiats donués ; il existe done une infinité d'ellipses
inscrites dans le triangle donné P'. Or, en [aisant tourner ce
triangle dans son plan, il est la projeclion d’une suite de triangles
P, ¢quivalents entre cux ; done la circonférence inscrite dans cha-
cun de ceux—ci , a pour projection une cllipse inscrite dans P, Et
puisque quand P est équilatéral , fe cercle inscrit est le plus grand
possible, on voit qu'alors Faire elliptique E, inscrite dans 1Y, est
12 plus grande possible : elle touche chacun des clés de I¥, dans sa
nouvelle position, su point milieu de ce cd1¢, et son centre est celui
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de gravité de P*. Soit done 3d la droite qui joint un sommet de P’
au unlu.u du coté opposé 2m 5 26'—=2d sera un diamdtre de ellipse
maximum inscrite ; landis que son COI’I]U"LI\, 24', pris pour axe des
x obliques, est paralldle & la tangente 2m. D‘a:llcurs le milicu d’un
aulre ¢6lé, appartenant a Iell:pbc maximum , a pour coordonnées
z=m et y=id; donc I'¢quation a2t ==a'"y'* fournit
a'=1my8. Connaissant donc ainsi les deux diamdtres conjugués
24’ et 2, de longucur et de position, il en résulte le trace des
deux axes ct la dcscnpuon de Pcllipse maximum , inscrite dans le
triangle quelconque donné 1.

L’airc de ceite ellipse est E=$=P)p 3 ; d'ott E>> (P, Si donc on
veut, dans un morccan trianguluire P' d'accjou, couper lu plus
grande table possible , il faudra prendre cette table elliptizue plutot
que rectangulaire { 1" étant le plus grand rectannle inscrit dans 1Y);
¢t nous venons de voir comment on peut résoudre le probléme.

2° Lorsque P’ ¢st un quadrilatére convexe quelconque tracé,
il exisle encore une infinité d'cllipses inscrites dans ce quadrilatére.
Menant par les milieux des ¢olés de P’ des droites respeclivement
paralléles et par suite ¢gales aux deux droiles 2d et 2 qui joignent
ces milicux, on formera le paraliélogramme R, {quivalent a
I'=D cos v. Comme R est la projeclion du carré équivalent & P
d'oll I'~4a’, a désignant le rayon du cercle maximum inscrit dans
les quadrilatéres ¢quivalents & P laire elliptique E, projection du
cercle maximum , e¢st celle de Pellipse maximum inscrite dans 1t ,
ayanl 24 et 2m pour diamélres conjugués et pour aire maximum
Le=i7P ; clle cst donc facile & décrire. Mais elle n'est pas inscrite
dans P', bicn qu'elle passe par les milicax de ses cotés @ la plus
grande ellipse, inscrile dans le quadrilatére convexe donné P, ne
saurait se trouver par la méthode ¢lémentaire des projections ; car
pour ccla, B ¢tant la base d’un prisme quadrangulaire droit, it
faudrait qu’il [t possible de couper ce prisme par un plan tel, que
la section résullante it un carré,

22, Porvcoxes INscr1ts. Considérons les polygones de n cbtés,
en nombre illimité, inscrits dans une ellipse, donnée par ses axes
2a el 2b; son aire E &ant la projection du cercle dont a est le
rayon, Procédant comme plus haut , nous verrons qu'il existe une
inlinilé de polygones maximwms inscrits, tous équivalents & 1¥ et
chacun symétrique , si n cst pair; tous circonscrits & une méme
cllipse dont Vaire E’ est semblable, de forme et de position, & Ia
proposée E. Ainsi pour n=3, le triangle maximum P'=31al}”3 ct
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E'=:E; pour a=4, le quadrilatére maximum est un parallélo—
gramme P, variable de forme et pouvant devenir un losange ou
un rectangle , sans qu'il cesse d'étre équivalent au demi-rectangle
desaxes , et I'on a E'—{E ; enfin, pour n=0, lous lcs hexagones
symétriques maximums inscrits sont équivalents i 2ab)/ 3 , ¢l l'on
k¢ If——-:l:.

23. ELLirses circoNscrITES. On a vu en glométrie que le plus
petit de tous les cercles, circonserit & des polygones de chacun n
¢olés et tous Equivalents & I, répond au polygone régulier. Soit A
le rayon du cercle minimum ; en raisonnant comime plus Baut , on
verra que parni toutes les aires des ellipses circonscrites aux poly-
gones équivalents & I, projections des polygones P, la plus petite
de toutes a pour centre celui de gravité ou de syméirie du polygone
I"=Dcos v, suivant que  est impair ou pair, ct que de plus, 2B
désignant le second axe de l'aire clliptique minimum E, d'oit B=A
cos ¢, on aura toujours I'===A*cosv— 7AD; et si E désigne laire
elliptique maximum inscrite dans P, d'oit E=mab, b==acosv et
Aza—B:b; les deux ellipses maximum E el minimum E' sont
semblables, de forme ct de position. Lt puisqu’on sait décrire la
premiére, pour le iriangle et le quadrilatére IY, il sera facile d’en
diduire Ia description de la seconde , chaque fois, Pour le triangle
P' quelconque , 0a a K =~PY 3=4E, cl pour le quadrilatére 1,
il ¥ient E'< =D =2L.

24. Tutonkmes, Ce qui précéde conduil & démontrer , avec faci-
lité , les théorémes que veoici, sur les quadrilatéres maxinums ct
minimums inscrits et circonscrits a Fellipse , dont 2a et 2b sont les
axes (racés :

I. Le rectangle inscrit, d'aire et de contour maximums, est le
carré dont Jus diagonales sont bisccirices des angles droits des deux
axes ; c'est le seul carré inscril, ayant e co1é ¢gal i la hauteur du
losange des sommets.

Scholie 1. Les maximums ci-dessus sont relatifs aux diamélres
¢gaux ; mais le plos grand de (ous les rectangles inscrils est sem—
Llable, de forme et de posilion , au reclangle des axes et en vaul la
moilié ; il est done plus grand que le seul carré inscrit-

Scholie ). Le rectangle inscrit , de confour maximum , égal au
contour du losange des sommets, a ses diagouales ¢gales telles, que
fa direction 7 de Fune est donnée par a’n=2%’. Le contour maxi-
mum de ce rectangle inscrit est plus grand que celui du seul carré
uscrit.
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11. Parmi tous les losanges inscrits dans 'ellipse, Je seul carré
esl celui dont Paire, le contour et la somme des diagonales sont {es
moiudres qu'il se puisse.

Hi. L'ellipse admet une infinité de losanges circonscrils , dont un
seul carré, ayant ses contacts aux extrémités de deux diamdétres
¢gaux , non rectangulaires, et chaque dingonale double de la corde
des sommets. De plus, les sominets de tous ces losanges se trouvent
sur Jes prolongements des deux axes.

1V. De tous les losanges cireonscrits , le plus petil ¢quivaut au
rectangle des axes et ses colés sont paralltles aux diagonales de ce
rectangle, (1l est moindre que le carré circonscrit, comme cela
doit étre ).

V. Parmi tous les Josanges circonscrits, celui de moindre péri—-
mélre a son colé ézal & la somme des deux demi-axes; les demi-
diagonales % et % sur les axes des y et des z ¢lant donndes par &' =b
(a--b} et k*—~ala-{-b). Le ¢61é du losange proposé est moindre que
celui du seul carré circonserit, comme cela doit étre.

VI Entre tous les parallélogrammes circonscrits & I'ellipse, les
plus pelils sont les parallélogrammes conjuguds, tous équivalents &
4ab ; dont un seul rectangle, ayant le plus petit contour &(a-1-b} , ct
un seul fosange , ayaut le plus grand périmétre 472/ (a*+ 8%),
parmi les parallélogrammes conjugues. Ce losange conjugué est le
minimum de tous les losanges circouscrits a I'ellipse (1V).

Vit. Sile produit des directions des deux cdtés adjacents est un
nombre constant el négatif, les commelts de tous les parallélogram-—
mes circonscrils , en nombre ivfini, décrivent une cllipse concen-
trique et semblable, de forme et de position , a la premiére , si tous
les parallélogrammes sont conjuguds. Dans ce cas, Fairc de la
seconde ellipse est double de celle de la premitre.

Scholic . On peut ainsi obtenir une suite d'ellipses semblables,
de 2 en deux fois plus grandes ; et si R disigne le rayon du cercle
¢quivalent & la somme des m premidres, on aura R*=ab2"—1).

Schotie 11, La propriété ci-dessus , deseriptive de la seconde ellipse,
est celles des cordes supplémentaires. Mais tous les sommets se trou-
veraicnt sur les prolongements des deux diamdires conjugudés ¢gaux,
si e produit constant étail toujours positif.

YIII. Les sommets de tous les reclangles cireonserits & ellipse
déerivent une circonférence concentrique , de rayon é¢gal i la corde
des sommets ; et le plus grand de tous ces reclangles circouscrits

est le scul carré circonserit : cest aussi le rectangle de périméire
max:iui.
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IX. Deux ellipses concentriques semblables, élant fes projections
de denx cercles concentriques; non-sculement toute corde de la
plus grande ellipse , tangente & la plus petite , est divisée en deux
parties égales, par le contact ; mais ¢ désignant Pangle des deux
plans et C la demi-corde de la plus grande, tangente i la plus petite
et paralléle & son grand axe ; la couronne elliptique a pour mesurce
*L'os v==R?, en posant C:R :: R:C cos v.

23. TuronkyEs DESCRIPTIFs. Voici encore plusicurs théordmes , pro-
pres & décrire P'ellipso ¢l d'autres lignes, qui en dépendent, plus ou
moins immédiatemenl,

F. Si Von cherche le lien géométrique du conlact de toule langente &
Pellipse et des milicux des cordes paralléles , on lrouve , non-sculement
un diamétre , mais 1'équation de celui-ci et celle de a langenle proposte.

H. Le licu géotnélrique des milicux d'unc suile de cordes, parlant
d’un peint P du plan de 'ellipse, donl O est le centre, n'est pas une
droite , mais une cllipse semblable , de¢ forme el Jdo position, a la pre-
wmieére , son cenfre ¢lant le wilicu de OP.

111. Le rayon du cercle moyen proportionnel entre les aires des deex
cllipses précédentes , est lvi-méme moyen proporlionnel cntre le demi-
grand axe de la premiére el le demi-petit axe de la scconde. On peul
aistment calculer ¢e rayon, lorsque 160 ct 120 é&tant les axes de la
premigre cllipse , les coordonnées da point P valent 100 chacane,

IV. Le lieu géométrique des points qui divisent en Lrois parties égales
chaque corde paralléle & wn axe d'une ellipse (racée, esl vnc sceconde
cllipse concenlrique , d'une aire six fvis plus petite.

V. Le licu géomélrique do tous les poinls ol les perpendiculaires ,
nienées du centre sur les langenles 4 'ellipse, coupend les ordonntes des
contacts, prolongées, est une scconde ellipse , semblable a la premiere ,
mais inversement siluée, comme ayant son pelit axe sur le grand de
Yaulre.

YI. Si pour unc méme abscisse , Pordennée d’une courbe est moilid
de celle de la circonférence , I'aire de celte courbe , & trouver, esl moilié
de I'sive du cercle.

VIl Si (',y") élant un point quelconque de la circonférence donnée,
{ie,y) esl un autre point 1l , quon ail toujours xy=a'y'; le licu gtome.
trique de lous ces aulres peints ¢st une ellipse indélerminée , wais dout
Yaire est loujours equivalente a celle du cercle.

VI, Dans P'eltipse, rapporiée i scs axes 2a et 26, la somme des
deux cordes paralléles 4 deux Jiamétres copjugués quelconques, passanl
par un foyer, a pour expression 2aX2p, 2p disiguant le paramétre.
{Cette propriété remarquable n'esl pas descriptive de Pellipse).

IX. DPour décrire une ellipse , dont les axes son! donntés, ou pour
dtcrire une ellipse semblable, d'un anowvement coniin, on u le (ricugle
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rariable . qui revient an losangs varialle. Voici encore, pour cet offer,
un instrument (rés-simple : la pointe fixée en on poinl quelconque d'une
rézle mobilo, décrit une ellipse, pendant que la régle se meut de lelle
torfe que scs exirémilés glissent sur deunx droites perpendiculaires entre
clles,

X. La pointe fixée sur le cerele roulant intéricurement sur la circon-
férence d’un cercle fixe, de rayon double, décrit une ellipse dont lea
demi-axes @ ct & sont Iz plus grande et la plus petite distance de la
poinle i la circonférence mobile 3 et suivant que la pointe est 4 la ciccon-
ference ou au centre, c¢lle déeril une droite ou un cercle ¢zal au cercie
mobile. Voild donc cncore un instrument propre 4 décrire Pellipse, d’un
mouvemenl conlinu.

XI. Peut-on diviser Paire elliplique donoée en deux portions équiva-
lentes , soit par une circonférence , soil par une ellipse semblable?
dicrire ces deux courbes et calenler le rayon du cercle Cquivalent & Ia
différence de deux aires elliptiques concentriques semblables , connaissant
les axes 200 ct 120, et 100 et GO des deux cllipses.

XIE. Deerire V'ellipse dont chaque ordonnée, pour une abscisse com-
mune, soit Ia somme de I'abseisse cl de Vordonnée correspondantes de
Ia circonférence , des rayon 10, rapporiée ay méme sysiéme de coor-
données reclangualaires.

XIill. Les deux colés CA=:b ¢l CB=a du triangle tracé T, 6tant
chacun divisé en n partics égales: si Pon joint, par deux droites, le
point A au ¢ ieme point de division de a, & parlic de C . of le poinl B an
¢ i¢me point do division de b, 4 partir de A : ces deux droiles se coupent
sur 'ellipse mazimum, inscrite dans 4T (triangle obtenu en prolongeant
chacun des cdtés CA ot CB d'une lenzucur égale A Joi-méme). LcHipse
maximum devienl une circonférence , si b=a et 'angle C=100.

XIV. Deux ellipses , rapportées au méme systéme de coordonnées
reclangulaires, élant (racces ; le licu géomélrique des inlersections des
cordes de contacl de deox couples de langentes 4 la plus petite , mendce
de deux peints infiniment voisins de la plus prande, esl une (roisieme
cliipse ; el V'aire de la plus pelite ellipse propos¢e est moyenne propor-
tionnelle cntre les aires des deux aulres.

Réciproquement , les deux tangentes & la plus grande des deux ctlipses
proposées, menées par les extrémités de chaque corde louchant la plus
pelile , se coupent sur une troisi¢me cllipse.

XV, Conngissant numériquement les deux ¢dlés a et & de I'angle droit
d’on triangle reclangle mobile, donl V'un a sappuic constamment sur
deox axes rectangulaires , calculer Paire de Vellipse déerile par ¢ som-
met opposd 4 ce cité. 11 existe un probléme analogue pour le friangle
¢quilatéral mobile, de cbté donné a.

X¥I. L’angle des coordonnées étant de G-, quel est le licu géomé-
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trique do tous les poinis tels, 41° guo la somme des carrés des distances
do chacun aux deux axes des coordonnées soit &quivalenle aw carrd
donné IR* 2 2° que K? soit la somme des carrés des diagonales du paeallé-
logramme P variable , construil sur les coordonnées de chaque point ; ou
bien cette somme , plus ou moins I'aire du paraliilogramme? ([Réponso :
chaque fois une ellipse , dont on sait caleunler les axes, de langucur ct
do posilion , anssi bien que Vaire; et ’on sait aussi déerire 1a courbe).

Scholie. Le ficu scrait unc hyperdole, sile carré donné R* devail ¢tro
équivalent, soit au rectangle des distances de chaque point aux deox
axes, soit it 1a différence des carrds de ces distances , soit enfin a .1 fois
Vaire du paralltlogramme P, moins e carrdé de l1a dingonale opposte &
rangle de G0°. Mais le liew serait une parabole , facile a décrire , sila
distance de chaque poinl 4 l'axe des abscisses devail élrec moyenue pro-
portionnelle entre 12 et I'r de ce point,

XVIIL. Soit d la lengueur de a perpendiculaire ¢levée au milicu de la
dreito donnée 2a : si le systéme se meut de telle sorle que les extrémilas
de 2a glissenl, 'ane sor l"uxe des z rectangulaices el aulre sur Paxe des
y; UVexlrémité de d déerit vue cllipse ou devx dreites perpendiculaires
entre clles, suivanl que d n'est pas on est ézale & 1a demi-droile a; et si
d—=2a, l’aire elliplique cst triple du cercle décrit par le milicu de 2a.

X VI, Deux cereles, de rayons @ el &, ¢tant tracés sur un plan; lo
Yicu geomélrique des centres de fous les cercles tangents aux deux propo-
s0s , esl une ellipse ou une hyperbole, donl les denx centres donnés sont
les foyers, suivant que I'un des deux cercles est fntérienur ou extéricur i
Yautre , méme quand il le toucherait, Le lieu serait une parabole, si
1'un des deox cercles devenait une droite hors de Paufre cercle. (Calculer
1’aice elliplique lorsque la dislance des cenlres ¢lant 10, les rayons a ¢t &
valent 30 et 20).

XIX. Lorsque 1a circonférence de ravon a donné, esl fracée ; si l'on
prolonge chacune de ses ordonnées recfangulaires de la longueur cons-
tante b, le licu géoméirique de tous les points, ainsi obtenus, est unc
circonférence ¢gale 4 1a proposde, sans coincider avec elle. Mais si chaque
ordonnée est prolongée d’une longueur égale & celte ordonnée ou &gale d
I’abscisse correspondanie ; le lieu géomélrique est chaque fois une ellipse ,
d'une aire double A celle du cercle, dans le premicr cas , el équivalenlc
au cercle propost , daus le second cas.

Scholte. Co triple théoréme, remarquable en lui-méme, Pest anssi
parce qu’en réalite chaque ordonntée es! prolongée cxifricurement au
cercle; ce qui donne séparément les moiliés respeetives de chacune des
trois courbes ci-dessus, lorsque la circonférence proposée est rapportée
A son diamélre 2a. Mais si Vorigine était au centre cl qu’en porldl la
longueur & sur chaque corde perpendicolaire & Vaxe des z rectangu-
Jaircs, & partir de chacune de ses deux extrémilés, on aurail sépartment
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les quarts de la courbe cherchée. (C'est ainsi que procédail M. Noin,
professeur de mathématiques en ville; lequel, do celle manidro, m'a
conduit an théorémo proposd),

XX. Lorsque I'hypoténuse d'un triangle rectangle variable est sur
I'axe des z reclangulaires , 4 parlir de Porigine , el que lo ¢dté oppose i
ecte-ci est double du cété adjacent ; non-sculement le lieu géometrique
du semmet de 'angle droil est le systéme de deux droites ; mais ces denx
droiles sonl les asymplotes de I'hyperbole y®—4z¥=—1%. El si langle
i Yerigine otait doubie de 'aatre , le licu géométrique serail les asymp-
ldles de hyperbole cquilatére y?—zi=—1.

26. PoLys £r PoLakes paxs v’eLLipse. Les proprictés des poles el do
leurs polaires, dans les (rois courbes du second degré, se démonlrent ,
avec facilité, soit d’aprés 'équation générale ct complito, soit plulot
d’aprés I'équation commune et aux axes conjugués, Mais pour lellipse ,
la théorie des poles el des polaires esl conséquence immadiate de cetto
theorie , dans la circonférence , 4 'side des prajeclions orlhogonales ;
ainsi qu'on peut le voir dans ba 27 édilion de nolre traité do géombtrie. 1t
en tésulte les belles propriclés des hexagunes inerils ol circonscrits a
Pellipse , et ainsi que différents corollaires , faciles a4 déduire. Nous ne
parlons ici des poles et des polaires , dans Vellipse , que pour rappeler
Pune des belles applications de 1a méthede des projeclions orthogonales,
dans la recherche des propriétés de cetle courbe. Voici encore d’autres
applications,

27. TaxceENTES commuxes. Devx ellipses E ot E, seinblables de forme
¢l de posilion, &lant données sur un plan; les circonfércaces C et €/,
dont elles sont les projeclions , se lrouvent sur le plan (aizant, avee lo
premicer , un angle v dont le cosinus est ézal au rapport (do similitulc)
des deux axes homalogues de E et de E', Or, il y a généralement qualre
tangenles communes aux deux circonférences; donc i ¥y a aussi qualre
tangenles communes aur deux ellipses , enliérement Pune hors de Paulre.
Ef ces qualre langentes so réduisent a trois, A deux, a une seulo €f
aucune , suivanl que les deux ellipses E ¢t E! se louchent extéricurement ,
+e coupent {en doux poials el jamais plus) , scfouchent inlérieurcment ou
sont 'une dans 'autre.

De plus, les tangentes communes vont se couper deux & deux aux
yoles de similitude de deux cllipses el divisent {harmoniguement) {a dis-
tanice des cenlres de ces deux courbes en quaire segments , proporiionnels aur
azes homologues. 11 est douc facile de construire ces deux poles , par cha-
cun desquels menant deux langentes & 1'une des ellipses , elles sout aussi
tangentes & ’aulre.

28. AXE RapicaL. On sait que 'axe radical de deux cereles € ot € est
Ya droile qui pogse par les milicux des deox tangenles communes exté-
ricures, Ceite droile , perpendiculaire a la dislanco des ceutres, est iello
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quo les qualre tangentes on les deux moindres cordes , menées par Uun
qguelconque de ses peinls, sont ¢gales cniro elles. Or, on peut lonjours
prendre les deux plans, comprenant 'angle v, fels que leur intersection
soit paraflele a Ja distance des centres de € el de C' ;5 el alors les grands
axes des cllipses E et E' sont en ligne droile, Dans ce cas, 'are radical
des deux courbes , ¢tant 1a droite qui joint les milicux des deux langentes
commuucs exlérieures , est non-seulement perpendiculaire a la distance
des ceafres , mais de plug, les qualre langentes ou les deux moindres
cordes, menges de Pun quelconque de ses poicts , sont é3ales calre
¢lles.

Si les deux ellipses se coupent, ’axe radical est sur 1a corde commune;
el il coincide avee la tangenle commune , si elles se touchent exléricure=
meat ou iniérieurement. Or, cela a loujours lieu, pour denx ellipses
quelconques , Torsque la dislance des cenlres est ¢gale 4 la somme oud la
difference des demi-diamétees sur cetle dislance.

90, CENTRE RADICAL. On £ait que le centre radical de rois cercles quel-
conques est le point ol se coupent les (rois axes radicaux de ces trojs
cerctes, pris denx & deux; done le centre radical de trois ellipses sem-
Llables est le point aii vont se couper les (rois axes radicaux de ces
cllipses , prises deox 4 deux.

50. Cencres Taxarxys 1. Les propriétas des poles et polaires, des
ecnlres el ares radicaur, des poles el axes de similitude , des points ct
cereles réeiproques , ele., ont él1¢ empleyées, par diflecrents géomitres
modernes, pour résoudre les problémes sur les contacts des droiles et des
cercles. Mais les solutions, bien que frés-simples en théorie, ne nous
paraissenl point préférables a eelles que nous avons indiquées, sous
formes de thtorémes , p. 3530 de la troisieme édition «le nelre traite de
aeomdlric éléementaire ; parce quelles exigent le tracé d’au moins autant
de lignes que fes nolees , of que celles-ci ont 'avanlage de se baser sur
les propriétés les plus élémenlaires de la circonférence et de se déduire
immédiatement de V'apalyse de 'énonce.

11, Les proeblémes sur les cercles tangents sont nombreux el plusieurs
passen! pour difficiles ; bien que les relations dans e cereie conduisent
aisément aux prociédés graphiques , propres a résoudre ces problémes,
Mais la difficulté vient principalement de la multitude de lignes doal ta
solulion exige le tracé. Or, quand on doil décrire un grand nombre de
lignes, pour avoir la guantité inconnue , il est impossible de "oblenir
d’une manidre suffisamment approchée , acause des erreurs inévitables
dans l'emploi des instruments : il est non-sculement plus covurl alors ,
mais souven! aussi beaucoup plus exact de résoudre le probléme par des
essars ou des {(dtonnements , d’autant moins nombrevx ct moins faulifs ,
qu’on cxl plus exercé aux conslructions avee le compas et la régle. 1l
arrive méme souvent quiun ou deux essais suffizent pour obtenir la figure
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cherchée , avee toufe Ja précision que peeveul comporter les apdrations
descriptives. C'est done cc moyen de solulion qu’il [aut d'aboerd employer,
soil pour avoir la solulion elle-méme, soil pour découvrir les procadis
géometriques rigoureux , propres & la vérifier,

1H. La solution par tdfonnements est souvenl la senle praticable : niis
elle peut avoir I’inconvénient de faire regarder comme vrai co (qui ne Ueat
qu'd peu prés ou dans des circonstances trés.parliculieres ; tandiz que
Panalyse de l'énoncé , daprés des principes cerlaing , décomposand Ja
queslion cn plusienrs sulres, plus simples et qu’on sail résoudre par des
procedés rigourcux, condwil direclenient au bul, moutire d’oit pro-
vicnnenl les erreurs praliques el donne le moycn de les corriger, ou du
moins d’en affaiblic Pinfluence sur les résullats. 1§ est clair que plus on
sait traiter de ces problémes ¢lémentaires , plus il est facile d’en trouver
parmi eux qui soienl propres A résoudre les nouveaux qu'on peurrail so
proposer; ¢l il y aura chaque fois un choix a faire parmi les données et
les inconnues , qu’il faut toujours réduire au plus pelit nombre possible ,
par unc analyse logique rigoureuse, et & Vaide parfois de grandeurs
auxiliaires , connues ou inconnues, choisies convenablement. Mais on
serait souvent arrdlé dJdans la solulion, si Von ne voulait faire usage quo
des ressources quollre la géométrie pure : Palgébre , lorsqu’elle est appli-
cable , donne les inconnues avec beaucoup plus de précision que les opi-
rations graphiques ; souvenl méme elle esl indispensable pour découvrir
les sotutions les plus simples , avec la régle et le compas , non seulement
pour les problémes déterminés de géométrie ; mnais aussi pour les problémes
déterminés. Que serail, en effct, P'tlude des courbes , sans 1a grande et
helle idée de Descartes de représeater les poits et les lignes par des
équations ?

Clest particalidrement dans Jes problémes sue Ius conlacts des droiles ot
des circonférences , que la solulion par &diunrements doit s'employer,
rauf A la vérifier ensuile , par le caleul ; lequel est indispensable , a causo
du grand nombre de ligres ga’il faut déerire pour avoir §a fizure demandée
¢t parce que les dimensions de cette figure dépasseraient souvent Uouver-
ture du plus arand compas possible et la longueur de la régle,

51, Prosuise 1. Caleuter le rayon x et le centre O de lu circonfdrence
tangeate d la droite D ef aux deur cercles extéricurs , de cenlres A el B,
situés d'un méme colé de la droite, 1¢i les donndes numeriques soul jes
rayons a cf & des deux cercles tracés , les distances & ¢l & dus centres A
el B 3 la droile D, avec la porlion 4 quc h el k interceptent sur D :
tandis quo Ies inconnues sont le rayon & et la distunce y du pied de & su
contacl du cercle cherehé avee D, Pour calenler ces deex ingonmues , on
a les deux ¢quations simultandes :

{ata) =y L h—i)2,
o+t tb—r, 2 -y,
i 0
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Eliminanl z , I'équalion finale sera du second degrée en y ; le probleme
aara donc gentralement quatre solvlious, lesquelles peuvent se réduire A
treis, & deux, 4 une ou & aucunc , suivant la position relafive ef les valeurs
particuli¢res des dennées. Les deux cercles A el B peuvent toucher D d'un
meéme ¢ole ; d’oit h—=a el k=ad, Le cerele B se réduit 4 son centre B, i
b=0; el alors il faul décrire la circonférence, passant par le point B ot
touchant les deux lignes D et A, droite ef circulaire. Ce probleme admet
deux solutions : a et & pourraient ¢lre nuls.

o2, Pronrive 11. Trois cercles extéricurs, de centre A .B,C et de
rayens a, b, ¢, dlunt tracés sur un plan , calculer le rayon x du cercle ()
qui les fouche touys les trois. Les données numériques sonta, b, ¢, la dis-
tance AB=d , la distance CK=% Ju centre Ca AB et le segment AK = £,
Les inconnues sonl x , ¥ el =, savoir y distance de O a AB el 5 distance de
A au picd de y. Or, en supposant a>>d> ¢, on a les trois &équations simul.
tances , Ie cercle O ¢tani intéricur @

(at2)=y*+5%, (b+2) =y § (d—3)*
et (e+x)*=(h—y)* + (z —k)%

L'tquation fnale en x est du second degre ; il en résolie les rayons ol
les conlres des deux cercles louchant les frois proposés sntéricurement et
exiérieurement, Changeant ¢ en —c¢ , puis b en —b et i 1a fois & ete en —bh
el —¢, on aura les rayons cl les centres de six aulres cercles tangents anx
trois proposés. De sorte que le probléme a géanéralement huit solutiens ;
lesquelles , & raisons des positions et des valeurs particuliéres , peuvent
se réduire 4 beaucoup moins ¢t méme a aucone.

Si ¢=0, le probléme revient i caleuler le rayon el {e centre de la ~ircon.
férence , passant par un point donné C et touchant les deur cercles (racds
A et B. Mais si =0 et ¢=0, il faudra caleuler {c rayon i le cenire de la
circonférence , tangente an cerele tracé A of passant par les deux points B
et C, donnés hors de ce cercle.

Schotlie. Pour tracer les huil circonférences, d'aprés les proctédés pure-
ment géomelriques , il nous parait qu'il faudrait employer au moins cenl-
onze lignes ; ainsi lo tracd par titonnements el le calcul sonl ici les sculs
praticables : ils sont 4 1a fois les plus simples et les plus exacts , savoir les
tXlennements sur e papicer et l¢ calcul sur le lerrain.

53. Prosiiues. Calevler o rayon ct le cenlre de la circonférence ,
{° tangente & deux droiles (racées et & ‘un cercle donné {qui pourrail
se réduire 3 un point donne) ; 2° passant par un point donné, touchant
un cercle (race et ayant son centre sur une droile doonée ; 5° enfin , (ou-
chant deux cercles tracés et ayant son cenire sur une droile donnée.

34. ELrirses Taxcextes. Les problemes, forl nombreux, sur les
conlacls des droiles et des circonférences , conduisent , 4 P'aide des projec-
tions , @ résoudre les mémes problémes sor les contacts des droiles et des
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cllipses semblables. C'est ainsi que trois ellipses semblables Glanl tracies
Sur un plan, il exisle généralement hoit ellipses semblables, touchant
chacune les Irois proposies ; et il est possible de caleuler lo centre el les
axes principaux de chacune, de longueur et de posilion,

Scholie. On peul aussi résoudre , par one ¢quation du second degri- | I
probléme que voici : Ftaat données trois sphéres , langentes @ un plan et
d'un méme edté , trouver e contre et le rayon de la sphéve gui touchent I s
{rois premiéres et le plan, (Voyez dailleurs i Ja page 589 , 2 édition de
la g2éométrie).

33. Quapnatesr pes Coxigues, Cest en verty de I’analogie qui existo
cufre les trois coorbes du second degrés, que leur guadrature sc tlire
immédiatement de 'expression du secteur circulaire » & "aide de certaines
series. Pour cel elfet, M. Bary (Tome XIX des Annales de Mathéma-
liques) indique une métltode que nous modilions comma il suit :

I. Soil S Vaire du seeteur elliptique , donl le sommel est au cenlre ¢l
dont a est un cig; le point {x,y) » donné sur la courhe, étant Vexiro-
mite du second cdlé. Soil «* 1arc du secleur cirealaire concenlrigque , de
rayon a, repondaut i la méme abscisse x , el Jdont Paire » Par suite | est
iaz’s on a vu que aS=iabg'. Soit d'ailleurs « Vare numérigue , do
rayon 1, qui mesure I'angle da secleur circulaire; on aura «'=ax ¢t

S=v}aba,

EE. Soit (7,97) Vextrémité de I'are o’ : on sail que

fisinaizaiy’ by ; doi bsin x=y,

Substituant donc 'expression counue de Varc = en function de son sinus
y sur b, on aura

S.—-':ab(-—y-——l—;- :J‘ $ 13 :,-‘ + {'3.:,5 —y" +etc. V.
b ab* 2.8 56 2.4.6 T z

Or . b'=ap , p désignont le demi-paramétre ; substitvant cefte valear
de &*,réduisant el observant que pour passera la parabole y*=3pr | il
sullit de poser e=o0 ; ce qui rend infinfment petits | cl constquemment nuls ,
les termes divisés par les puissances de a ; il vient

S=ia+yry.

Ici ie cenlte, sommel du sceteur $, est situd a l'infini; donc c=
secleur et le triangle 3ay sent infiniment grands ; mais leur différence Ty,
scgment de la parabole , entre la courbe ct 1a corde menge du sommel au
point connu {z,¥) de celle-ci, ¢sl un nombre fini et douue. Ajoutant Paire
du triangle veetangle , dout ¢t y sonl les cdids de laugle droil, saveir

32y » on aura Vaire de la moili¢ du segment S', limilé par la courbe of 14
double ordonnée 3 : done

S'=try.
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B, Soit tang a==t; on a 11421 a: iy e‘%k,f sur x. Substituant {a valeur
de lare a e fonclion de sa l.meeutc &, savoir .r--f' d 't‘ ‘t‘+ ¢le.
observant ensuite que, pour passer du sccleur dhpthuc S=jabz au sec-
teur hyperbolique , il faul y chauger b ety en 4/ —1 et yy’-—- I, on aura

S=—fab{t+ 0+ +347 1 ele).

Or, 1a séric entre parenthises a pour valeur , comme on sail , la Jifls-
rence des logarithmes ordinaires de $-1¢ et de 1.—¢, diviste par 2 fois
celui du nombre e=2,7{3281 8 cte. Done, comme co quotical est néyatif,
il yient

Ty

S= w2l

ilc

Telle est done Vexpression numérique Ju secteur hyperbolique , donl e
sommel ost au cenlre ¢l dont les extrémités de Uare sont le sommet de
l1a courbe et le point (w,y) , douné sur elle.

Retranchant celte expression hors de Vaire du triangle rectangle ,
dont x el y sonl les cdlés de L'angle droit, il reste la moitie de l'aire 8 du
segment compris enlre la courbe el 1a double ordonnie y : donc

S'=xy—285.

Enfin, si Phyperbole est ¢quilatere , d’oit £*—y*=a?, il est clair que
q , y

pour 1a rapparter & ses asymplotes , nouveaux axes des r ct des y rectan-

gulaires , be point (z,y) sera désigné par (x'.y') et qu'on aura

z,,2=x" 1y el yp 2=a'—y'; d’oir
THy=x'V2 , c—y=y'V 2 et 'y =jat=h'.

Suit T la tranche comprise entre la courbe , unc asymplote , 'ordennde
y' du poiel donné (2,47 ¢t Vordonnie h du sommet : il est clair que T
vaul le secteur S ; ear on a T==S ¢ l2'y'— A% Donc

Différents lieux géométrigucs.

Nous terminerons ce Mémoire par diflérentes propositions , assez
rewarquables , sur les licux glomélriques plans et Jes trois dimensions ;
¢’esl-d-dire sur les courbes planes et les surfaces courbes.

Counees 1. Dans toule circonférence y'=2av —z7, le lieudu pied (r.y)
de ta perpendiculaire & toute corde , parlant de Porigine , menée du pied
de lordennée de U'extrémile de celte corde, est la courbe du qualriéme
degri

{y'g2® "==2ar,
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Celle courbe se discutera plus facilement A laide de son dquation

wolaire ; or , le péle tlant i Vorigine , ¢t » désignant Vare de rayon 1, qui

mesure 'angle décrit par le rayon vecteur v, depuis l'axe des x, d'olt
Y~ersin® ¢l r=rcos%, on a

r=2qcos's.

Celte courbe n'a donc que l¢ scul are de symétrie 24 : clle limite nne
sorte de fewille , fermée a 'origine , dont Vaire est les 5 seiziémes du cevcle
propesé. L'expression de I'aire A cherchée est, eneffet, A= Ja sfeus’ns;
ta somme devant élre prise , depuis =0 jusqu’i a=ns=180"= =, n &lant
ud nombre entier enfind,

il. La circonférence y* + 2’ =a? Hanl tracée , le licu do pied (r.y) de
l1a perpendicolaire a chaque rayon, abaissée du picd de Vordonnée do
Pexirémité de ce rayon, est la courbe du 6™° degrd

(y’ +£1)!:a1:0 ou r’:a’cus'm.

L’aire limnitée est les 3 quarts du cercle proposé ; el cclle cuurbe ext wno
lemniscate. On appelle ainsi toute courbe plane, en forme du chiffre 8,
dans différentes positions , ayvant un cendre , deux axes de symétrie, dunl
un seul réel ovu termine a la courbe. La lemmniscate a loujours un point
doulfe cl vne double fnflesion en e point, gui est lo cenlre, Les lemuis-
citles sont forl nombreuses , el plusicurs sont fournics par les propricies
du triangic rectangle.

Schelie. Loire limitée par une courbe polaire doonée se caicule iairé-
ment lorsque le rayon veeteur resl fonetion , monoma ou binoeme , suit de
I'arc @ , de rayon 1, qui mesure 1angle décrit , soit du sinus on du cosinns
de cel angle, peurve, dans ces derniers cas, que r° soit ane lonclion
rationnelle de chacune de ces lignes (tigenométriques. Telles seraient les
diff¢rentes courbes :

r*=a'v=q0 ' maly w—b* )@ =a'sin @ = a’cos’ 2u = a'sin ju=a®
Fa’cos w==a® 1:5'cos* 2w ma’sin w6 cos w=sin’{, 4 €05 u=clC.

111, Le lieu du pied de la perpendiculaire abaissée do Vorigine sur la
droite donnée a, dont les exirémilés glissent , 'une sur 'axe desx et
'aulre sor Faxe des y reclangulaires, est uno double lemniseate , dont
Taire est le quart du cercle de rayon . Ce lieu scrait unc lemoiscate sime-
Me, si a variable &lait 1'hypolénuse du iriangle reclangle ¢quivslent au
carré C donné ; el alors ;C exprime Vaire limilée par la courbe , laquelle
par suile esl une courbe carrable. Enfin , sila somme des ¢61és de Pangle
droit du triangle reclangle , dont a est I'hypolénuse varialble, est cons-
{ante el représentéa par m ; le licn do pied cst encere une lemniscale ,
donl "aire est la moili¢ du cercle de rayon m.,

IV. Le point (22,0) étant dount sur Paxe des & rectangulaires, on
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méne, de ce point une oblique quelconque L I"axe des y, et de erigine
on mene sur L, 1a perpendiculaire P, dont le pied (x',y'}) esl sur une
circonférence : si I'on prolonge P de 2a; I'extrémilé (r,y) de la tongucur
¥.1-2a apparticnl i la courbe

(¥* +2' —2az)’ =4a’(y* + ") ou r=Sacos’ ;..

L’azire limilée par cette courbe est riple du cercle de rayon a.

Scholie 1. On peul caleuler "aire de chacunc des deux lemniscales , oble-
nues cn prolongeant P, soit de 2/, soil de y'.

Schelie §1. Par le pied (x',y') de P, si I’on méne une parajlile 4 Vaxe
des o posilifs et si du pied de V'ordonnée y' de Vexirémile de cetlle paral-
Ictz 2a ou z' ou ', on miéne une perpendiculaire & T le pied {z.y) de
cetle perpendiculaire appartient chaque fois & une lemniscate , dont on
sait ealculer Vaire,

Schotie 111, Observons encore que si, par le point donné {2a,0), on
mene a Voblique 1., la perpendiculaire égale a y'; Uextrémile (x.y) de
celle-ci appartient & la double lemniscate #*=«”*sin?2«. (La perpendi-
culaire pourrail ¢tre ¢gale soit 3 ', soit & 2a).

Y. Si du point (.0} de Vaxe des x rectangulaires d'une ellipse , donl
Qa ¢t 2b sonl les axes , on abaisse des perpendiculaires sur ses langentes ;
le licu de tous les pieds (x,y) de ces perpendiculaires est représenté par
I'¢quation

(¥ vz ke’ =0y L a¥(x—k)*.

C'est donc une courbe algébrique du quatritme desré, que 1'on peut
disculer el en caleuler l'aire A, pour différemtes valeurs particulicres
de k.

§* Si k=c; commec’=a' —b*, 'équalion devient

(y° + =2 —a)[y* + (r—e,*}=0;

vile représente donce a 1a fois le foyer posilil ¢t Ia ciccouference déerite
sur fe gramd axe , comme diamdlre,
v §i kaaf) , Péqualion se simplific et devient

(y: +.t‘=)’=b’y’-!‘0=d}l.

Cette courbe , circonscrite a 'ellipse proposée, la touche aux quatre
sommets ¢l a plusieurs points d'inflexion. Ce qui est remarquable ici,
c'est que Vaire A, limitée par 1a courbe , s'obticat immédiatement a
Paide de Vanalogie , comme il suil @ si ¥=0, Paire se réduil aux deux
cereles , ayant chacun a pour rayon , ¢l ou a A=;=a’ . Maissi b=a, il
vient A==a’. ]I faut donc, pour satisfaire a ces deux comdilions parli-
culitres , quion écrive A=!n(a® 4 b*). De sorle que 1a somme el Ia diffe-
rence dus aires , limitées par la courbe et par Pellipse , éyuivalent respec-
tivement aux demi-cerches , de rayons a-t&el a—b.
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3°Si kam=a, il est clair , en changeant x en x--a,que la courbe devienl
(y.l +$.—GI)‘=b’y’ +ﬂ’.l...

Si b=0, Vaire A devient A="a’ ; si a=0, on a A= 7b"; ¢t si b=a,
I'équalion polaire donne A=37a". Pour que l'aire A cherchée satisfasse &
ces trois condilions parliculieres, il faut donc qu’on ait A=n{a®4-ib'}.
Et si I'on posail k=—&, on lrouverait de m@me l'expression de Paire 4.

4° Pour 'hyperbole, &* devient —b* ; donc si alors k=0, il vient

(y'-i-a:’)’:a’;r’-b'y’.

Daps ce cas, ¢'=a’-}67 ; el le licu des pieds est la lemniscate repre-
scntée par 1"¢quation polaire

rr=a’—c’sin’u.

Ici, pour caleuler laire A, depuis #=0 jusqu'a csin==uzq4 , la mé-
thode précedente ne pourrail poiut s’employer: il faul poser we=nz , n
¢tant un nombre entier infini; chercher ensuite Vexpression du v ieme
secteur  élémentaire, savoir Jaz—I¢ ssin vz, dled

A=2d¢*n=—2a"z fsininz ;
el V'on lrouvera , d’apres 'expression de 1a somme fsin’nz, o nz=e ,
A=({a’—b*}u+ab.

VI. Soit (z',y") un poinl quelconque de Iz circonférence z* 4 yi=a’ :
si I'on prolonge le rayon en ce poinl de la longucur =, ¢ licu géomélrique
de lous les poiols, ainsi oblenus, est fa courbe composéc de quatre brao-
ches , egales ot opposcées deux & deux , chacune en forme de caur et
représentée par la quadruple équation polaire r=-ta=d-acos». L'aire de
chaque branche est les 5 moitiés du cercle proposé.

Scholie 1. On auvrait la méme courbe , si 'on prolongeail le rayon a de
I'y' de son exirémité. On pourrait Yo prolonger d’une longueur égelo a la
moyenne proporlionnelle enire a et z' ou entre a et i

Scirolie I, EL si le somiecl d’un angle droit mobile est au centre de
la circonfirence proposée, (x',y') &lant le point ot elle est rencoutrée par
lo premier clé de Pangle ; quelle est V'aire de la courbe décrile par le
poinl (x,y), silut sur le second cdté, & la distauce a+y' ou a--2' du
cenlre?

Seholie III. Si la circonférence esl y*f-2*=2ax el qu'on prolonze
chaque corde, mente de Vorigine, d’une longueur égale 4 I'2' ou a I'y*
de son extrémité; le lieu de lows les points ainsd oblenys, est la courbe
polaire r«2a(cos a4-c0s* a) , 00l & crott depuis @ jusqu’d 290+ On peut
calculer Vaire limitde.

SurrFaces pr SECOND onpRE I. Toules les surfuces du -ccod vrdie , ayant
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un eentre , sonl repriscnlées par 'tquation
ARy +C2=1,. . . (1)

Taquelle est aux axes principaur ou aux ares confugués, suivanl que le
tritdre des coordonnées cst droit ou non. On sail que celle ¢quation cepré-
renle Yelfipsoide , Vhyperbolotde & une nappe ou 'hyperbolcide a deux
happes, soivanl que les trois cocflicients donnés A, I, C sont poriiifs,
wie que G esl seul négatif, ou enfin que A esl seul positif. De plus, si 2a»
20 et 2e désignent les trois axes principaux ou les (rois diaméties conjuyucs ,

sur les axes des &, des o ot des = respectifs, on avra
Aai=1, Bt*=1 ct Cc'=1.

I importe souvenl de calculer les longueurs des Irpis axes princibaux
Qa, 2 ,2¢; ce 4 quoi Fon parvient , par les relations précedentes, sile
lrtt'tln' des coordonnées est droit. Mais s'it est abhquc , soient p, g, r les
cusinus des angles (ay) . {23} et (ys); soient p', ¢', r' leurs sinus, Si d ext
un demi-diameétre de Vone quelconque des lrois surfaces propostes el
qwon pose d’=u, vn trouve, pour calculer les Lrois demi-axes princi-
paux a, b, ¢, c'est-i~dire les trois valeurs Jde 7w, Fune maximum ,
Pauntre minimum el 1a troisiéme catre ces denx-la, 'équation

ADCH? — (AB4+ACH BCu” +HAr + By * +Cpju
— il = =0 . . . . (2)

Celle ¢quation Tournit immédialement les trois relations connues enlre
les diamétres conjusuts et les axes principaux.,

11. Pour appliquer cetie équation , soient =, 8, 7 les inclindisons res-
peclives des Lrois axes des = ' des ¥ ot des & sur les plans Jes xy, des »z
ot des yx 3 soient dailleurs =7, ¥, 2’ les disfances d ces plaub d'un point
quelcongue de Pespace : on aura ¥'=23 sin =, ¥'=¥ sin 2 ¢l #'=xsin 4. Cela
posé , &i P'on cherelie le lieu géomelrigque de fous les points (r,y,z) tels,
gue le carré donné R? soit, 1¢ !a somme des carrds des distances de cha-
cun aux rois plans cuordomlcs, 20 l'exces de la somme des carrcs des
diztonces avx plans des yz el des o2, sur le carré de Ja dislance au plan
des 2y, 3% enfin, excés du dernier carré sur la somme des deux awlrees;
il ert clair qu'on auva chaque fuis , pour représenter le licu cherché, vne
¢quation de la forme (1), dans laguelle Jes cocfficicnts A , B, C seront les
vapports de sin®7, sin’3 et sin’z d R*.

Siles angles plans (xy), {#3) el (¥z; sont ¢gaex & G0°, d'el p=¢==r=3
el p'— . g'=3"= 1175, on aura sin?#=:in? A—=rin*v—% : donc, pour Vellip-
seide proposé , a -°li b:c:!!; pour Phyperbolotde @ wne nappe,
D= Ry (14i71%;, 2R el 2 K/ (1~ H7) ; enfin pour I'hyper~
hutaife i deux nappes , on a 2a= Ry {—1 +1787), =20/ —§ et 2r=
Re- (=117

Coopenlencore ealenler les axes pincipaux Jdes lrois susfaces , 1 lors-
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que Vangle (ry) = 90° ¢l I'angle (z2}==(y=) = 60°, 2° lorsque (+y)=60° et
{r=)=(yz)==90~. Dans chacun de ces cas, quel scrait le licu géométrique,
si P'on devail aveir z'y'-o/z'fy'='=R? ou BT ==2y'42's'—y's'? ou
enfin , R'=a'y'—2/z" = y'z'?

111, Pour connailre le genre do la surface représenlée par I'tquation
Az’ 4By’ 4 C2' 4202y 4-2Exz 4 2Fyz=0G, . , . (%)
dans laquelle les coordennites sont reclangulaires; soit 4 un demi-
diametre queleonque de la surlace proposée ¢l soil ’v=G : i) faut donc
calculer ses axes principaux, en cherchant le mazimum et le mimimum
de d° ; or, en éliminant d’aberd G entre (3) et ve’4 vy’ Fovs’=G, ce
maximum et ce minimum répondent aux valeurs de v dans 'équalion

v =(A + B+ e+ [ABFACHBC — D*—E* . F)o
—{ABC+2DEF —CD*—BE'— AF)=0 . . . (§)

Cette ¢quation symétrique est facile A relenir @ pour appliquer & Ja
rechierche Jes axes priucipauvx de la surface

455l 2 fyz— 1 6oty —f2 =94

r
les coordonndes tlanl rectangulaires , il faudra d'abord (aire disparatlre

les termes affeciées des premilres puissances des variables =, ¥, =z. Or,
puur cela, il faut , comme on s2il , dériver Véquatien successivement par
rapporl a chacune des coordonnées x,y, =, cousidérée comme scule
variable , et &égaler chaque dérivio 3 zére ; ce qui donne les trois ¢qua-
livus simgitanéns ;

Be—16=0, —2y44z12=0 et —2:4Jy—5=0.

Ces ¢quations Jonuent , puur les coordonnées de la nouvelle origine du
systéme parallélo, 22, y=1 el 2= 0 : ce sont les coordounces du eentre
de lasurface ; de sorle que ces valeurs réduisent 420 —y* —274-Jyz— 16
+2y~4s-21 & —56, cl que par suite on a, pour I’équalion de la sur-
face , rapportée @ son centre |

417 =y — 2 4 yz=306.
1’¢quation ($) devient par conséquent
' —20°— [ 1v4-12=0;
L —_ , —_— - i -
dorv=f,v=4 ¢l e=—3, puis a’=36, 6'=9 ¢l c’=>— {2 La sur-
face est done Phiyperbolotde a une pappe + 4y’ —5:*=36. ELU'on peut
calculer Vaire de la seclion faife par le plan 2e=z—9,

Prorositions. Voici d’aulres applications de i'équation {4) au ealcul
des axes principaux : Les coordonnées reclangulaires de chaque point
d'une sutface algébrique sonl lus (rois dimensions d'un parallélipipede
reclangle P, nécessairement variable , et Pon a cette suite de proposilions :
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1° Si Ye carsé numérique donué R? équivaul & la surface tolale de P,
tous les poinls proposés appartiennent A I'hyperboloide & deux nappes de
révolution ; car 2a=2R et W=2Tc=2RY —1.

2° Si I? esl I'excés de la surface latérale de P sur la somme de ses
deux bases , ou réciproquement , on aora chaque fois un hyperboloide,

3° 8i R? ¢quivaut au careé fail sur la diagonale de P, plus ou moins la
surlace tolale , tous les points proposés coostifuenl le systéme de deux
plans ou I'hyperboloide de révolulion,

4° Quelle serait 1a surface , si R* devail valoir le earré de la diagonale
de¢ ', plus ou moins la double somme des deux bases ? Qu celle double
semme moins le carré ? ou bien le carré fait sur la diagonale de P, plus
ou moins la surface lalérale, ou réciproquement? ou bicn encore la
somme des carrés des qualre diagonales de P, plus cu moins la surlace
telale ? Quelle serail aussi la surface , lieu de tous les points proposés, si
Yon devait avoir 3*+2ry=356? ous'—2zry==~(4? ou enfin, si P devait
loujours ¢re équivalent an cube donné 123 2

Remarquons dailleurs que l¢s coordonnées élant reclapgulaires dans
les deux surfices concentriques

Qryf-drz—2yr==h® ot Sry4-8rs—dyz=k?;
on peut caiculer les Irois axes principaux de chacune et prouver ainsi
que ce sonl deux hyperbolotdes semblables , 4 une nappe. Do plus, si on
les coupe par le plan z=x—y; non-sculemenl les deux seclions sont
semblables, mais de plus Vaire de la projection de la premiére , sur le
plan des 2y , ¢sl équivalente au cercle de rayon A ; d’eir résultent ensuite
les aires des deux seclions.

Remarquons enlin que , dans les surfaces du sccond ordre ayani un
centre , la somme algébrique des inverses des earrés de (rovs diamélres rec-
tangulaires quelcongues est une grandsur constante. On peut méme caleuler
numériquement celte somme dans chacune des surfaces représentées par
la deuble équalion

x'Fy' 82— dxy 4 22— 1y 4+ 16:=65=—81.

Mais il faudra d’abord &crire les ¢quatious aux axes principapx.

1V. Les coordonnées élant rectangulaires , dans les cing sorfaces du
second ordre , soit S le zegment ¢l h sa haufeur , & parlir de Vorigine, 1a
base Claot paralléle 4 'on des plans coordonnés el Vorigine ¢lant au som-
et de 1a sueface, Les plans paralléles 4 la base de S divisent £ en un
nombre infini n de parlies &gales 4 4 , doit h=nu , et ils divisent Sen n
tranches , loutes de méme épaisseur u infiniment pelite ; 1a v i¢me do ces
tranches . & parlir du sommet , n'est donc au fond qu'on cyléndre droit ,
donl Ja mesure est le produit de sa base par u. Cherchanl Jonc la mesure
de cclle base , Q'aprés Péquation de la surface, on avra expression de
la v iéme tranche T de 8 ; dans lagueile faizand successivement v =1, 2,
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3,4,...,n, puis prenanl laz somme cl observant que
rre=in*, s o'=tn?, fad=al, elc.,

on aura Vexpression da volume §, indépendanile de n et de u. Appli-
quons celte méthode aux cing sarfaces , du sccond ordre, rapporlées
4 leurs axes principaox :

1¢ Pour V'ellipscide , 0 V'on change d’abord x en 2—a , ofin de placer
Yorigine, qui ¢tail au cenlre, a Vexirémité négative du grand axe 2a, et
oit & se mesure sur 24 , & parlir de ce sommel, on trouve

a' T=rbelau’v—u’v?) et a?S==beh?® (a—%h).

2° Pour hyperboloide A unc nappe, ou k s¢ trouve sur le demi-axe

imaginaire ¢, a parltir de ellipse de gorge, il vient
& Torable’ut-u'v?) el ¢*S==abhic® +ih%).
3° Pour Vhyperboleide & deux nappes, h élanl le prolongement Ju
demi-axe a réel, on (rouve
a’T=xbe(an’v-4u’v?) el a*S=nabch*{ad-1k).
4 lour le paraboluide elliptique ay®-1-bz* =abx , ot z=h, on a
T==u’v]/{ab) ct § = t=h’})/ (ab}.

8 Enfin, pour le paraboloide hyperboligue ay’ — b:* —abz , ot 1o seg-
meul S est limité par la surface, le plan des y= el le plan z=h, on lrouve
da' T=4u'v*)/(2ad) el 3a’S=ah*y (2ab}).

Observons que si h=c, dans I'hyperholoide & une nappe, el sihi=a,
dans I'byperboloide a deux nappes, il vient chaque fois S=4zabc , c’est-
a dire le volume de Vellipseide , pour Jequel h==2a.

6° On voil que, pour calculer Ic volume du segment S, dans les cing
sutfaces du second ordre, ce qui est parfois nécessaire, il faul dlabord
calculer 1es axes ou les paraméires principaux , comme dans les diférentes
questions sur les licux geomitriques, que nous allons énoncer. Mais
avapt, observons que, les coordonnées e¢lant reclangulaires, dans la
conique y* = 2pz 4 gz, si S disigne le segment de celle courbe , interceplé
par la double ordonnée qgui repond & x=h, el sid est la distance de
Vorigine 4 la droite D, parallele 4 I’axe des y et placée hors du segment ;
le volume engendrd par la révolution de S aulour de D s 4 pour
expression

vol. S=8.2xdt-nh?(p 4 1qh),
le signe -+ ayanl lieu lorsque Varc de S est concave el lo signe — quand
il esl convexe vers D.

Ce théoréme fournit plusicurs conséquences uliles, faciles & privoir.,
Ii cn résulte e moyen de calculer le minimum de l'argent fin employé i la
confeclion d'un vase eylindrique droit, dont Ix paroi doit avoir partout
un millimétre d’épaisseur, tanl pour la base elliplique {ou circulaire) et
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la sucface lalérale, que pour le couvercle, demi-cllipsonde alionge ,
déerit par la demi-base ; le vase devant avoir un litre de capacite inté-
ricure. La base pourrail élre un segment de parabole, lerming par la
double ordennée, l¢ convercle élant le demi-paraboloide de révolu-
tion : cte.

7° En gltnéral , 1o couvercle est une sorle de vorire, dont on sait cal-
culer 1a capacité , d’aprés Je volume de chacun des onglets eylindriques
qui 1a composent. Supposons que la dase de la voile soil un reclansic
donné ded , la hauleur élant désiguée par k : la vuite est done composiu
de qualre onglels cylindriques, de hauleur & commune et de bases cqui-
valentes & cd. Soit O V'un de ces onglets, ayanl pour base direetrice b
demi-segment de la conique y*=2pr + qz?, pour lequel x=h el y=xc :
on lrouve

c-O=dh*pLqh.

Pour la parabole, oir ¢*=2ph el g=0, Ic volume de la voitle esl 2edh
¢l se rédait i {m?, si c==d=hw=aim. Pour I'cilipse, vit ap=b?* et @*g=—1";
sid=a,c=0bct h=a, l¢ volume de la voile devient 3% 6 et se réduil a
sim®y st e=d==h=!m. Oua peul encore examiner le cas de I'byperbole :
el voici maijolenant diérenles preposilions sur les surfaces du second
degré.

V. Les coordonnées ¢tant rectangulaires , I le plan est le Licu de tous
les points lels, que la somme des carrés des dislances de chacun aux
denx points (2,1,1} et (3,—~1,—2) vaul Ia somme des carrés des distances
de ce point aux deux (3,2,1) et (1,1,—1); 2°si la somme des quatre
careés doit valoir 100 ou élre un menimion , le licu cherché esl une sur-
face sphérigque ou son centre.

V1. Si un plan se mecut dans I’espace de felle sorte que deux sphires
fixes interceplent constamment! sur lui deux eercles ¢uaux , ce plan , dans
son mouvemenl , est toujours langent au parabeloide de révolution , dé-
cril par 1a parabole dont l'axc passe par les centres des denx sphéres et
dont le foyer est le milieu de la droile qui joint cos deux centres. Cette
courbe etle-méme touche constamment la droite se mouvant de lelle sorie
que , rencontrant deux grands cercles fixes, dans le plan des zy , cenx-ci
interceptent sur la droite mobile deux cordes égales. EL sil'on cherche i
quetle surface sont Langenls la suile de plons tels, que la somme algtbri-
que des distances de chacun aux m sommels Q' polyddre donné soit la
longucur conslante m fois a, on trouve Ja suclace sphérique , ayant ¢
pour rayon ¢l pour cenlre celui des moyesnes distances des m sommels
proposés.

Sckolie. Ce dernier 1héoréme ¢l con analogue sur un plir sont conse-
quences immédiates de la théorie des cenfres des moycnnes distances . ¢
geometrie. Mais pour démontrer analyliquement ces quslre théorémes , U
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nous suffira de cousidérer le derpier , la méthode é&lant annlo"ue pour
tes trais autres. Soit («',y") le contact de la droite y—y l=np{r—zx' avec
la courbe cherchée ; soical k et k les sommes algdbriques des ordonudées
¢t des abscisses rectangulaires des m sommets du polygone donné daus le
plan des zy : on aura dubord & —my' — nih—mz')=mu/ (L n*). Comme
n esl inconun , on obscryve que, pour la tangenie immédiatement consé-
culive , n se change en n-f-v, v étant infiniment pelit, et que par suile ke
contact {x',y') ne change point ; d’oi résulte la valeur de n, ete. (Vovez
le tome XX des Abnales de Mathématiques , p. 5% el 307).

Vil. Les miticux des cordes , inlerceplées par une surface du sccond
degré , sur toutes les droiles mentes d’un point donué , apparliconeunt a
uue aulre surface du second degré, passant par le point douné. Ainsi ce
peoint ¢tant {2.2,0) et les coordonnices rectangulaires, I’hyperboloide
une nappe x5z —Ary=~18, fournit 'hyperboloide & deux nappes
gy -5 —dry + 20+ 2y=0; Vellipsoide 2r’fy* 23—y =30,
fournit I'ellipsoide semblable 23® + ¥ 42—y~ 100 —82r=0; le aylin-
dre & base clliptique z*+y’-}z°42ry=18, fournit le paraboloide
elliplique 22 + y* 42 2ay—4z—Jy=0; elc.

YIiIl. La surface spherique , de rayon a donué, etant rapportée i ses
axes principaux ; si 'on prolobge extéricurement le s de chaque point,
de 1z longueur conslante p , eu d’unc longucur égale, soit au = soil 4 I'x
cu & I'y du mémne puind; le licu géométrique de tous [es points , ziosi
oblenus , est une sphére égale & la proposée , dans le premier cas, el un
cllipsoide , dans chacun des trofs derniers. Le volume de Vellipsoide est
les rois demies de celut de la sphére, dons le sccond cas ; ltandis que
dans le 3¢ et le 4° cas, il en esl les trois quarts. Et si, a parlir de son
pied , on prolongesilt I'y et le = de chaque point du double de Yz du
méme poinl, on aurait encore un ellipsotde, dont le volume scrail
les 3 quarts de celui de la sphére. {On pourrait d"abord considérer la sur-
face £*f-y'—s*==a’, ete.).

1X. Dans toule surface du second ordre, ayonl un cenlre, le triangle
qui joint les cxtrémilés de trois demi-diamilres reelangulaires quelcon-
ques, est langenl & la surfuce sphérique concentrique, Et si Ax®--By?
—+ C=*=+D designe 1a surface proposte , rapportéc i scs axes principauy ;
en passant du sysieme proposé & un svire , aussi reclangulaire , de méme
origine , le rayon rde la sphére sera donnd par (A + B+Cyr’=D.

Scholie. L.cs mimos calculs prouvent que la somme des carrds inverses
de trois diamétres reclangulaires quelcongues est une grandeur constante.

X. Le licu géometrigne du sommet ¢’un triddre droil meobile , dont tus
arétes touchent conslammeant P"ellipsoide 16z* -j-4y* 421G, est un
aotre ellipsoide , savoir 205§ Ty L5z =84.

C'est ce qu'on demontre en passant da systéme propos¢ @ un aulre,
tussi veclangulaire, d'une autre origine. Oa peut aisément caleuler la
diff¢rence des deux velumes,



164 J.~N. Norr., — Memoirve sur les

Scholic. On démontre de méme que le liew géométrique du sammet
d'un tricdre droit mobile , dont les ariles s’appuient constamment sur f4
circonférence x'4-y* =36, est I'ellipsoide de révolulion :r’-{-y’—l—':!z:
»-06 ; landis que pour I'hyperbole a?y? —43r*=—a®b?, le licu géomi-
irique est a’y?'—b22*J-a*—b*)z*=—a$. On peut avoir a> b, a<h ou
a="0. On peul avssi considérer la parabole y* =2px; el alors on aura le
paraboloiile de révolution. (Annales de Mathémaligues, tome XVIII,
p. 230 et sniv.).

XI. Les angles plans du tri¢dre des coordannées étant chacun de 60,
peut-on calculer le maximum et le minimam du demi-diaméiee 4, Jans
ia surface 'y’ + 27 —2ry—~22:—3yz=24 ¢ Ou Jans cello-ci : £y 4 r=
+Fy:=647

Sckolie. Dans la premiére , on simplilie les caleuls en posant d’v=94%
el 2k(v— 1 '=v 4+ 2; alors on lrouve , pour les axes principaux , 2a=2b
=176 el 2ee=21/ (—48). Ou procéde de méme pour la seconde surface ;
mais le calcul des axes principaux est généralement fort complique ,
lorzque les coordonnées ne sont pas reclangolaires.

XI1. Unpoint (24,0,0) élant denné sur I'axe des x rectangalaires ; si de
ce point on méne 'oblique quelconque L au plan des y= el par le pied (y,2)
de celte oblique , la paralléle d 'axe des x, égale, soitd L, soita L+ ¥
ow d L4y 423 Vextrémité {z,y,z) de celte paraliéle, appartient chaque
fois a I'byperboloisle & deux nappes , dont on sail caleoler les axes prin-
cipaux et le volume d'un segmen! S, de haateor dononie %, sur l'axe
des x, conlenant 'axe réel. Dans le premier cas , I"hyperboloide est de
révolution el 'on froave S=xi*(2a + 1A).

XIII, Par le point (2a,0,0} de Vaxe des x reclangulaires , on méne
I'oblique quelconque L av plan des yz; puis de Porigine , la perpendicu-
Taire P a L, la rencontrant en un peint (x',y',5') d'une surface sphérique ;
cnfin , de ce point , on miéne , & 1'axe des x , la paralldle R égale, soit 4
2a, soild 2', 4y ou & =" : lelicu géométrique delextrémité (x,y,z2) de celte
paratlele est la surface spliérique de rayon ¢, dans le premier cas; Pellip-
sotde de révolulion, dont le volume est double de celui de celte sphere,
dans le second ; elc. Eofin, si du milieu (a,y,3) de L , on méne a I'axe
des x I paralléle jLa-y ou ;13 ou simplement L ; quels seront chaque
fois les (rois axes principaux de la surfxce , licu géométrique de I'exiré-
mité (z,y,2) de celle parailile ? (Sa longuenr pourrait éire {L-+y+=).

XLV, Une perpendiculaire & on plan el un point sur celui-ci Clant
donnés ; quel est le lieu gétomelrigue de tous les poivts tels, que les dis-
tances de chacun , a Ia droite et au poinl donués, soienl ¢gales entre
elles ? {Ici, poar micux veir le genre de la surface cherchée et simplifier
¢n méme temps , il faul prendre la perpendiculaire pour axe des z,le
plan pour cetui des xy el diriger l'axe des = reclangulaires sor le point
donué, qui sera, je suppose, (3,0,0) ; et alors on verra que le licu do-
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mandé est la surface lalérale du eytindre dreit , & base parabolique
2'=10x, et dont le volume, pour =10 et y=12, est 1600).

Scholie. Si 1a sormme des carrds des distances devail valoir un carré
donmé, le lieu géomélrique serait un ellipscide de révolution ; tandis que
ca serail un cylindre paraboligue |, si 306 &tait la difftrence des deux carris
des dislances. Mais si 'une do ces deux distances devail élre double de
I'anire , on avrait va ellipsoide ou un hyperboloide de révolution.

XYV. Quel est le licu géomeétrique de lous 1es poiuts tels, que Ja dis-
tance de chacun & l'axe des x rectangulaires , soit moyenne proportion-
nclle entre la longucur 10 et 'z de cette distance? Quel est le volume
limité par a surface résullantie et te plan x==40? Enfin , quelle est 'aire
de la seclion [aite par le plan 2y 4+ 2:—24+-4=01

XYI. Si ehaque point d'une surface esl tel , que sa distance 4 1'axe
des x reclangulaires , augmentée de 4, soil double de 1'x du pied de celle
dislanco ; quel est le volume numérique, limité par 1a surface , le plan
des y= el le plan =107 Calculer aussi 'aire d’'un segment de la section
faite par le plan 25 —z—3==0.

XVII. Les coordonnées étanl reclangulaires , quel esi le genre de sur-
face représentée par y==20x ? Peut-on calculer le volume limité par la
surface , le plan des y: et le plan =10 ? Peul-on calculer auvssi V'aire de
la section faite par le plan des zy, adire comprise entre la courbe résui-
tante et la paralléle =12 ? Quelle est }a surface x'==2y=z ? ou & =4fy=
“+4a?

XYIIL. Un plan el un point extérienr &ant donnés, quel esl le lieu
gtomélrique de lous les points tels , 17 que la distance de chacun au point
proposé soit égale & la distance au plan ? 2° que In distance au point soit
Jouble de Ja distance au plan ? 3° que 1a distance au plan soil double de 1a
distance 2u point? 4° que la somme des carrés des deux distances soit
tquivalente av carré donné 64 7 5° Infin, que la différence des deux
carrés , prise des devx maniéres, soil équivalente au carré donné 567
Pcot-on chaque fois calculer Vaire d’un segmeal de la section faile par le
plan T—y 4z ?

XIX. 8iVon cherche le lieu géoméirique de tous les poinis tels , que lo
£ de chacun soit 1a hauteur menée de 'angle droil du Iriangle reclangte
variable , dont Phypoténuse, parlant de l'origine des coordonnées rec-
fangulaires, se trouve sur le plan des zy, el dont le cdlé opposé 4 Vori-
gine est conslamment double du cdlé adjacent ; on Irouve le cone asymp -
tole de U'hyperboloide 2?§-y*—3z* =1. On aorait encore un cone asymp-
tole, si Yangle & 'origine ¢tait double de son complément, ou si I'on
protongeait au-deld du sommetl de Vangle droil, le coté double d'une
longueur ¢zale A la sicone ou égale & sa moilid. Mais si le second segmertg
de Vhypolénuse doit valoir conslamment 4, on aura la surface de révolu-

tion 2*=16x"4y*), dont le volume, depuis ==0 jusqus ==10, est
125=,
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Suvrraces angEprIQues. Voici plusicurs proposilions sur la géadration
des surfaces Algébriques , de diff¢érents crdres

[. L'oblique quelconque L au plan des yz ¢lant mende par le  point
{2a.0,0) deTaxe des x rectangulaires; si par ce point , on méne i loblijque
et dans le plan Lz, la perpendiculaire N (parailéle 3 la perpendicolaice
P a L. mente de Vorigine, (z'y',£") ¢lant le pied de P); Pextriémile
(x.y .z} de N appartient & 1a surface sphorique, dont 2a est e vayon , si
N=2a; et si N=g', 'extrémité de N apparlicot, par e changemeat de
x—2aen x, a la surlace du 6™ degre @

(=% 'z’ =4a’2.

C’est une snrface de révolution , autour de 1'axe dos r, décrile par Ia
demi-courbe polaite #* = da’cos‘e; cf c'esl aussi le licu du pied de ta por-
pendiculaire , & chaque rayon 2a de la sphére , abaissée du pied du z de
Yextrémité de ce rayon. Le volume limité est les § cinquicmes de celui
de fa sphére Jde rayon a.

Scholie. On peut aussi catealer I'équation de la surface qui répond aux
hypothises do Nemy ', 3’ ou L, ele.

Il. Si 'on prolonge de 2a ta perpendiculaire P, mende de 1origine ,
sur Veblique quelconque L, au plan des ¥z, lirée da point dunné (2q,0,0,,
les coordonnies Clant reclangulaires; le point (r,y,z), ainsi oblenu,
appartient 4 Ia surlace

(z* 4yt 2’ —2ax ) =4a’(2}-y* 427},

C'est une sarface de révoluiion , autnur de 1"axe des x , décerile par Ja
courlie polaire ra=dacos® {v |, depuis 2= 0 jusqu'a w=180",

Scholic. Si P esl prolongée de z', Pexirémile (x.y.2) de P 4-2' appar-
ticnl 4 la surfaco

(zr-dyr Tty 2ty o’ —Qax) =da' .

C'est encore une gucface de révolution , décrile autour de Vaxe des z
par 1a demi-courbe polaire res2a{cosw--cos’u); et I'on peut caleuler
Vaire limitée par cetle courbe. (On pourrait prolonger P de ', de 2/,
de L, elc. ).

Iil. Observons encore que si da picd da 2 de Vextrémité da P, on
abuisse une perpendiculaire & P le picd (x,y,2) de cette perpendiculiire
appartient a la surface

(¥t 27 Y =%x(x*+y°)

Ylle touche & Vorigine le plan des y= ; elle est coupte , par les plans
des xy el des =z, suivanl une circonférence et suvivant la courbe polaire
r=%acos *» , dont on sail ealculer Vaire; elc.

Scholie. Par le pied de 1’oblique L et dans le plan Lz, sil'on méne, a cefle

oblique , Ja perpendiculaire égale , soit 4 2a, Soita L, a &', ay ouaz';
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on pewl chaque fois calculer Péquation du fieu do Vexteimile de ceile
perpendiculaire.

1V. Si par chaque point {2,557} dc la surfaze sphérigue , donl a est
Je rayon, on ménc la paralltle & 3 'axe des & rectangulaires ; quel sera
le licu géomélrique do Poextrémitsé {z,y,z) de celle paralléle, quand on
supposera b égale d a, & 2/, 4 ¥' ou & =' ? La paralléle étant égale & a ou
i #'; si du pied du = de sop extrémilé on abaisse, sur le rayon a, abou-
tissant en (x',y",2") , une perpeadiculaire ; lo pied (r,y,2) de celle-ci appar-
lient a la surface

(22 -y 222 v’ 2P —ax) =a® (22 4y%),
ou bien a {z+y’+r) =a*(2z -+y®).

V. Calculer lerayon de la surface sphérique , licu des pieds de toules les
perpendiculaires abaissées , de Dorigine des coordounces reclangulaires ,
sur les droiles mendes par le point (2,2,4). De plus, si par le pied
{x'%',z") do chaque rayon , on ménc au plan des xy , la paralléle 8, guel
sera le tieu géomélrique de Vextrémildé {x,4,3) de cetie parailéle telle ,
qu’on ait toujours z'=y ?

Scholie. Les propriétés des plans tangents aux surfaces du sccond
ordre fournissenl plusicurs problémes remarquables, sur la génériation
de certaines surfaces algébriqaes , problémes que nous avons considérds ,
p. 3306 et sviv. da traité de géométric analytique.

V1. La sphére &lant rapporlée & ses axes principaux ; si Fen prolonge
clhiaque rayon a d’une longuecur &gale & F'x' de son extrémité (£, y',3') | lo
lieu géométrique de tous les points (x,¥,z) , ainsi ublenus ,est la surface

(x’-&-y‘-i—:’—-ax)’:a’(x’ +y’+:’)-

C'est 1a surface de révolution , autour de Vaxe des =, décrite par Ia
demi-courbe polaire r=2a cos *lu, ayant le scul axe de syméttrie 2a,
sur 'axe des x. L'aire A, limitée par cetle courhe , peut aisément so
calculer : et Pon peul aussi calculer le yolume limité par la surface pro-
posce , laquelle est semblabdle 4 1a surface , dija considérée plus haut,

Mais observons que la courbe polaire a réellemenl pour {quation
r="hazdacos« ; elle est donc composte de qaatre branches, &gales
enire elles et oppostes deux 4 deux ; et elle esl inscrite dans lo carrd
construit sur fa. {On peut calculer Yaire limitée par les parlies exté-
ricures des quatre branches : ce calcul donne 1=e’-Oa®).

Courpes roLaIRES. Voici diverses courbes remarquables, que Mon
peul représenter par des équations polaires, pour les discuter el pour
calculor plus aistment les aires limitées par ces courbes.

1. Les coordonnées &lant reclangulaires et I'origine au centre, soit
{X,Y) un point quelconque de la circonférence , dont a est le payon : si,
A parlir de l'origine , on porle sur la dreite qui la joint au point (X,Y) .
la longueor X, ou Y, ou X+Y, ou a+X, ou a+Y, ou a—X , ou a-} X

Il 23
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+Y, ova+X~—Y, clc. ; quel est chaque fois lo lieu géomdtrique du
jroint {r,y), ainsi oblepu ?

L'une des courbes cherchées a pour &qualion

@ -+y’) =a'(z+y)' 5
’elt reésulle I'équation polaire
ri=a’{cosndsing)’.

C'est le systéine de quatre eirconférences, ayant chacune {a)”2 pour
riyon, ¢l passaut toutes par le cealre de ba proposte. Mais si on ajoute
feujours entre elles les valeurs absolues de coss et Je sin o, Véquation
poliire représente uniquement la courbe plane eatéricure , composée des
quatre demi-circonlérences égales, s’arrélant i ba circonférence proposce ,
o0 ctles forment quatre poinis de rebrousscinent. La longueur de celle
courbe est donc 2:a42; et quant a Paire limil¢o , il est facile de voir,
soil directement, soil par I'équation polaire , que celfe aire a pour mesuro
na’4 2q’,

Parcillement, en ne considérant que les valeurs absolues de sina et
des cosw , I'équation polaire

r’=a’{cos u—sing)?,
reprisenle la courbe intéricure composée des quatre demi-circonférences
restantes ¢ c’est une sorte de double lemniscale , dont 1'aire a pour me-
sure =za’—%a*.

11. Lescoordonnées &lant reclangulaires el Vorigine au eentre, soit {X,Y})
un poinl quelconque de la circonférence , donl a est le rayon : si, & partir
du cenlre , on porle sur laxe des y successivement chacune des Jou-
gueurs X,Y, X4+Y, X—Y,e+X,a—X,a-4-X+Y,a4X-=Y, elc. ; quel
est chaque fois le lica glomélrique du picd (z,y) de la perpendiculaire
abaisstce, du point ainsi oblenu , sur 1a droite passant par le point (X,Y)
¢t l'origine ?

L'une des courbes cherchées a pour &quation

(= +y*)y =a*y’ {2ty
@*ai1 résulte I’'équation polaire
r’=a’sin’a(cos ©+sin @),

Si donc on a ¢gard seulement aux valeurs absolues de sinw et de cos= ,
la courbe est composte de deux branches &zales, en forme de caur,
oppostes au centre du cercle et do la courbe , ob celle-ci a une double
snflexion. Mais si I'on a égard aux valeurs négalives de cos e, il en résulle

1a double lecmniscate , représcotée par 1'¢qualion polaire proposte.
Unec autre courbe esl représentée par Véqualion polaire

r*==a’sin’v(sina—cos®}*,
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On sait calculer les aires limilées par ces deux courbes remarquables.

111, Sj, a partir du point (X,Y} ci-dessus, on perte sur le prolonge-
inent de 'erdonnée Y , dans un ou Vaulre seus, successivement cha-
cune des longueurs indiguées dans le premier probléme précedent 3 quel
est chagac fois le licu du picd {xr,y) de la perpendiculaire abaissée, du
point ainsi oblenu , sur la droile passant par le point {X,Y) et Vorigine ?

Scholic. Dans les trois problemes ci-dessus, lorigine pourrait clre
Pex(rémité d’un diameétre 2a, suivant lequel axe des & rectangulaires
serail dirigé.

Scrraces roLames. Voici plusicurs surfaces courbes, bien remar-
quables , que I'on peul aussi représenter par des ¢quations polaires ; el
Yon peul aisétment calculer les voluines limités par celles de ces surfaces
engendrées par les révolutions de courbes planes :

Les coordopneées &lant rectlingulaires et Voriging au centre, soit
(X,Y,2) un point quelconque de la surface sphérique , dont ¢ est le rayon :
4° &i, & parlir de l'origiue, on porte sur la dreite qui la juinl au point
(X,Y,Z), successivement les longueurs X,V,Z,X+Y,X—Y,X+Y+Z,
X+Y—Z,a+X,a—Za+X+Y,a+X—Y, a4+ X+Y+Z, elc.; quel est
chaque fois le licu geométrique de lous les points (x,y,3) , aiusi oblenus?

Qs 8i, & parlir de¢ Vorigine , on porte sur 1'axe des = reclangulaires,
succesyivement chacune des longueurs ci-dessus ; quel ¢st chague fois fo
licu geoméirique du picd (x,y,5 ) de la perpendiculaire abaissée , du poiut
ainsi oblenu , sur la droite passant par (X,Y,Z) ct Vorigine ?

5° Si, 4 partir du point (X,Y,Z} on porle sur le prolongemcnt de son
Z , dans'un ou I’aulre sens , successivemenl chacone des Jongucurs indi-
quies (1°); quel est chaque fois le lieu du pied (x,y,s) de la perpendicu-
laire, abaissée du poinl ainsi obtenu, sur la droile passant par (X,Y,Z)
¢l Vorigine ?

Scholic. Dans les trois problémes ci-dessus , Vorigine pourrait ¢lre &
Vextrémité d'un diamétre 2a, suivantl lequel Paxe des 2 reclanguluires
serail dirige.

La discussion de ces surfaces , bien que facile ¢l analogue a celle des
courbes précédentes, demande cependant quelgu’aticnlion pour cn dé-
couvrir les différentes nappes ot la forme de chacune.

Notes sur les méthodes.

Dans ce mémoire el dans les deux précédents, nous avons tiché de
rendra bien sensiblo, par differcotes appliculions , non=sculemeut ta
méthode anelogique , mais surtoul e principe d’analogie directe , lesquels
dominent la scicnce du calenl , anssi bien que la science de Pélendue,

La méthode infimtésimale ne diflere pas de 1a miéthode analogique et
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simplific celle des limites : c’esl par analegie que Pon esl conduil &
regarder toute ligne courbe comme unc ligne brisée, compousée d'uve
infinité de cdtés , infiniment petits. Felle cst, par exemple, la circonfé-
rence; ¢ar , plus esl grand le nombre de sommets du polygone régulier
circonserit au cercle , plus son périmétre a de points communs avec la
circonférence ; plus i) approche de coincider avec celie courbe ; et la
coincidence serait compléle , ¢videmment , si le nombre de sommets était
le plus grand possible. L'analogie conduil donc & regarder le cercle comme
le polygone réqulier du plus grand nombre de sommels, dont le rayon ¢l
Tapothéme sont égaux et dont les propriétés soni , par suite , absolument les
mémes que celles de toul pelygone régulier, 11 en résulle immédiatement
que 1° les circonférences des cercles soni enlre elles commme leurs dia-
métres 3 et partant le rapporl = de la circonference & son diamélre est un
nombre constant el srrationnel ; 2° tous les cercles sont des figures sembla-
bles ; Vaire de c¢hacun ¢tant le produit do nombre = par le carré numdéri-
que de son rayen,

Ces proposilions sont conséquences si immcdiates , si claires el &j
rigourcuses du principe d’analogic direcle , qu’il y a licu de s'¢tonner de
ce que ce mayen de recherche ne soit pas encore généralement adopté
dans les (raités élémentaires de géemétric,, 4 'exclusion de lout aulre,
nécessairement plus compliqué el toujours frés-obscur , fautle de défini-
tions complites,

Croit-on , par hiasard , que les longues ¢l inutiles réductions d Uabsurde,
employées & démonirer ces propositions , puissent apprendre quelque
chose aux ¢léves , qui n’ont pas clairement la notion des grandeurs fcomn-
mensurables entre ctles ¥ Ne faul-il pas d’abord la deéfinition de ces grin-
deurs ¥ Et si Pon posséde celte définition , a quoi bon ta rédoction &
Fabsurde ?

La véritable définition est : deux grandeurs de méme nalure sonl dites
incommensurables cntre clles , lorsgu’clles n'ont d’auire cominune mesure
qu'une quantité infiniment petite &, Jd’un ordre quelconque. Cetle quan-
tilé £ , toujours inconnue , n'en cxisle pas moins cerlainement , puisque
denx grandeurs @ et & , de méme nalure onl foujours un rappor! cxprivas
B¢ vu inexprimable exactement en chiffres ; chose inconlestable el admise
par tout les ghomnélres,

Si 1'on disait que les grandeurs a ¢t & sonl incommensurables, parce
auweller pont absolument aucune mesure commune , il sensuivrail
qu'eiles n'ont absolument aussi aucun rapporl ; ear dés qu'il y a rapport,
ity o awssi mesore commune, assignable , inassignable ou infiniment
petite ; el Pon concuil que ke rapport a:é n'eaistant pas, il est inulile de
s'en ocenper,

On ¢=l done force , pour ére clair el logique, d'admeilre la definilion ci-
desrus des grandours incommensurables 3 ce qui ramene ipévitoblement a
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la méthode infinilésimale , et par conséquent a celles des parties égales,
dans les proportions. Si, en efflet, m el n ¢&lant deux nombres enlicrs,
finis ou infinis , on 3 A=mz el B=nz, d'o0 A ;B=mzinr=m:n; et siYon
démontre ensuile que C=my ¢t D=ny, d'oit C:D=myiny=m:n; on
verra gue A:B=C:D.

Celte méthode des proporlions , trés-simple et tris-claire , est d'ail-
leurs complétement cxacte, bien quon ¥ raisonne sur des communes
mesures inconnues : elle devrail seule figorer en géométrie, si clle
n'thait pas suppléée souvent par le principe d’analogie directe, lout
aussi ¢lair et awssi rigourcux , mais plus simple , en cerlains cas. Gepen-
dant, plusievrs autenrs de géoméirie , rejetant la réduction a V'absurde,
comme inulile et parfaitement incompréhensible, lorsqu'il s"agit de
passer du commensurable a Vincommensurable . dislinguent encore néan-
moins co dernier cas : ils pensent &viter les infinis en prouvanl queles deux
rapports cherehés sont compris tous les deux enlre deux rapporls, no
différant que du nombre 1 sur n, moindre que loul nombre assigné, si
petil qu'il soil; vo gue n est un nombre entier , aussi grand qu'on veol :
ils en concluent que ces devx derniers rapports sonl égaux rigoureuse-
ment, et par suile les deux derniers,

Mais admelire que les deux dernicrs rapperls sonl rigoureusement
égaux , c’est supposer leur différence 1 sur n infiniment petite et consc-
quemmenl nulle, comme elle Pest, en effet, yvis-a-vis des grandcurs
finies : c’est supposer une commune mesure ; c’est répéter , en le compli-
quanl, le raisonnement fait pour usne mesure commune assignable. La
distinction des deax cas , commensuralle el incommensurabile, complique
donc, fort inutilement , les ¢iéments de gsomélrie.

La theorie des paralltles , b V'on veot éviter les ffinis , esl loul aussi
incompréhensible que la réduction & 'absurde, dans le passage du rafinune!
a Yirrationnel ; purce que la définition de "angle, sur laquelle on se base,
ne le fail pas connaltre tel qu'il est en effel , une portion plane infinic.
Aussi celte theorie est-elle-forl compliquée et fort obscure , lorsgu’on
veul se passer du postulatum 0’Euclide , comme dans diverses &ditions de
la geoniéliie de Legendre et nolamment la 127, oir il ne parvienl qu'a
masquer, par de longs raisonnemenlts, les grandeurs indéfinitésimales, Bst-
il possible, par exemple, quo Péléve, mémo le plus intelligent , qui n’a
pas la nolion e ces grandeurs , comprenne la démonstralion, forl com-
pliquée , du Ihéoréme sur les Irois angles do loul triangle rectiligae,
donoée dans celte dernitre édition ? Car celle démonstralion y forl ingé-
nieuse sans doule , n'en suppose pas moins implicitement que tout angle
infinfment petit est comme nul vis-a-vis de Pangle droit ; ce qui esl vrai :
mais elle suppose aussi que les colés d’an angle infiniment pelit coinci-
denl ; ce qui ne saurail étre ; ef ainsi le théoréme n'est réellement pas
démontre = il ze peot Uétre , clairement el complétement , qu'en se fon-
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daut sur la thiorio des paralléles ; clle-méme devant étee basie sur la
nature infinie de I'angle , pour élro simple, claire ef complite.

Considérons I'angle droit D et i’angle aizu A exitricur, situés d’un méme
cité de la droite fixe MN et ayanl deux cdlés opposis sur celle droilo :
si Von fait glisser Pangle droil D sur MN |, de telle sorte que l'un de scs
colés glisse sur un cd1é de A, il est Gvident y d’apris la neotion dJe la ligne
droite , que les second cdiés de A el de D se ecouperont loujours , biea que
leur intersection unique s'éloigue de plus en plus du sommet , d’'abord com-
mun. On est donc ainsi amené au postulatum d'Euclide , savoir que foute
perpendiculaire d un c6té d’'un angle aigu finii toujours par renconirer
Lautre cdté.

Ce postulalum , 3insi amené , me paralt d’une évidence assez complile
¢t je n'hiésilerais pas & le ranger parmi les axiomes, si la nature infinie
da Pangle ne permettait de le démontrer rigourcusement. Cependant des
réomeires du premier ordre, el Legendre en particulier, pour réduire
te plus possible le nombre des axiomes en géomelrie , ont voulu démon-
trer le postulatum ci-dessus ;3 mais ils 0’y ont pas réussi, parce qu'ils
n'ont pas voula non plus considérer cxplicitement les grandeurs infinite-
simatles , récllement inévitables dans la science de Vetendue.

Je terminerai par les observalions, forl judicicuses , que voici (elles
sen{ consignées , tome XX des annales de Matheématiques , p. 288) : « En
examinant avec altention la pluparl des Traités de Geomclrie &lémen-
taire , il semble souvent que leurs autewrs aient pris 4 tAche de rendre,
& dessein , difficile une étude gu'ils auraicnt da s'ciforcer , au contraire,
de meltre a la portée du plus grand nombre, Indé¢pendamment de ces
coniinuclles réduclions 4 l'absurde , dont on pourrail , foul aa plus,
donner un ou deox excrples en noles, par forme d'tchantitlon , et donl
le moindre inconvénient est de fzire perdre lout-i-fail de vue la marche
des jnventeurs , dans Pinvestigation des viérilés inconnues ; combicn
west-il pas d’autres parlies des ¢léments qui pourraient &tre lrailées d’une
manicre beaucoup plus naturelle el en méme temps beaocoup plus sim-
ple? On dit , en faveur de la pralique contraire, qu'elle est plus propre
& divelopper et & exercer I'intelligence ; mais c’osl-14, ce me semble ,
unc errcur manifeste ; et celle pratique ne me parait propre qu'a faire
briller Yadresse des aufcurs qui devraicat , au contr2ire , daus la compo-
sition de leurs ouvrages, s'oublier constamment, pour ne songer qu'a
ceux qu'ils ont dessein d'instruire. Ce qui peul réellement développer et
exercer Uintelligence des ¢léves{ leur faire acquéric Ja science) , ce sonl
des (héorémes el des problemes que, par forme d'exercice , en leur
donpe 4 démontrer et & résoudre (el ajoulons que ¢’est le virifable moyen
de leut inspirer le gott de 1'¢lude ). Leur applicalion i reteanir exacle.
menl des raisonuements et des procédés qu'ils trouvent dans un livre
n'exerce unigquemenl goe Jeur mémoire. Ne vaudrait-il pas beaucoup
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micox , drailleurs, leur présenter simplement ce qoi est simple de sa
nalure , et réserver les forces do leur inlelligence pour beaucoup d'im-
porlantes recherches qu’on ne fait point d'ordinaire figurer daus les ¢le-
menls, el qui néanmoios devraient y trouver place, parce gu’elles sonl ,
pour la pluparl , fondamentales dans la science. »

Le mdme auleur, assignant ta place que la géomélric doil occuper,
dans l'enscignemenl scientifigue moyen , ajoule : « quel peut étre d’ail-
teurs le molif de celle gothique el inconcevable obstination , qui fait pré-
céder, dans les écoles, I'étude de talgébre par celle de la géomelrie?
Oulre que "étude do a géométric exige la connaissance de PArithméli-
quc , que l'on ne posséde parfailement que guand on a appris un peu
d'algébre ; comment ne voil-on pas que Valgdbre n’est qu'une langue ,
un pur instrumenl , qu’i! esl forl inutile d’apprendre a manier, lorsqu’on
posséde déjd les connaissances donl son emploi aurail pu faciliter acqui-
silion ? Qu’on fasse de la géomelrie 4 la mauiére de Monge ct do ses dis-
ciples , sans aucune sorte de calcul; qu'on pousse celle géométrie aussi
loin qu'on le pourra, j’y souscris de {rés-grand coeur; mais qu'en cesso
enfin de nous donner pour géoméirie pure unc géométre lout encombrée
de proportions , de componende ¢l de dividendo , dans lesquels je ne saurais
voir que des ¢qualions cl des ¢liminations, sous un déguisement suranneé. »

Ces observations et d’autres non moins justes, nous les avions failes
nous-mémes , depuis longtemps : elles résument les vues par lesquelles
nous avons ¢lé guidés dans la composilion de nos {raités élémentaires,
ou, par un cheix de méthodes , nous avons voulu laciliter 1"¢lude de la
science , la rendre plus compléte ct épargner aux jeunes éléves, par des
applications propres 4 les inleresser , le découragement qu'ils éprouvent
a l'aspect d'une longue suile de théories dont ils n'apercoivent pas lo
but el donl souvent ils n'ontl quc des idées confuses , fuole de bonnes
definitions,

Les meilleurs ouvrages synthétiques de géomélrie nc sont pas et ne
sauraient élre indépendants des signes et des opérations du calcul ; vu qua
la gtomélrie n'est pas seulement graphique, mais avssi numérigue ,
nécessairement. L'expéricnce prouve d'zilleurs ue Uemploi des pre-
miers principes de 'algebre , lorsqu’il s¢ présente naturelletent en géo-
métrie ; non-seulement facilite Pétude de celle science , mais il compléte
la conviction des tléves , accéléere leurs progrés el les prépare , de la
maniére la plus efficace, avx ¢ludes supéricures. Car ils se familiarisent
ainsi avee Iz langue des sciences physigues el mathémaliques , dont 1a
gtomélric est comme la base. Gn ne doit doac pas se priver du sccours de
Palgébre élémentaire , oit souvent elle est nécessaire , dans le déveleppe-
ment des théorics gometriques.

On dira peut-dtre qu’en agissant ainsi , on fail de 1’algébre et non de
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la géometeie, Mais qu'itnporie , pourvu que les vérilés géomelriques soient
démontrées clairement et simplament ? Si vous refusez lc sccours de I'al-
gtbre , dans les questions de géomélrie oit il faul coinbiner enire elles les
grandeurs numériques , vous serez obligd d’employer, au licu de signes
algébriques , ceux beaucoup plus longs et beaucoup plus compliqués du
langage ordinaire ; cl vous ferez , malgré vous, de Palgébre = seulement
ce sera de Palgebre partée; elle ue différera de [a vérilable que par plas
de longueur , paa moins de clarté et de facilité.






