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INTRODUCTION.
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1.

La physique mathématique est une science de création moderne, elle date du commencement
de ce siécle.

Augustin Fresnel et Fourier ont inauguré Tlapplication de P'analyse et des principes de la
mécanigue rationelle aux phénomenes de la lumidre et de la chaleur; Fresnel en s'appuyant sur un
principe d'une simplicité et d’'une fécondité admirables, principe qui a donné paissance a la théorie
mathématique de Vélasticité, théorie que nous devons 4 Poisson, & Navier, & Cauchy et & Lamé.
De son ebté Fourier créa cette analyse élégante i I'aide de laquelle il détermina le mouvement de

la chaleur dans les corps de figure réguliere. L'analyse de Fourier doit son extension i Poisson, i
Cauchy, & Duhamel et surtout & Lamé qui a étendu la théorie mathématique de la chaleur aux

formes cristallines.

)

Cependant les méthodes suivies par Fresncel et par Fourier sont différentes: Iresnel considére
ja lumiére comme un mouvement vibratoire transversal: Fourier considére la chaleur comme un
fluide qui se trouve en plus ou moins d’abondance dans les milieux pondérables.

Depuis que ces deux grands géométres ont publié leurs immortels travaux, et surtout depuis

que les physiciens modernes ont prouvé que la chaleur aussi bien que la lumidre consistent dans
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des mouvements des atomes pondérables on s'est, dans tous les pays du monde, évertué A trouver
le lien qui unit la théorie inaugurée par Fresnel i celle inaugurée par Fourier.

3.

On s'est demandé, comment il se fait que, par exemple, dans le nombre infini de rayons du
soleil, qui traversent une plaque de verre coloré, certains rayons soient absorbés en pénétrant dans
la surface de la plaque, tandis que d’autres la traversent sans subir de transformation.

Pourquoi les rayons du soleil qui tombent sur un corps opaque, sont éteints dans la surface
de celui-ci et I'échauffent?

Ni les forinules de Fourier ni celles de Fresnel ne rendent compte de ce phénoméne, un des
plus importants de la nature.

Quel est le procédé mécanique que la nature emploie pour transformer la chaleur rayonnante
et une notable partiec de la lumiére en chaleur de conductibilité ?

Et réciproquemsznt par quel procédé mécanique la chaleur de conductibilité se transforme-t-elle
en chaleur rayonnantc et en lumiére? .

Tel est le probléme que je me suis proposé de résoudre dans ce mémoire.

4.

D'aprés Fresnel, lovsqu'une molécule M est déplacée de sa position d'égquilibre, il résulte de
Uaction mutuelle de M ef d'une molicule voisine N une force qui tend & U'y ramener et qui est
dirigée swivant lewr plus courte distance.

A ce principe vient sajouter cet autre: lorsquwune moléeule M tourne autour d'um axe passant
par sen centre de figure, W résulte de Uaction mutuelle de M et d’une molécule voisine N, dont le
centre est situé dans le plan de Uéquatewr de M, une force tangenticlle, qué tend & ramener M
aw repos. In outre M repousse, durant son mouvement, la miolécule N et cetle force est dirigée
susvant lewr plus cowste distance.

Le principe de Fresnel se déduit des phénomeénes qui se produisent lorsqu'un corps solide
parfaitement élastique est étiré. |

Le principe que jajoute a celui de Fresnel se déduit des phénomenes moléculaires qui accom-
pagnent la torsion d'un corps solide parfaitement élastique. Si ce corps est cylindrique, par exemple,
et que la torsion se fait suivant un plan perpendiculaire i T'axe, outre la résistance que Iélasticité
oppose i la torsion, résistance qui est ume force tangentielle, on remarque que le diametre du
cylindre augmente. Ce dernier fait preuve qu’il s’y produit ume répulsion entre les molécules
tordues et que cette répulsion est dirigée perpendiculairement & Taxe de rotation, c’est-a-dire dans
le plan de P'équateur.

5.

De méme quen déduit du principe de Fresnel les équations aux différentielles partielles gqui
régissent les vibrations lumineuses, de méme on déduit du principe, que je viens d'énoncer, les
équations qui régissent le mouvement de la chaleur de conductibilité dans les milieux pondérables.
L'analyse me conduit & ce théoréme important que lo dilatution des corps est proportionnellec @ la
vitesse de rotation des atomes pomdérables. Or la dilatation sert & mesurer la température; d'un
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autre coté la chaleur étant un mouvement moléculaire, j'en comclus que ce mouvement est un
mouvement de rotation des atomes pondérables.

6.

Jai demontré en 1863 que les forces qui font vibrer lumineusement les atomes, provoquent
en méme temps ceux-ci A tourner autour d’eux-mémes. Ces rotations engendrent donc des forces
tangentielles dont Fresnel, qui les ignorait, n’a pas tenu compte. Ce sont ces forces qui, comme je
le prouverai plus bas, produisent la dispersion de la lumiére dans les corps transparents, et
I'absorption des rayons lumineux dans les corps opaques.

Ainsi tout atome qui vibre lwmineusement tourne autour de son centre de figure; ce
mouvement gyratoire est un grand nombre de fois plus rapide que le mouvement vibrateire; il est
périodique, sa périodicité est inverse de celle des vibrations; I'axe instantané de rotation est situé
dans le plan de l'onde et perpendiculaire au rayon vecteur de la trajectoire décrite par I'atome.

7.

Je démontrerai ces propriétés par lanalyse, cependant il est possible de les rendre visibles a
'aide d'une figure.

Soit ox (fig. 1.) la direction de la propagation de la lumiére. Puisque les vibrations lumineuses
sont transversales (Fresnel), les forces qui les produisent sont dirigées perpendiculairement a ox.
Représentons Tintensité et la direction de chaque force, qui agit au méme instant ¢/ sur chacun des
points de la droite ox par les ordonnées de la courbe A B C D E F G..., courbe qui est comme
on sait, une sinusoide. Il est évident que les résultantes de la somme algébrique des forces, telles
que (as bb), qui agissent sur les éléments de l'atome dont le centre est situé en B, formeront un
couple qui tend a faire tourner cet atome de la gauche vers la droite dans le sens de la fléche; il
est encore évident que I'axe instantané de rotation de B est perpendiculaire & la direction ox de la
propagation ct, par suite, située dans le plan de I'onde qui est, comme on sait, perpendiculaire &
ox (Fresnel). On voit que p n'est sollicité que par une série infinie de couples tendant i le faire
tourner de la droite vers la gauche. L’atome F tourne comme B de la gauche vers la droite. La
résultante de toutes les forces paraliéles et dirigées dans le méme sens qui agissent sur T est dirigée
de haut en bas, mais cette résultante ne passe pas par le centre de figure de T; T est donc sollicité
i la fois & se mouvoir de haut en bas et a tourner dans le sens de la fléche.

8.

En continuant cet examen, on verra que le mouvement gyratoire d’un atome qui vibre
lumineusement est périodique, que durant la premiére moitié d'une vibration, la rotation étant
dirigée dans un sens, dans la seconde moitié de la vibration elle sera dirigée en sens contraire; que
la rotation atteint sa vitesse maxima au moment oit le mouvement de translation atteint sa vitesse
minima, c'est-d-dire au moment ol cette vitesse est nulle. Toutes ces propriétés ont été démontrées
rigoureusement par Panalyse et mous trouverons plus bas Toccasion de les reproduire. '



9.

Si, comme l'admettent les physiciens, le volume d'un atome pondérable est im grand mombre
de fois plus considérable que celui d’'un atome d'éther, il sera démontré que la rotation d’un atome
pondérable sera aussi un grand nombre de fois plus rapide que celui @un atome d’éther. Car si le
diametre (ab) de 'atome B était infiniment petit, le levier du couple qui fait tourner B serait
infiniment petit et sa vitesse de rotation nulle. Il résulte de la que les phénoménes produits par le
mouvement de rotation des atomes dans les milieux pondérables, n'ont plus lieu dans I'éther, pourvu
que les atomes inpondérables soient un grand nombre de fois plus petits que les atomes pondérables.

10.

Outre les mouvements de rotation périodiques des atomes, des mouvements non périodiques
peuvent aussi se produire.

1l est facile de faire voir que le mouvement de rotation des atomes suvit identiquement les
mémes lois que celles que suit le mouvement de la chaleur, lois que Fourier a déduites de son
analyse.

Mais avant de nous occuper d'une maniére générale de cette question, proposons-nous de
résoudre un probléme extrémement simple: Une sphére de rayon r et de densité Jd tourne, a I'époque
¢, autour d'un de ses diamétres avec une vitesse e. Une force proportionnelle & cette vitesse ¢ tend
i retarder le mouvement de la sphére; on demande quelles seront les lois qui régiront ce mouvement.

La force d’inertie est

8nrsd de
15 dt’
la foree rétardatrice
— ae,
a étant un coefficient constant; on doit donc avoir
Smyidds
15 .EZ = — &,
ou plus simplement en posant
15a ds
il Al A
dont l'intégrale est
-kt
£ = ce

¢ étant une constante introduite par [Iintégration. Cette derniére expression montre que la
vitesse de rotation ¢ décroit en progression géométrique quand le temps ¢ croit en progression
arithmétique. Ce probléme donne & la vitesse de rotation de la sphere des propriétés que Newton
avait reconnu ¢tre celles de la chaleur.

11.

Théovtme. Dans un corps homogine et d’élasticité constante les atomes sont sphériques.
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Car Taction élastique des atomes est la méme, quelque soit la direction qu'on considére; mais
cela ne peut aveir lien que s la surface de l'atome est la méme dans quelque dirvection qu'on la
considére. Or une seule surface satisfait & cette condition, c’est la surface sphérique.

12. '

Théoréme. Les atomes des milieux cristallins, quelque soit le systéme auxquels ils appartiennent,
sont sphériques.

Car en comprimant un corps homogéne et d’élasticité constante, dont les molécules sont
sphérique, ce corps ainsi comprimé prend les propriétés élastiques d’un corps cristallin. On en
conclut par analogie que les corps cristallins ne difftrent des corps homogénes et d'élasticité
constante qu'en ce que leurs atomes sont plus rapprochés dans une direction que dans une autre,
et par suite que leurs atomes sont sphériques.

13.

En 1865, jai fait voir que la vitesse de rotation des atomes pondérables conduisait aux lois
qui régissent le mouvement de la chaleur, 1° dans les cristaux, 2° dans les corps homogénes et
d’élasticité constante.

La marche que jai suivi, est 4 peu-prés la suivante.

Soit, & I'époque ¢, & la vitesse de rotation d’un atome sphérique M dont les coordonnées du
centre sont (x, y, z); prolongeons le plan de I'équateur de M, et soit ¢/ la vitesse de rotation
d'un atome N situé dans le rayon d'activité des forces moléculaires de M et dont le centre se
trouve dans le plan de l'équateur de M. Soient

z+x, y+v, 242,
les coordounées de N, » la distance qui sépare le cemtre de M de celui de N, r sera uue trés
petite quantité et I'on a
r? = x2 4 Y2 4 22,
les valeurs de x, v, z sont domc aussi des quantités trés petites. Soient («, g, y) les angles que
fait avec les axes des x, y, 2 laxe instantané de rotation de M; e’, 87, y’, ceux que fait avec les
mémes axes des coordonnées, I'axe instantané de N. &, cosa, cos3, cosy ne sont fonction que des
coordonnées z, ¥, z et du temps ¢; on déduira &/, cosa’, cos3’, cosy! de &, cose, cosB, cosy en
changeant dans celles-ci 2, ¥, 2 en x 4-X, y 4 Y, 2+ % et cn développant d’aprés le théoréme de

Taylor. On trouve a'msi
d

,_de . xz &8 % 4 o 0% Lad d?e
(a) .. &—e= + +dz + 3 (d 2 + d,zﬂz -+ dxdyXY+2cl,cc?.exz+ dyd« )
+etc.

deose deose deoswe
|
codr’ ==¢ose-+X o +y a7 +z P -} ete.

co88? =c03f 4 x dcos3 ty dcosﬁ dcosﬁ + etc.
dx dy

cosy' =cosy -+ Xdcosy +v deosy + chosy -+ ete.
dx dy ds
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Or x, v, z étant de trés petites quantités, les termes qui renferment ces quantités, peuvent
dans les expressions de cosa’, cos3’, cosy’ étre négligés sans erreur sensible, en sorte que cose’,
cos8’, cosy’ ne different de coser, cos8, cosy que de quantités insensibles et I'on peut considérer
Paxe instantané de rotation de N comme paralléle & celui de M.

14.

Si donc, & Iépoque ¢, ¢ sarpasse &/, Yaction mutuelle de l'atome M et de l'atome voisin N
consiste & diminuer & et & augmenter &/, durant Pinstant &/ cette action sera proportionnelle a
(¢-¢’) et & une fonction F(7) de la distance » qui sépare le centre M de celui de N, en sorte que
cette force sera exprimée par

(e—e) F(r) -

F(r) ¢tant essentiellement positive. Mais, pendant le méme instant df, la vitesse &€ de M est

diminuée de de, et I'on aura

r —de=(e—¢&")F(r) dt

ou
de
=)

Cela posé la caractéristique = désignant une somme de termes semblables entre-eux relatifs
aux divers atomes N, N, N, . ., situés dans le plan de Dléquateur de M, on aura pour la
somme des actions réciproques de M et des atomes N, N/, NV, . . .

ou en ayant égard au développement (a)

) ... ;—:—ﬁIXF(r) + (—Z—EYF(r)+dzz‘zp(r)+—-—"x’r(r)+ 22Y F(7)+ }'ﬁr(r)-{-
2 2

d? ds
= =
d ay 2XYF(r) + 2 IXZFG) 42 Iydz YZF(7).

15.

F(r) étant toujours positive. Si le corps qu'on considére est homogéne, les atomes N, N7, N7

sont symétriquement disposés autour de M, et Pon doit avoir
IXP(r) = 2v¥(r) =Z7F(r) =0;

car la projection sur les axes des coordonnées de la distance » qui sépare M de N étant x, v, z,
il existera nécessairement un autre atome N’/ % une distance—» de M, pour lequel ces projections
sont —x, —Y, —z; ces deux atomes N et N’ fournissent aux séries 3XF(r), JYF(v), 3z¥(7)
deux termes égaux et de signes contraires qui sc détruisent. On prouve ainsi, que tous les termes
de ces séries, se détruisent deux & deux, et par suite que chacune de ces séries est nulle.



Si done nows posons

x3¥r(r ' 2 & r(r :
2—-2(——) =q? E——2——(Q=b2 ¥ 2( ) =c? ZExXYW(r)=2a? IZXzP(r) =28 ZvzF¥(r)=2y?
I'équation précédente prendra la forme .
de d% a% d?z de a2 d’e

&
—_———f— D, 2 ] 2 9
© - g= TV gat et 2 R
Telle est I'équation aux différentielles partielles qui régit le mouvement de rotation des atomes
dans les corps homogénes symétriques, c'est-A-dire, dans les corps qui affectent la forme cristalline.
Cette équation est identiquement la méme que celle & laquelle est parvenu M. Lamé, lorsque cet
illustre géométre a appliqué la méthode de Fourier & la recherche du mouvement de la chaleur

dans les corps cristallins.

16.

On en conclut que le mouvement de rotation dans les cristaux suit les mémes lois que le
mouvement de la chaleur, et comme la physique expérimentale a mis hors de doute cette vérité
que la chaleur n'est pas un fluide, mais consiste dans un mouvement des atomes, on peut, sans
trop présupposer, admettre que la chaleur consiste dans le mouvement de rotation des atomes. Par
la suite nous prouverons rigoureusement ce théoréme.

17.

Quand le corps qu'on consideére est homogéne et d’'élasticité constante, tous les atomes sont
régulidrement disposés autour de M et dans ce cas il est évident qu'on doit aveir, comme Ia
prouvé Cauchy,

IXF(7) = ZYF(r) = Z2F(r) =0
IXYF(r) = ZIXZF(r) == ZYZ¥(1) = ¢

2x’1r(r) . zvzn(r) . zz’F(r) _k
2 2 - 2 -

et Péquation (d) prend la forme
ds d¥% d’ d%
(d)....a:k W
Cette équation aux différentielles partielles, qui régit le mouvement de rotation des atomes
ddans les corps homogénes et d'élasticité constante, & laquelle je suis parvenu en 1865, a exactement
la méme forme que celle que Fourier a trouvée, en cherchant les lois que suit le mouvement de la
chaleur dans les corps homogénes et d'élasticité constante.

Déja en 1861, Lamé avait entrevu que la chaleur de conductibilité consistait en un mouvement

de -rotation des atomes. Dans ses immortelles le¢ons sur la théorie mathématique de la chaleur
2



(Paris 1861) cet illustre géométre s'exprime (page 96) ainsi: ,Nos cinq premiéres lecons prouvent
»qu'il suffirait Q’entreprendre cc travail pour en déduire des conséquences imprévues, qui rappellent:
»la dynamique, Pélasticité, la lumiére, P'électricité, et qui indiquent en méme temps nettement la
»véritable cause de la chaleur, quand on rapproche lés formules de la lecon précédente, de celles
»qui régissent les rotations des corps.“

On verra plus bas qu'en effet la lumiére et la chaleur sont proches parents.

CHAPITRE |-,

Expressions des forces élastiques de traction, du mouvement de rotation des atomes et des
forces élastiques de torsion dans les milieux homogénes.

18.
Equilibre des atomes.

Soit (x, y, 2) les coordonnées du centre d'un atome sphérique quelconque e faisant partie

d’'un milieu pondérable; x +-x, y-+ Y, #-42 celles du centre d'un atome voisin m’ situé a une
distance extrémement petite » du premier m,

r¥—=x¥fy? 422
Si Pon suppose que, sans tourner sur lui-méme, Patome m soit écarté actuellement de sa
position d’équilibre, i} résulte de l'action mutuelle de m et de m’ une force F(») qui tend a Ty
ramener et qui est dirigée suivant la plus courte distance (Fresnel, voyez paragraphe 4).
I’osons pour abréger

F(r)
= ={(»),
les composantes de cette forceglastique sont
Imxf(r) =0
(D .... 3 Zmyf(r)=o
Smzf(r)=o0

la caractéristique = indiquant la somme des actions qu'exercent sur Patome m les autres
atomes du systéme. '

19.
Composanies des forces {lastiques de traction.

Supposons maintenant, d’aprés Cauchy, que, par une causc quelconque, les atomes aient ¢té
dérangés trés peu de leurs positions d’équilibre et exécutent des mouvements trés petits autour
de ces positions. Soient xz-+&, y-4 1y, 2L les coordonnées variables des centres de latome m
pendant le mouvement; celles du centre de l'atome m’ seront z-§-4x+4+45, y-4n-4v Ay,
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g4 {424 4. La distance variable des centres des atomes m et m’ étant représentée par » | o,
.sera fournie par I'équation

(r+ 0=+ 48+ + M)+ (2 4 A

Les composantes des forces élastiques provoquées par le déplacement du centre de I'atome m
seront & I'époque £, en les désignant par (a, B, ©)

[ A= Emf(r +0) (x + A5)
(@) . ... E 8= Zmf(r +¢) (Y + 47)
6= Zmf(r +¢) (z-+ 49).

Ces composantes représenteraient la totalité des forces élastiques provoquées par le déplacement
de l'atome m, si celuici n’était pas en méme temps sollicité & tourner autour d’'un axe passant par
son centre.

Si nous négligeons, avec Fresnel et les géometres de son Gcole, les quantités petites du
second ordre, cest-d-dire les puissances de ¢ ou de (¥, 7, {) supérieures i Ia premitre, nous
aurons

__XAE - ydn |- zd4¢

’
fr 4+ €)= Fr)+ 1 ()e.
et en ayant égard aux équations (1) les formules (a) deviennent
! a==Zmf(r)dE+ Emfmx(xdf..l_ydn.]-zdg)

b) . ... B=Zmflr) 47 +2mf’(T)Y(‘{d§+Y(]17+de)
c=3mflr) Z{ + Zmf (r)z(xd§_|.. ydn 240,

r

20.

Mowvement de rotafion d’'un atome.

Nous appellerons, dans ce qui va suivre, composantes des forces élastiques de traction, les
trois composantes (A, B, ¢) provoquées par le déplacement du centre de m. Cherchons maintenant
A déterminer le mouvement de rotation provoqué par les composantes (4, B, C).

Remarquons d’abord que les variables (§, 7, {) qui entrent dans les valeurs des (a, B, ¢) ne
peuvent étre fonctions que des (z, y, z) et du temps ¢ Les (a, B, ) ne sont donc elles-mémes
fonctions que des coordonnées (z, ¥, 2) de m et du temps ¢

Soit, & P'époque ¢, c, fig. 2, la position du centre de I'atome sphérique m.

Les coordonnées de ¢ sont » -+ &, y-+7, z-+¢.

Par le point ¢, menons les axes rectangulaires (cx’, cy’, ¢s’) respectivement paralléles aux
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(x, ¥, 2), et soient (z’, y’, z’) les coordonnées courantes d'un point quelconque E de la
sphére =, v son rayon, nous aurons
_xfl_l_y’! +glﬁ

¢ dr’ dy’ dz’ sera I'élément de la masse de m au point E, o étant une constante qui
représente la densité de I'atome.

Cela posé, observons qu'a Pépoque ¢, (a, B, ¢) sont les composantes des forces élastiques de
traction agissant sur le point ¢, centre de la sphere. Puisque les (A, B, C) sont fonction de
(%, ¥, #), ils varient d'un point 3 un autre. Représentons par ’, B’, ¢’ les valeurs qui prennent
les (o, B, ) au point E.

Le rayon t de m étant une trés petite quantité, les coordonnées (z’, y’, 2’) seront aussi trés
petites, et les (a’, B’, c’) s'obtiendront & Tl'aide des (A, B, ) des composantes qui agissent, & Ia
méme époque, sur le point E, en remplacant dans celles-ci (z, y, 2) par (z+4=', g-+y', 2-+2'),
en développant d’aprés le théoréme de Taylor suivant les puissances de (', y’, 2’J, ce qui fournit

da da da
A'=A+d—xx'+a;,y'+-d;a'+ .
ds di
B'—B+a—xw’+-u +3:z’+
J — ! —— ! —_—
¢ "‘C-'_dac:c +dyy +d:z -
Prenons les mowments de ces forces par rapport aux axes des z’, des y’ et des #’ nous

aurons:

Ml gl —cy! ¢i(5 Ty? @I' —(?E,'a'
¢’y B"_Cy_l—dxxy-l_dyy -I—dzy,—l-..

B’x‘-—A’y'-‘-—:Bx'-l-%x"-l—@x’y’+g§w’z’+ ..
L S
=Y =gy
Multiplions les deux membres de chacune de ces équations par ¢ dx' dy’ de’, intégrons e
étendons les limites 4 la sphére toute emtidre, nous aurons pour les moments par rapport aux
(', u’, 2') des forces élastiques qui agissent sur la sphére toute entiére

4nvbe rdc  ds
ﬁc y'—n'z)edx’dy’ df’——T;,_"(E;l—e(-i;)y

A
P ylel—ete.
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4nxde da dC)

| 2P S e ’ [4 $eo

ﬁa g'—c'zNedx'dy’dz 5 \ &

4ntde gdB  da

—_ !’ ’ !/ —

Y ()
Appelons s la vitesse de rotation de m, a I'époque ¢, et

(p. q, ) les composantes de cette vitesse de rotation de #»: respectivement autour des axes des x'

des y’ et des 2', et observons que le moment d’inertie de la sphire m est , NOUS aurons,

15
réductions faites,

@_l c_i_c_ dB)

dt 1 dy—_aé
dg _, ﬂf_d_f),
. 2) ....¢ dt *\dz dx
@_‘ dB dA)
B dt dx_ dy
e=p'+q'+r"

Telles sont les trois équations du mouvement de rotation provoqué par les forces élastigues de
traction. Dés que la nature du milieu qu'on considére, sera donnée, il sera facile de déterminer en
fonction de z, y, ¢ et du temps ¢ la forme des fonctions A, B et ¢ et lgg équations (2) ne
contiendront plus rien d’indéterminé.

Les trois équations prouvent que pour que la rotation de m soit nulle, il faut que I'on ait

do_ds i & do_d
dy dz dz dx’ dz =ay’
d’oit 'on déduit:

da d(A-I—B +c) ds ds d (A+B+C) dc  dc  dc d(A+B-|—G)
+du + dz +dy ta dz dy +dy +dz de
21.

Des forces flastiques de torsion.

Dans ce qui précede, nous avons cherché les expressions des composantes (A, B, ¢) des forces
élastiques qui sont provoquées, & une époque #, dans le milieu que nous considérons lorsque, par
influence d’'une force extérieure, le centre de I'atome sphérique a été deplacé d’ume trés petite
quantité de sa position d’équilibre. En outre, nous avons déterminé l'expression du mouvement de
rotation que ces forces élastiques, ainsi produites, impriment & I'atome sphérique n.

Supposons maintenant que sans déplacer le centre de l'atome m, une force lui imprime
un mouvement de rotation autour d'un de ses diamétres.

Il est hors de doute que si la translation d'un atome est capable de provoquer dans le milieu
pondérable des forces élastiques, sa rotation doit en provoquer également. Car I'équilibre moléculaire
est détruit dans I'mn et dans Pautre cas; en effet, si 'expérience prouve qu'en étirant une bharre
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cylindrique dans le sens de la longueur on éprouve une résistance, elle prouve aussi qu'on éprouve
une résistance en la tordant.

Dans le premier cas, cette résistance est dirigée, eomme Pindique Fresnel dans son principe,
suivant la plus courte distance qui sépare l'atome déplacé de la position qu'il occupait durant
Péquilibre. Dans le cas d’une torsion, il est évident que la résistance est tangentielle a l'atome et
située dans le plan de Péquateur. De plus I'expérience prouve que la torsion de I'atome m provoque
une répulsion de m contre les atomes voisins dont les centres sont situés dans le plan de I'équateur
de m. En effet, quand un cylindre est tordu suivant un plan perpendiculaire & son axe le diamétre
du cylindre augmente.

22. )

Forces Elastiques provoquées par la composante autour de Uaxe des 2’.

Soit donc ¢ (fig. 3) la position du centre de la sphére m; les coordonnées de ‘ce centre
sont (=, y, z).

v Par le point ¢ menons trois axes rectangulaires (cx’, cy’, cz’) respectivement paralléles
aux (z, y, 2).

Nommons, comme dans le paragraphe 18, ¢ la vitesse de rotation de l'atome sphérique m a
l’epoque t; (p, q, ) les composantes de cette vitesse de rotation respectwement autour des axes des
(z', y', 2’); on aura, comme on sait

S=pt gt
A Dépoque #, la force accélératrice agissant sur la molécule s et tendant 3 accélérer son
mouvement de rotation est représentée par
de
dt
et les composantes de cette force autour les axes des (z’, y’, 2’) sont
dp dg dr
dt’ dt’ dt
Nous admettrons que la rotation soit dirigée de la gauche vers la droite.
Proposons-nous d’abord de déterminer Pexpression des forces élastiques provoquées par la

composante de la rotation de m autour de l'axe des z’.
Soit £ le centre d'un atome #m,, situé dans le plan des (x’y’), v la distance CE qui sépare

le centre de m de celui de m,; désignons par (x4-Xx, y-tY, 2-40), les coordonnées du point E,
NOUS aurens

P =x*}72
La. force qui tend a accélérer le. mouvement de rotation de m autour de 2’ est Tit-; soit
-+—— celle qui tend i accélérer la rotation de me,, autour d’une paralléle & 2’ passant par son

centre E.
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dr  d.dy
Si g Surpasse - =+ 5 e Paction mutuelle de »m et de m, conmstera 4 retarder la rotation

de m par une force tangentlelle, gituée dans le plan des (z’y’), et dirigée perpendiculairement &
la plus courte distance ¢k qui sépare les centres des deux atomes. Cette force sera donc dirigée
) . dr dr  ddy
suivant la tangente aB, de a vers B; elle sera proportionnelle i la différence T c—l?+§t_) e
a une fonction Ww(r) de la distance ck==r, fonction qui est essentiellement positive. Cette force

¢lastique aura donc pour expression

d.-dy ‘
TS ().

Il est facile de déterminer les composantes paralléles aux axes des (x’, y’, #’) ou aux axes
des (x, y, 2) de cette force élastique & l'aide des projections X et v de la droite cE., on trouvera:
—YY(r) d-Ay

b

composante parallele & l'axe des x

r dt
s xP() d-Ar
composante parallele i I'axe des y . s
composante paralléle 3 l'axe des # zéro .
23.

Forces provoguées par la composante autour de Uaxe des y'.

En répétant les mémes raisonnements et des constructions semblables & celles du paragraphe
précédent, nous trouverons lexpression des forces élastiques provoquées, & I'époque £, par la
composante du mouvement de rotation de » autour de I'axe des y’.

Soit ¢ (fig. 4) la position du centre de l'atome m dont les coordonnées sont (z, Yy, 2), E
celle du centre d'un atome m, situé dans le plan des (z'z’). Soient (x+x, y+4+0, 2t2) les
coordonnées du point k', r la distance CE’, on a

'=x'42%.

La force élastique tangentielle sera dirigée suivant la droite a’B’, de o’ vers B’, perpendi-
culairement 4 la droite ce’ enfin elle sera située dans le plan des (s’x’) qui est aussi le plan
dans lequel sont situés les équateurs de m et de m,.

La force qui, & I'époque ¢, tend & accélérer le mouvement de rotation de m auntour de Iaxe
des y est ‘2, celle qui tend A accélérer la rotation de s, autour d’une paralléle & y’ passant par

d-A dg d-A
le centre E’ est ———l— dtq’ et si gtg surpasse d(tl dtq I'action mutuelle de m et de m, consiste

d+ A
a retarder la rotation de m; cette force est proportionnelle & la dlﬂ'erence (dq ) et a

une fonction ¥ (r) de r, ¥ (r) étant essentiellement positive. L’expression de cette force est

“d-dg
—p ()=
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et ses composantes paralleles aux (z, y, 2) sont:

z d.4
celle paralléle a l'axe des x t,br(r) dtq’
celle parallele & Vaxe des y zéro, .
' t)d-d .
celle paralléle & 'axe des z -——)S'l;-(—}—-at—g .
24.

Forces provoquées par la composamte autour de Uaxe des x'.

Enfin, la rotation de m autour de I'axe des =’ engendrera des forces élastiques qu'on
déterminera a l'aide de la construction (fig. 5).

C est toujours le centre de m, ¥’ est la position du centre d'un atome ms;, E” est situé dans
le plan des (y’ 2’) 4 une distance ce”—=t de c; les coordonnées de E” sont (X-+0, y+v, 2+412),
et 'on a

tt=v'42%
P est 'expression de la force qui, a I'époque #, accélére le mouvement de rotation de m autour

dt
" dp d'JP
de I'axe des x/; i

et passant par le centre £”. La force élastique tendant a retarder le mouvement de m autour de x’
ap dp  d.Ap
a etz
est dirigée suivant A”p” tangente en 1”7 & l'atome m et par conséquent perpendiculaire & cr'.
L’expression de cette force est

celle qui accélere le mouvement de m, autour d’'un axe paralldle & x/

est proportionnelle i et & unerfonction‘w (r) de r toujours positive. Cette force

d-Ap
— (1) g
et ses composantes sont
celle paralléle & I'axe des x zéro,
celle parallele & axe des y 71,0(1:) —5
T dt
YY(r) d.
celle paralléle & V'axe des 2 wr( ) _dt_g .
25,
Répulsion provoguée par la rotation des atomes. .

Il nous reste & trouver Iaction répulsive que l'atome = qui tourne autour d'un de ses
diametres avec une vitesse de rotation & exerce, comme nous l'avons vu, contre les atomes situés
dans le plan de son équateur.

Congsidérons un atome sm' dont le centre soit situé dans }e plan de I'équateur de m et dont
les coordonnées soient (X, y-+v, #-+2z), et soit »/ la distance. qui sépare le centre de m de
<celui de m’, on aura

rit=x"+ v} 2%
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ds d-(€ -L A¢) - [ . .
La force accélératrice de m est 7 celle de m’ est —— —— ou El?+ 7 ; la force répulsive
era proportionnelle & la différence & — (E4 40 = L o fonction (') de '
sera proportionnelle a ifférence - — (= T Ty e 2 une fonction f(r’) de »',
f(r’) étant essentiellement positive. Cette force répulsive aura pour expression
’ d-Ae_
fr) g
ses composantes paralléles aux (xz, y, 2) sont:
celle paralléle A laxe des L Xfer) dde
y! dt
celle paralléle 3 laxe des y L Yfir) dede
r! dt
celle parallele a laxe des z . . .. .. 2ftr’) M
! dt

La caractéristique § désignant une somme de termes semblables entre eux relatifs aux divers
atomes dont les centres sont intégralement situés soit dans les plans (z'y’, x'2’, y'2'), ou
dans le plan de léquateur de »; or aura pour la somme des composantes des forces élastiques
provoquées par la rotation de =, en posant pour abréger

o D —an

g(r) et f(

. X .Jq' d-dy
composantes paralléles a laxe des x  Szg(vj—— - —qul(t)—a?* +Sxm (r! w7y

A
composantes paralleles & Taxe des y S\cq)(l) —Sug (L) dt -l—SYm(r

composantes paralléles & I'axe des =z S‘((p(l) df —Sxe(r )-———+Szw(r )

26.
Expression des composantes des forces ilastiques de torsion.

Désignons par ¥ les composantes paralieles & Taxe des x des forces élastiques provoquées
par la rotation de sm, par B celles parallies a 'axe des y et par ¢ celles paralléles a l'axe des 2.
Nous appellerons ces composantes, composantes des forces elasthues de torsion; nous aurons

Y =Szg (t) —i— ‘%wp(r) +wa(r’)
58~ngo(r) () —97 (1) —}-Si’w(r

A
€ =Svy (r) (l ’%w(r) +Sz (r' E,
e?=p?t g2+t | 3
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On donnera aux expressions précédentes une forme plus simple et plus facile pour les

dde de dde
applications en observant que r représente la différence entre la force Et——[— 7 qui, & I'époque ¢,

accélere lc mouvement de l'atome ' dont les coordonnées sont (x+4X, y-4Y, 2+42) et la force
de

g qui accélére le mouvement de P'atome m dont les coordonnées du centre sont (z, y, z).

Mais & est une fonction de 2. %, z et de ¢: on obtiendra donc & A¢ en remplagant dans ¢,
z par z-}-X, y par y-+Y, z par z-%, puis en développant d'aprés le théoréme de Taylor, suivant
les puissances de (x, ¥, z). En ndgligeant les puissances supérieures de (X, Y, z) & cbté des premiéres,
on trouvera

4 de de tif
g= x-[-dyy—;-dzz,
d-de d% d% de

&~ dadt* i@t "t et ¥
et & l'aide de cette expression on trouvera sans peine

S ' ‘yj_ﬁs 2an(s! d’e ' dsss )

X (r') & drdt X2m(r )—[—CWSXYW(T )+M Xzos(1'!)
. dds  do d2e d%
5YO"("")"‘ST':-:EFtSXY!I!(?"’)-{-('i""‘!it-S\!zw(’l") +m~ Svzm(r’),

Sz (r! C—l—d—f—- i —8 ' ' QP!
: At drdi Xz (r )+d 7 ‘%wm(r ) +d dtSz w(r!).
Or, si le corps est homogéne on doit avoir
SXYw(r’')=o, Sxzms(r’) =0, Svzo(r')=o:
car, en supposant les atomes symétriquement distribués par rapport aux plans des coordonnées, les
sommes qui contiennent une puissance impaire de x, v ou z sont nulles. On a donc

3 , dde d3e S y
xw(r )—dg dtaz X w(o ),
dfe  d2e
Ny — — Qv '
Syw(r’) T dtd Sy (r’),
, deAs 5
. __._:_.__ 2o (0]
Sza(r') i dde @ (r )
21.
Simplifications.
dA o
La valeur de _d?? telle qu'elle a été définje dans le paragraphe 22, est la différence entre
dr  ddAr dr = dr . s
( 7 dt) .Or P est, comme nous l'avons vu dans le méme paragraphe, la for;e qui accélére
dr
la composante du mouvement de rotation de m autour de Paxe des z/ fig. 3; ( +7iT) est celle

qui accélére le mouvement de rotation de m, autour d’une parallele a l'axe des 2’ passant par le
centre £ de m’, centre qui est situé dans le plan des z’#’.
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L'atome¢ m, a pour ceordommées (z+X, y-+7Y, 2}-0), les coordonnées de l'atome s sont
(z, y, 2). Puisque » est une fonct_ion de (x, y, z) et du temps ¢, on trouvera #-}-Ar en changeant
dans 7, x en z4X, y en y+7Y, # en 2-}o, et en développant d’aprés le théoréme de Taylor

suivant les puissances ascendantes de (X, Y, 2); on aura en négligeant les puissances de x,
y et de z supdrieures 4 la premiére '

dA!;__ ¥ i’f ¢
W axde T dyde
i '
De méme d——tq—}—‘—;l%-q- accélére (paragraphe 23) le mouvement de rotation autour dun axe
parallele & celui des y’ de l'atome m, (fig. 4), tandis que % représente une force qui accélére

la rotation de s autour de y’; les coordonnées de m, sont (z--x, y+4o0, ¢4z), ceux de m
sont (z, y, £) et comme g est fonction de (z, y, &) et de ¢, on aura

q—?K+£

dAq d’_q d%q

it dedt T dedt”
On néglige les puissances supérieures 2 la premiere des quantités trés petites x et 2.
Enfin (paragraphe 24) = dp -|- 2P accélere la rotation autour d'un axe paralléle a l'axe des 2/

d . ,
et passant par le centre de ﬁgure de Patome m,; (fig. 5), ﬁz—; accélere celle de I'atome . L’atome

m, est situé dans le plan des (y’z’) et les coordonndes de son centre sont (x40, y-+73, &%),
celles de m sont (z, ¥, 2), on aura donc en opérant toujours de la méme maniére
d-A d? a2
dt dydt dadt

28.
Lxpressions simplifices des forces Bastiques de torsion.

Si nous observons que toutes les sommes qui contiennent les puissances impaires de x, v ou

de z sont nulles, les expressions du paragraphe précédent se réduiront 3
2r Ay 2

dAr .
SYW(IT) *d”t_ = dydt Sy* 9(1‘)1 SXQ}(L’) Et— - dawdt SX'Q(I?) ’

d-aqg dq dAq  dYq
SX(P(r) dt d dt b ‘( tl‘(r') qu(r)-_d—t‘ :dZdt SZ'?(T)T

% _ &% .
Szep(t) df dzdtﬁz'y(r), Sy tp(r) dt T = Srg(1).
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En ayant égard a ces expressions et & celles trouvées dans le paragraphe 26, les équations (3)
prendront la forme
2

d¥q
A gy S () isﬂ«p(x)er -

)
k]

d*r d's
.._,._ 2 ) 14
@ . B= u_dth q(r)—— Sz q(t)+dydtSY @(r'),

__dpqva d’qsg ‘ d’esi ,
 dydt Y ‘;(r)_dxdt X q(L)+dzdt zo(r!).
2=pitq2ts2
Telles sont, & Pépoque ¢, les équations qui fournissent les composantes (A, B, €) paralleles
aux axes des (z, y, 2) des forces élastiques de torsion dans un corps homogene.

CHAPITRE II.

Expression dea forces élastiques de traction, du mouvement de rotation, et des forces
élastiques de torsion dans les corps homogénes et d’élasticité constante.

29.

Les cxpressions (b) du chapitre précédent, fournissent les valeurs des projections 1, B, ¢ des
forces qui, &4 I'époque #, produisent les petites vibrations de T'atome m; ces expressions ont la forme
élégante que leur a donnée Cauchy. (z, y, 2) sont les coordonnées de la position quwoccupe le
centre de P'atome m lorsqu'il est en repos et c'est autour de cette position d’équilibre que e oscille;
(5, 7, {) sont, & Iépoque ¢, les projections parallélement aux (z, y, 2) de ces petites oscillations
de m. Ces variables (£, 7, {) sont donc fonction de (x, v, 2) et du temps 2.

La molécule voisine m’, lorsqu’elle est en repos, a pour coordonnées (24X, y+Y, z-47);
et les projections parallélement aux (x, y, z) de ses petits déplacements sont, & la méme époque 7,
(5+Af, nt Ay, {4-A0). Enfin » est la distance qui sépare le centre de m de celui de m’ durant
équilibre, et #--¢ est la méme distance qui les sépare aprés le temps 7 pendant le mouvement.
On a donc comme on I'a vu au commencement du précédent chapitre

ri=x24-y? |z,
(r+0)'= (x4 ABY-H (v - A1) 2+AD?,
ou en négligeant les carrés et les puissances supérieures de A¥, Ar, AL,

xAE 4 vAp L zAL
~— r A

(@) . ...

Ainsi ¢ représente la partie variable de la distance, qui a I'époque ¢, sépare le centre de
de celui de m’. D'aprés ce qui précéde, il est évident qu'on obtiendra E4ar, r+ Ay, T+HAL A
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l'aide de &, n, {, en changeant dans cellesci (r, y, 2) en (z-}+x, y--¥, 2-4-2). Développons d’aprés
le théoréme de Taylor suivant les puissances de x, v, z, nous aurons

d§ d§ 23 (d”&' d% d* a2 dst a2E
J§=%x+@y+%z+ F —{—E—;Y —|—dz,z +2d 7 XY+2dxdtxz+2dyd )+etc.

an dn ay
(b) .. JU:—X—l—a-Y-I-d—zZ—}— .
d
JC—d—;X+;i—CY+ 72+

ef par suite

TR

Y 72

X
Or, d’aprés la premiére équation (a) R sont les cosinus des angles que fait la direction

de r avec les axes des (z, y, 2); désignons respectivement ces cosinus par cose, cosf, cosy, la
valeur de ¢ pourra séerire

—

dk dn at d¢
i €08 %e -~ dy c0s®B -+ - Ep cos%y —|—(

g o et (3 o .

. +d)cosﬂ' cosy
[ 2

Le rapport g est la dilatation linéaire au point (2, w, s). Cette dilatation se réduit & gf—:

) i1 T dy b1

si r est paralléle aux z, ou si =0, f= o =g a & si » est parallele aux %, ou si =1y
T dat T T

g—=o, r=1g5 a p si » est paralléle aux z, ou si a== 5 ﬂ:_—?, y=o.
: a
D’aprés ces valeurs, la ligne dx, prise lors de I'état primitif, devient dx ( 1 +EE ) apres

d d
la déformation, dy devient dy (1 + gg) et dz devient dg (1 -+ 3—5)' L'élément primitif dx dy dz

devient alors

—

dxdgdz(1+g—i)(1+%)(1+f—,—§),

ou simplement

. a  dn 4
da:d_/dz(l—l- +d3+77.;)’
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en négligeant les produits des dilatations linéaires; et la dilatation cubique au point (x, y, 2), que
nous désignerons dorénavant par ¢, est'donnée par la formule

3 d’-‘ dn  df
G) - d=gt gt
30.

Ramenons maintenant les seconds membres des expressions (6) du paragraphe 19, qui ont la
forme générale que leur a donnée Cauchy, & ce qu'ils deviennent lorsqu’'on considére un milieu
homogéne et d’élasticité conmstante.

Remplagons dans ces expressions A4&, 47 et 4¢ par les développements (b) du paragraphe
précédent, et observons que dans un corps homogéne et d’élasticité constante, les atomes sont
régulitrement distribués, c'est-a-dire qu'on peut regarder chaque atome comme centre de tout le
systéme et supposer que tous sont placés deux i deux symétriquement par rapport i I'un d’eux, en
un mot, que leur distribution est la méme par rapport aux trois plans des coordonnées. De cette
régularité dans la distribution des atomes résulte comme on sait, que toute série telle que Zmxf(r),
IZmyf(r), Zmzf(r), Emxyflr), Zmxzf(r), ... .. .. et en général toute série qui contient une

puissance impaire de x de Yy ou de z est nulle. En outre, puisque la distribution des atomes est
la méme par rapport aux trois plans, on doit avoir

Imx*f(r) = Emvy2f(r) = Zmzif(r),

4 ! !
m ! zf() 27”, ' ,f(/ EmY'zZ’f“_i‘r—},

=Imyt—— ==

me“f':r) i (r) =m Z4f’—:‘,—2.

Cela étant, les expressions des a, B, ¢ fournies par les équations (¥) du paragraphe 19
prendront, réductions faites, la forme suivante:

d’z"( mx'f(f)+ mX‘f’(r))+d’¥( mY’f(r)+zmx2Y2f’r)

A== g 2 2

de mz’f(r) mx’z’f’(r) dsq mxﬂy’f’(r) at mx*z¥'(r)
T ( 2 da:dy r dodz®

d s mxf(r)  mx™fIE) | dhy mY’f(r) mY“"f '(?)
=g;z(2 +E2— )'i“—(z 5 )

dy?

dz,, mzzf(r} m—Y'Z'f’(r) dﬁs mx’Y’f’(r) d’t _mx z'f’(r)
+ 2 +2 d:cdy r +dydnz r

‘__ji_ii: (zmx’f(r) mxsz*f{(r) dac ( mv'f(r) mm!f' (r))

T dr 2 +2 dc/

dr "‘Z'f(") z”f’(’) d& mx'z'f’(r) dn _mye(r)
:i’?(z 2 )—I dzdz= 7 +dydzz r
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31.
Concevons mnaintenant qu'on fasse tourner les axes des coordonnées de l'angle ¢ autour d'une

parallele a4 Iaxe des z; on aura

X! =Xcosp-}-Ysinp,
et

X" =x"*cos*y - visintp -+ 6X’Y costysin’p -+ 4x3vc0s3ysinp - 4X Y cosgsindp;
or, les sommes qui contiennent des puissances impaires de x ou de y sont nulles, et en outre on

myif' () _mx(r)

doit avoir = Dy AT d’olt résulte
mx"fﬂ(,’.) , 7”‘4 7/ r lYl /] r
35 =(costytsinty) > f( )—l-ﬁsm quos‘y’I 2rf( )
X4f! ] 407
==(cos*¢ }-sin'y)* 3 . f ( )—I— 2sintycost [3£mx ; f(r)_zmxof (T)J :
r ar

mxh}.' 7
Mais la quantité 3 2£( )

axes des coordonnées; on a donc

doit conserver la méme valeur, quelle que soit la direction des

vmx*f "(r) 5 2,m}("\f’f '(r)

2r 2
et ainst
4 [ T2 Py YW
X f'(r)__:a_ SME'Y '(r).
“ 92 1 r
Posons

$ZImx*Ar) =1 EImy*f(r) =L Zmz’Ar) =y,
SMX Y'f! mx'y'f'(r)__ 1 mx'f'(r)

r 23

=h,
les expressions des (A, B, ¢) dw paragraphe precedent deviennent en définitif
d’E\
A= (y+h)(dx,+d ,+dz,+ dm( +dy+dz)
a iy

+i§:)+2hdy(dx dJ+dz)
at d*; &L, L, & )

6) ... B_.(g+h)(

C:(g+h)(clx +#r+dz)+ dz(d:c dy * dz
Il est facile de s'assurer, en ayant égard & I'équation (5), que lés expressions des A. n. C
peuvent encore s’écrire sous la forme suivante
[d. (d: df d- dr; d?‘)
=g+ o0 T (E—T) - dy(dj—— |
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On n2 perdra point de vue que % désigne la dilatation au point (x, y, 2).

32.

Les seconds membres des équations (7) fournissent l'expression des composantes des forces
élastiques de traction, forces qui résultent, a Pépoque ¢, du déplacement du centre de la molécule
m, lorsque le milien qu'on considére est homogéne et d’élasticité constante. Ces expressions sont
bien connues; elles ont ét€ trouvées par Cauchy et par Lamé. Examinons maintenant si ces
forces ne sont pas de nature i faire tourmer Patome m autour de son centre de figure. Si tel est
le cas, si ces forces tendent & faire tourner m, elles provoqueront évidemment des forces élastiques
. tangentielles, qui n’entrent pas dans les équations (7), et auxquelles on devra avoir égard puisqu'elles
sont de nature & modifier le mouvement de .

Dans le paragraphe 20, nous avons vu que les seconds membres dés équations (2) fournissent
a l'aide des (a, B, ¢), des couples qui, & 'époque ¢, agissent sur m, et que p, g, r représentent les
composantes des vitesses de rotation de m. Déterminons maintenant la forme des équations (2)
lorsque le milieu est homogéne et d’élasticité constante.

On déduit des équations (M)

(wr)@@+@+)Lg(K —) 2]

dy dal  dedy'\de  dm
s @ an dEy @ di_@]
~_(g+ )(l_/dz_]-(g—l- )[dxdz<dx dy) dz? (;l?/ dz)

ce qui fournit, réductions faites,
(dc dB) (g+h) dz; dy L& (dé: drz d? dc gzﬂ
dy ds da: dy AR ay dy . dz2 dy
Remarquons d’abord que le terme en % a disparu dans Vexpression précédente, qui est celle
d'un couple qui fait tourner latome sphérique m autour de Paxe des x. Cette remarque est

importante et nous aurons 'occasion d'y revenir plus tard.
Si nous nommons, avec Lamé, potentiel du second ordre de « I'expression

dla  d'a da
& oyt
et si, pour abréger, nous désignons par 4%« le potentiel du second ordre par rapport & a, en sorte
que prendre le #* d'une fonction c'est faire la somme des trois résultats obtenus, en dérivant
successivement cette fonction deux fois par rvapport & z, deux fois par rapport a4 y et deux fois
par rapport & z, on pourra écrire :
d!
A1 — P +l—1;2+ T’ .
et
di di d4 d4 d4 dl
VI T el
4= + dyt dz4+2dx’dy’+ 2dz’dz’+2dy’dz' ’
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nous pourrons, & l'aide de ces notations adoptées par Lamé, écrire comme suit I'équation précédente
I(dc dB)=g+kdz(d§ dq).

I3 T . 9 T

dy ds dy dz
38 P . v i . ] dC dB
Remplagons dans la premitre des équations (2) lexpression de ; E&—d—z) par cette valeur,

nous aurons pour I'équation du mouvement de rotation de m autour d’un axe paraliele 3 I'axe des =
dp g-+h _[df dn
—l e I — — —) )

dat 2 dy ds

@_g-l-hd,(d&’ dC)’

® .. a2 de  dx
@:j+*44@*1§%
dt 2 dz dy

82:p2+q2+1‘2.
La seconde et la troisiéme équation : précédente s'obtiennent & Paide des groupes d'équations
(7) et (2) de la méme maniére qu'on a obtenu la premiére.
Les trois premiéres équations précédentes serviront & déterminer p, ¢, r, et la quatridme
fournira la vitesse de rotation de m. De plus, on sait que les cosinus des angles que fait I'axe
instantané de rotation avec les axes des (%, y, z) sont fournis respectivement par les expressions

r g .

- - -

& & &

en sorte que ce mouvement n’a plus rien d’indéterminé.
Pour que la vitesse de rotation fat nulle, il faudrait que I'on eft:

() & _dy dE_dl  dy_ df,
dy de de dr dz dy
or, nous verrons que quand ces conditions sont remplies le mouvement vibratoire ne saurait plus
étre transversal ou lumineux, mais qu'il pourrait encore étre longitudinal.

| 33.

Si les équations (d) n'ont pas liew, latome me tourne autour d'un de ses diamétres et ce
mouvement provoque des forces -élastiques de torsion qu'il n'est pas permis de négliger, puisque
les forces clastiques de torsion fournissent des composantes paralléles aux axes (r, y, #z). Nous
avons, dans le chapitre précédent, représenté ces composantes par (¥, B, €) et leurs expressions
sont données par le groupe d'équations (4) du paragraphe 28. Or, ces composantes agissent sur
latome 7 de méme et en méme temps que les composantes (A, B, C) en sorte que les composantes
qui agissent sur w, & I'époque ¢, sont:

celles paralléles & I'axe des = A+,
celles paralleles a Taxe des y B+-3B,
celles paralleles & I'axe des 2 v+C,
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et lon doit avoir pour les &quations du mouvement de m,
di&
‘-z-tmé T A _.i..S)I’

din
®... EZ;,_B+§B’

ar
deg © + €,
34.

Cherchons I'expression des (2, B, G) lorsque le corps est homogéne et d’élasticité constante.

Dans ce cas les molécules sont symétriquement distribuées par rapport aux plans des coordonnées
et l'on sait qu'on doit avoir alors

Sz2p(t) = St'¢(r) = Sx*(r) = 242,
Sx®m(r!) =<Svimw(r’) = Sz2w(r’) = k*.

# et & étant des constantes A déterminer par l'expérience pour chaque wmilien en particulier.
Substituons ces valeurs dans les équations (4) du paragraphe 28, nous auroms pour les composantes
paralleles aux (%, y, z) des forces élastiques de torsion qui, & 'époque £, réagissent sur P'atome m,

. d% d’r) . ds
A=23 (dtdz—dtdy + 5 G
dr  dp\ e
’3=2“’(d¢dx_dtdz)+" didy’
_ d?p dﬂq . d’s
6—2§’2(dtd — i) ¥ @

ou en ayant égard aux équations (8)

A=3%g+hn) 4 4 (dE ) d_(d_r)__t—lg)" +k2;:c

dﬂ ds dg dx dy |
d-fdy doydt  dmo d%
(10) ... ¢ B=l+h 4 de( )-'z.r @'—Ii})_ ++ Gy
at dp d.deE dby A%
E=8'(g4+h) 4 Ldy( dz) %(%ﬂﬁ)h IRTial
e =p'+qg*+r2

Substituons dans les équations (9) les valeurs des (a, B, ¢) fournies par le groupe des
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équations (7) du paragraphe 31 et les valewrs (%, B, C) du groupe des équations précédentes,
nous trouverons enfin pour les équations dtt mouvement de I'atome m

F=etgtetnfz - D5 G -a e [GE -2 -5 a5
+Hig
F=eranp ol i T2 L G- Drer [ E -5 -5G @]
a2

1) | +"'dtd;
] z . (dE 5
o —+ g+t >§dy iiy %Z)—%(gg—a;)“”’[gy gj ~%- Zx(g‘z*g—i)]}
d's
+kma
|
s’=p +¢° +r-

L'intégration de ces trois équations doit fournir les propriétés de la chaleur de conductibilité
aussi bien que celles de la chaleur rayonnante et de la lumiére et nous faire connaltre le procédé
mécanique employé par la nature pour transformer la chaleur rayonnante en chaleur de conductibilité
et réciproquement.

Nous terminerons ce chapitre par une observation générale.

Nous avons vu que quand un atome m est déplacé d'une trés petite quantité de sa position
déquilibre, les actions réciproques de m et des atomes voisins consistent 4 repousser cet atome
vers sa position d’équilibre. Or, ces forces provoquent m & tourner autour d’'un de ses diameétres,
ce mouvement engendre & son tour des forces élastiques que nous avons été amenés naturellement 4
déterminer en suivant une voie analogue & celle qu'ont suivie Fresnel et les géométres de son école
pour déterminer les lois du mouvement de la lumitre. Nous sommes arrivés 4 cette conséquence si
importante que le mouvement de rotation engendre des forces €lastiques qui sont de nature a déplacer
le centre de l'atome. Ainsi pas de déplacement tramsversal de m sans qu'en méme temps il n'y ait
rotation, mais aussi pas de rotation sans quen méme temps il n'y ait de déplacement transversal,
et en effet les équations (4) prouvent que les forces élastiques provoquées par la rotation, sont
des composantes (%A, B, €) paralitles aux (x, y, 2) qui nécessairement déplacent le centre de m.

De 13 une connexité entre le mouvement vibratoire de Patome qui produit le rayonnement
dans lequel le temps est un cosinus, et le mouvement calorifique qui n'a rien de périodique,
qui diminue avec le temps sans pouvoir jamais devenir rigoureusement nul et dans lequel le
temps est une cxponentielle négative. Ce sont ces derniéres propriétés auxquelles nous conduira
lintégration des équations (11).
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CHAPITRE I,

Intégration des équations qui régissent les mouvements des atomes dans I'hypothése que
le milleu qu'on considére est parfaitement translucide et diathermane.

35.
Simplification des équations aux différenticlles particlles qui régissent les mowvements des atomes.

Plagons T'origine sur la premiére onde plane qui met en mouvement le premier atome de la
surface du milien pondérable que nous considérons.

Soient (m, m, 1) les cosinus des angles que la normale a cette onde, qui est la direction de
la propagation des vibrations, fait avec les axes des (x, ¥, 2), on aura
(@ ....wm4n =1
Si Ton désigne par P la distance de lorigine i la dernitre onde plane qui vibre, I'équation
du plan de celle-ci sera
P=mx -+ ny + 1z

Soit = la durée d'une vibration, 4 la longueur d'ondulation, V la vitesse de la propagation
des ondes, en sorte qw'on ait

¢)...V=—,

T

a

V est une constante; 4 est susceptible d'une infinité de valeurs, & chaque valeur particulitre
de 4 correspond une valeur de = telle que le rapport de 4 & 7 soit toujours égal a V.

Enfin soient (&, £, 7) les cosinus des angles que fait la direction de la vibration avec les
(x, ¥, 2), on aura

) ....e2 L4y =1
Nous satisferons aux équations (11) du paragraphe 34 en posant

. it m:c+ny—l—lﬁ) . ( t  ma-+nytls
@) ... u—ccos2n'(z_— 7 §=csmn . —T—)’
E==au, n=fu, {=yu.
De ces valeurs on déduit pour I'expression de la dilatation

as dn  df 2n
@) ... 9=t Gt G (maknd L 1)s.

Posons pour simplifier

@ ....maetndtly=—0,

¢ représentera le cosinus de I'angle que fait la direction de la vibration avec celle de la propagation
du mouvement vibratoire.
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Valeur de la vitesse de rolation quand le mouvement est whratoire.

L'expression de la vitesse de rotation s s'obtient a l'aide de la cinquidme équation (11)

P=pttq+r,

et des trois premiéres équations (8) qui fournissent les valeurs de (p, ¢, r).
On déduit des valeurs des (£, 7, {) du paragraphe précédent, en ayant égard & I'équation (a)

les expressions suivantes:

¢ dyp_ 2nm L (a8 dn\_
(.i;.—a-;__—i—s(yn——ﬂl), At (@—"J‘;) “"_—'Fs()'”—ﬁz);
a df 2n _ ds  df g3
zi—z—%=—l"s(al—-7m), 42. (d—z—d—x) =T s(al—ym);
dn df 2m dyp df 8n?t

B dy T —5(fm—an), A7 (ﬁ——@)————“S(fm—aﬂ)

Substituons ces expressions dans les équations (8) et intégrons par rapport & ¢,
! 4n'c h
i G [P

p"" "3

@ . ... q:47;3r (g—;h)(al—ym)u,
2

P 413‘ (92_4—__*7&) (Bm—an)u,

d’od l'on déduit

1 () Onr ey Gy

ou en ayant égard aux équations (a) et (%) du paragraphe précédent
4""(9+") |/1 —(am - fn 410,

&= FE

ou plus simplement en ayant égard a I'équation (d) du paragraphe précédent
dn'r (g+h — o2
@. ... =i

37.
Fquations de condition.

Si, aprés avoir convepablement diftérentié les expressions des &, #, {, < et ¢ des deux
paragraphes précédents, nous les substituons dans les trois premiéres équations du paragraphe 34,
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et &i nous avons égard aux équations (a), (3), (¢), (@) et (¢) du paragraphe 35 nous trouveronms
gans peine les équations de condition suivantes:

Y al
Via=(g-+3hmo+(g+h) [Z'a—l—n‘a-}-m’a——mlr—-m”ﬂ— VE (l’a+ﬂ'a+""a—-'n’a—-mly—-m"ﬂ)]
4rr’mk“ (g -+ h) Vl

3
Yi= @+aﬂnd+@+ ) [m’ﬁ-{- 1231 w38~—n2F—mna—nly— —4———( mfLiag-L n‘ﬂ—n'ﬁﬁma—nly)]
41r’nk’ (g +h V 1 —
4’3’
Vey=(g+3n)lo+(g+h) [n',v+ may - Uy 1ty —nlf—mloe— 7 (n’r+ m' - Uy—1'y—nlf-— mla)]

4rolks (g-+-h uR—
Bty £ A 1—o
= () V
Ces équations peuvent s'écrire plus simplement comme suit si 'on a égard & Véquation (@) du
paragraphe (35),

V= (g 3hmo+ (g +4) :a—.m.—‘”’g' ma] | -2 (0B )1,
1) ... { Vo=(-+ o+ p—no— 257 (1—na] | -i*—’fiﬁ"— L))/ 1=,
V=Gt 30+ (g + B[ y—ia—2F (r—1e]] _EEN ) 1=

38.
Des vibrations longitudinales.
Or o représente le cosinus de langle que fait la direction du. déplacement de: l'atome m, 3
I'époque ¢, avec la direction de la propagation des vibrations. Si nous faisons
=1,

la direction du déplacement de l'atome s sera paralléle 3 la direction de la propagatios; dsns oe
cas on dit que la vibration est longitudinale. Pour o==1 les équations (12) se réduisent &

Via=(g-- 3h)ym-+(g-+h) [a~—m—4T;:§. (a—m)] \
V(g -+ 3W)n + (g 4+ B) [ﬁ-—-»—-i‘f-’;f (—)]-

Vr=(+ Wi+ 4 [r—1— T (=) |
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On observera que le terme provenant de la vitesse de rotation e« & disparu, en sorte que la
vitesse de rotation n'a aucune action sur les vibrations lomgitudinales.

Ajoutons les trois équations précédentes aprés avoir multiplié la premiére par «, la seconde
par § et la troisiéme par y nous aurons, en ayant égard aux équations du paragraphe 35,

Vi=g+3h

Il résulte donc des équations (12) que la vitesse de propagation des vibrations longitudinales
est constante et égale a Vg + 3h. Pour distinguer cette vitesse dans ce qui va suivre désignons
la par £, nous aurons

(13) ...V=0= Vg+3k.

Jusqu'd présent, on ne connait pas les phénomeénes qu'engemdrent les vibrations longitudinales;
cependant nous avons des motifs de eroire que probablement une ou plusieurs forces élastiques
inconnues dans I'état actuel de la science se développent lors du déplacement longitudinal du centre
de Tl'atome m, et que si ces forces étaient connues les vibrations longitudinales conduiraient aux
phénomeénes électriques et peut-étre 4 la véritable cause de l'attraction universelle. Quoiqw'il em
soit, nous considérons cette vitesse £ comme constante tel que cela résulte de nos équations;
d’ailleurs Lamé dans sa théorie de I'élasticité des corps solides et €auchy dans ses exercices d’analyse
et de physique mathématique sont arrivés au méme résultat.

39.

Vibrations transversales. Dispersion de la lumiére.

Posons maintenant

¢—0.

L'angle que fait le déplacement de 'atome m, a I'époque &, avec la direction de la propagation
sera. droit, cClest-a-dire que les vibrations seront dirigées perpendiculairement i la propagation; dans
ce cas on dit que les vibrations sont transversales ou bien que l'atome e vibre lumineusement.
Freanel a prouvé par I'expérience que la lumiére est produite par des vibrations transversales, et ik
résulte des expériences de Melloni et des physiciens modernes que la chaleur rayonnante est, elle
aussi, produite par le méme genre de vibrations. Si nous faisons ¢=o dans les équations (12) nouk
trouverons

Vie—(y +h)a(1-——

4N‘§")_4¥n’k’m gL+h
FE i ( 9 )’
\ Anigt  dnkm ng-h\
vﬂ_@+h)‘3<1“ A )_ A ( 2
4n’§’) 4n°k% g+h)
= )
Observons que le terme en ¢ des Gquations (11) ne disparait pas lorsqu'on fhit o —o. Ajouton

Vir=(g | by 1—
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les équations précédentes aprds les avoir multipliées la premiére par o, la deuxitme par g et la
troisime par y et puisque ¢—am | fn--yl—o0 on aura

4. 7939)
V’=(y+h)(1—”pi'

De cette expression résulte que pour les vibrations transversales, la vitesse de propagation V
n'est plus constante, mais qu'elle varie avec la longueur d’ondulation 4 du rayon qu'on considére.

Si nous posons
(14) . ... w:‘/g+h,

» aura une valeur constante, et puisque ‘/ g - 3h surpasse ‘/g + h on aura

L>w,
et la vitesse de propagation des vibrations transversales aura pour expression

@) ... V=14,

z

mais V étant plus petit que » on en conclut qua plus forte raison la vitesse de propagation V
des vibrations transversales sera moindre que celle des vibrations longitudinales. Nous verrons par
la suite que cette différence est exprimée par un trés grand nombre.

L’équation (15) nous apprend que les ondes transversales, en d’autres termes les ondes lumi-
neuses et calorifiques, sc propageant dams le méme milicu, éprouvent des retards dautant plus
grands que les ondes sont plus courtes. Ce fait conduit & Dexplication rationelle du phénomene de:
la dispersion de la lumiére,

40.

L éther me posséde pas la propriété de disperser la lumidre.

On sait quelles hypothéses ont dd étre faites sur la constitution de I'éther pour expliquer la
dispersion de la lumiére. I résulterait de I’hypothése faite dans ce but par Cauchy, que les différents
rayons lumineux se propageraient avec les vitesses différentes dans I'éther; mais les observations faites
par Arago prouvent le contraire. Parmi ces hypothéses je citerai la suivante: I'éther serait partagé
en concamérations dans les corps pondérables et dans chacune de ces concamérations il serait soumis
a des variations périodiques de demsité. Or, admettre que I'éther acquiert une densité dans ces:
concamérations, c’est supposer que ce fluide impondérable devient pondérable. La théorie de Pélasticité
1&ve toutes ces difficultés. Nous avons vu dans l'introduction que si réellement, comwmc admettent tous
les physiciens, le diamétre d’'un atome d’éther serait trés petit & cdté dc celui d’'un atome pondé-
rable, la vitesse de rotation de I'atome d'éther doit étre nulle.

Or si I'on a e=o, & cause de I'équation ¢*=-p*+ ¢°- »* on doit avoir p =0, g=o0 ¢t r=o.
Mais alors les équations (10) du paragraphe 34 donnent A - o, B=0, €=0 et par suite les
termes en 2’ et en ¢ des équations (11) disparzissent et la vitesse de propagation des ondes trans-
versales se réduit a '

V::w,
ce qui prouve que dans P'éther la vitesse de propagation des ondes transversales est constante et la
méme pour toute espéce de rayon lumineux.
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41.

Indépendance des vibrations longitudinales et des vibrations trassvessales.

En résumé, il résnlte de ee qui précede que, quand une onde plane se propage dans un milien
pondérable homogene et d’élasticité constante, si la vibration qu’elle apporte est paralléle 4 1a
direction de la propagation, én d’autres termes, si la vibration est longitudmale, sa vitesse de
propagation £2 (13) est constante quelle que soit la valemr de 4, c'est-A-dire pour toute espdce d’onde.

Si au covitraire Ponde apporte des vibrations perpendiculaires & la direction de la propagation,
en d’sutres termes, des vibrations transversales appelées aussi vibrations lumineuses, sa vitesse de

U—— e

propagation M‘/l_..""g’ ®(5) et (14) est moindre que celle 2 des vibrations longitudinales et

il sera prouvé que cette différence est égale 4 un trés grand nombre; la vitesse de propagation des
vibrations transversales varie avec 4, et les ondes éprouvent des retards d’autant plus grands que
les longueurs d’ondes sont plus courtes.

De ce que les vibrations longitudinales se propagent avec unme rapidité qui est plus grande
que celle avec laquelle se propagent les vibrations transversales, il résulte qu'au centre méme de
Pébranlement, le déplacement du premier atome se décompose pour chaque direction du déplacement
et fournit une vibration longitudinale et une vibration transversale, lesquelles se séparent immédia-
tement, puisque la premitre se propage plus vite que la seconde. Il résulte de li qu'un atome situé
3 une certaine distance du centre d’ébranlement, a cessé depuis quelque temps de vibrer longitu-
dinalement au moment ou la vibration transversale commence.

Il en résulte aussi que la partic des équations (11) qui régit les vibrations longitudinales et
dont les termes ont pour facteurs (g 3h), carré de la vitesse de propagation de cette espéce de
vibrations, est indépendante de cette partie des équations qui régit les vibrations transversales et
dont les termes ont pour facteurs g--A, carré de o.

42.

Séparation du groupe des équations (11) en deux autres groupes.

En ayant égard aux équations (13) et (14) et aux comsidérdtions précédentes, les trois
premidres équations (11) se partagent chmcune en deux équations différentes; celles qui régissent.
les vibrations longitudinales sont

A% d$
e — 03 .
arr 'Q dz
d®p .d3
(16) .... 7 3y
dC’__ ’(_'12
dt? dz

on sait que ces vibrations se propagent avec une vitesse 2= ‘/g+ 5h;
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et les équations qui régissent les vibrations transversales, qui se propagent avec une vitesse
dont la partie constante est o= '/g+h, sont

ik £ d §
gt_”fzw,{%(j_:_;’i) gy(%_% l.dz( d_x @(g_z_%)]$+k’3%’
- 3
-y a= idwdq ZD dz(j"y"g) W"[dx(%“%) dz(gj ZZ]H
’L‘ I £ ," r £ » R
%.‘%r- | gla—a— Tz a [dy(iy—%)-%(%—%)]}w‘-ia{

Les trois équations (16) me trouvant, dans I'état actuel de la science, aucune application & la
théorie de la lumiére, de la chaleur ou de I'électricité, nous ne nous en occuperons pas davantage.
Ajoutons les trois équations (17),aprés avoir dérivé la premiére par rapport a =z, la seconde par

rapport & y et la troisitme par rapport a4 2, et si nous avons égard & Déquation (5) du para-
graphe 29, nous aurons, réductions faites,

ad _pt (d’e d%  d2
dir — wzﬂiaﬁ
équation qui, intégrée par rapport i ¢, donne
d-9 die  dis
(18). (dx,+ 7T )’

Cette équation prouve que les vibrations transversales sont toujours accompagnées de dilatations
et de contractions, puisque & ne saurait étre nul.

En effet, si  était nul on déduirait de I'équation précédente et de I'équation (g) du paragraphe 36
d*  d¥  d%

e dy’+d L =m?pnd 1=y,
Or, d'aprés I'équation (@) du paragraphe 35 on doit avoir
m?_l_nz_l_ b

done ¢ ne saurait étre nul.
D'un autre c6té  ne peut pas étre nul: En effet, la cinquiéme équation (11) qui est
e=pitq*+r,
prouve que si é==o on devrait avoir
p=0, (=0, r=0;
mais alors les trois équations (8) se réduiraient a
af _dn dz _dl dy_ df

dy @ dz de dw dy
relations qui annuleraient les seconds membres des équations (17), Clest-d-dire, qui annuleraient les
forces élastiques qui produisent les vibrations lumineuses et obscures.
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Les équations (e), (a) et (d) du paragraphe 35 conduisent i I'expression suivante

9=2"C pinon (t ”_""_"l”_;"_y_‘_hl_‘?
T

Cette expression prouve que J est périodique, que sa période a la méme durée que celle
d’une vibration lumineuse dont la longueur d’ondulation est 4. o représente le cosinus de l'angle
que fait le déplacement de I'atome =2 avec la direction de la propagation; si ¢ est positif, ¥ sera
positif dans la premiére moitié de l'onde lumineuse et le milieu &'y dilatera, tandis que dans la
seconde moitié de la méme onde ¥ sera négatif et le milieu y sera contracté; or, il résulte de
I'équation précédente que dans la méme onde la contraction sera égale & la dilatation, en sorte que
I'onde totale ne changera pas de volume. On arriverait & la méme conclusion si o était négatif, par
conséquent le volume du milieu qui vibre lumineusement, reste invariable.

Les équations (g) du paragraphe 36, (a) du paragraphe 35, (14) et (15) du paragraphe 39
donnent

2 3Cw* t mx+ny+lz
) ....8=-— SIF ‘/1 0'2608211( - )

" De cette équation résulte que la .vitesse de rotation e est périodique, sa période est identique
a celle d’une vibration, mais sa valeur absolue est incomparablement plus grande que celle de la
dilatation. Comparons en effet la valeur maxima de & & celle de &, et remplagons V par sa valeur
fournie par Péquation (15), nous trouverons

ek Vi—ot
1‘/1 ’r”ég o

On sait que —i— est de Pordre des grandeurs de la vitesse de propagatlon V; enfin Vi—o®
g

est Ia tangente de I'angle que fait le déplacement de I'atome m avec la direction de la propagation
du mouvement vibratoire, et I'expérience prouve que cet angle est presque droit, puisque les
vibrations lumineuses sont sensiblement transversales. De la résulte que le rapport de & & I est
exprimé par une grandeur de l'ordre du cube d’'un trés grand nombre comparable & celui qui
exprime la vitesse de propagation des vibrations lumineuses et qui d’aprés Foucault est d'environ
298,000,000 de métres par seconde. Cette vitesse de rotation si prodigieuse n'explique-t-elle pas
suffisamment pourquoi la force vive des atomes qui vibrent lumineusement est si intense. Cest, en
effet, la lumiére qui transporte sur la surface de notre globe les forces vives produites sur le soleil
par la chaleur qui s’y dégage, ce sont ces forces vives qui donnent la vie et le mouvement & tout
ce qui nous entoure et qui mettent 4 notre disposition toutes les forces que nous utilisons dans

l'industrie.
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Remplacons maintenant les valeurs de ¥ et de &, convenablement dérivées, dans I'équation (18),
et si nous avons égard A I'équation (a) du paragraphe 35, nous trotiverons

2” Yt ‘/1 -0?
V?l? N
Cette relation nous apprend que le epsinus o de l'angle que fait 1a direction du déplacement
de latome m ave¢ la direction de la propagation du mouvement vibratoire est négatif, par
comsSquent cet angle est obtus. Mais 'expérience prouve que cet angle ne différe pas sepgiblemetit
d’un angle droit puisque les vibrations lumdneuses sont transverssles, il sen suit que I'expression
7%}
W V23
qui, en ayant égard & P'équation (15), peut s'écrire
—

(1 4”2§2))2
A2

doit étre une trés petite fraction; mais pour cela il faut que la fraction -%- soit trés petite, c'est-a-
dire que le coefficient % doit &tre petit & cdté de 4. On sait d’allleurs par Iéquation (15) que % est
trds petit & cOté de 4, car si tel n'était pas le cas, la fraction T-— différerait peu de I'unité et la

vitesse de propagation V ne sermit plus th trés grand nombre comme le prouvent I'expérience et
les observations astronomiques. Ainsi les coefficients & et 8 sont des quantités du méme ordre de
grandeur. On arriverait i la méme conclusion en discutant la nature des séries dont les quantités
o3 et «k représentent les sommes, car ces séries sont de la méme nature.

45.

Nous avons représenté (paragraphe 20) par p la composante de la vitesse de rotation de
latome sphérique m autour d’un axe parallele 4 I'axe des « et passant par le centre de m, par ¢
la composante de la méme vitesse autour d'un axe passant par le centre de m et paralléle & Plaxe
des ¥, enfin par r la composante de cetté vitesse de rotation autour d'un axe paralile & Paxe des
2. Nommons a, b, ¢ les cosinus des angles que fait l'axe instantané de rotation avec des paralléles
aux axes des (r, y, #£), NOUS aurons comme on sait

P

= —y

&

bzg"’

[+]
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ou en ayant égard aux équations () et (f’) du paragraphe 36
0= yn—fl
V/ (n—f)*+ (al—m)*+ (Bm—an)*;

b= al—ym
l/(m—ﬂl)"+ (al—ym)*+ (fm—an)t,
Bm—an

(=
‘/ (rn— B+ (al—ym)® + (Pm— an)?®,

on déduit de ces équations
1°....am+tbetcd=o,

équation qui nous apprend que l'axe instantané de rotation est perpendiculaire i la direction de la
propagation du mouvement vibrataire.
2 ....ac+b88cy=0o,
d'oit résulte que I'axe instantané est aussi perpendiculaire au déplacement de l'atome in.
Ainsi I'axe instantané de rotation d'un atome m est a la fois perpendiculaire i la direction de

la propagation du mouvement vibratoire et au déplacement de I'atome m. Ce théoréme compléte la
détermination de tout ce qui est relatif au mouvement de rotation qnand I'atome vibre lumineusement.

CHAPITRE 1V,

Transformation de la lumitre e des rayons obscurs en chaleur de conductibilité dans la surface
des corps parfaitement opagques ¢t athermanes.

46.

Dans le précédent chapitre, jai déduit des équations aux différentielles partielles (17) du
paragraphe (42) des équations intégrales qui régissent les vibrations transversales (lumineuses) des
atomes et quoique cette intégrale soit plus générale que celles auxquelles soient parvenus jusqu’a
présent les géomdtres, puisquelle comprend la dispersion de la lumiére et le mouvement de rotation
des atomes, mouvement inséparable des vibrations lumineuses, lintégrale i laquelle je suis parvenu
nest qu'une solution particuliere des équations (17).

Avant d'en chercher lintégrale générale, jen déduirai une autre intégrale particuliére, celle
qui comprend la transformation du mouvement vibratoire lumineux en chaleur de conductibilité dans
la surface des corps parfaitement opaques et athermanes. La discussion des équations auxquelles
nous parviendrons facilitera 'étude des équations intégrales plus générales. Ces dernidres comprennent
le cas ou lintensité d’'un rayon lumineux ou obscur, en pénétrant dans un milieu quelconque,
diminue au fur et A mesure qu'il s'y propage, en sorte qu'il soit sensiblement éteint aprés avoir
parcouru une épaisseur plus ou moins considérable.
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41.
Equations intégrales dans le cas dun corps opague.

Le probléme dont nous allons chercher la solution peut étre énoncé comme suit:

Un faisceau de rayons lumineux ou obscurs se propage a travers un milieu parfaitement
diathermane et translucide, il tombe sur la surface d’un corps parfaitement opaque et athermane,
quel sera le mouvement des atomes qu'il provoquera dans une couche plus ou moins épaisse de ce
corps opaque?

Placons l'origine des coordonnées sur le premier atome de la surface du milieu opaque. Cet
atome est mis en mouvement par les rayons lumineux qui, aprés s'étre propagés dans le milieu
translucide, le frappent; les forces qui mettent en mouvement les atomes du milieu opaque ont
donc la méme origine et sont identiques & celles qui ont produit le mouvement vibratoire lumineux
dans le corps translucide. Ces mouvements sont régis par les mémes équations aux différentielles
partielles (17), mais les équations intégrales sont, comme nous venons de le voir dans le précédent
chapitre, périodiques dans le milieu translucide, tandis qu'elles n'ont plus rien de périodique dans le
coIps opaque.

Il suffit donc, pour résoudre la question qui nous occupe de déduire des équations (17) de
nouvelles équations intégrales dans lesquelles le temps n'entre pas dans une des transcendantes
trigonométriques.

Pour satisfaire -aux équations (17) du paragraphe 42 et au probléme tel qu'il est énoncé,
nouUs poserons '

—ak®

___akﬂb‘lt
gg':ae sin(mz +ny-+12),
n=Dbe sin(mz4-ny -+ I2),

(a) . ... _
—ak %
f=ce sim(mzdny+la),
w2 =G

a, b, ¢, my n, [ et & étant des constantes.
Nous en déduirons d'aprds l'équation (5) paragraphe 29,

- —ak®h%
@) ....9=(@m+bdnt+cDe cos(mz+uny4-12).
Déterminons la valeur de & en substituant les valeurs précédentes des &, 5, { dans les
équations (8) du paragraphe 32 et observons que I'on a posé w*=g-%, nous trouverons

dp___ @ ) ok
%_—T(cn bl)e cos(m:c-i—ny-{—[z),
d 22 —ak*h’t
a%z—w;) (a[——cm)e cos(mx+lly+[z):
d.r msb’ —ak’bﬂt

=3 (bm-——an) e oS (mw +ny -+ Iz) ’




intégrons par rapport a ¢,

w2 —ak™%%
p= —;k"( n_b[)e cos (mw-[—ny-{—lz)a
© .... ="';;‘( [——cm) —akﬂzzs(mx-l—nyi-lz)ﬁ
w? —akh%
=3 akg(Bm ) €os (ma: +ny -Hz) .

Substituons ces valeurs dans la quatriéme équation du groupe (8), nous aurons pour la vitesse
de rotation &

—ak )%
@ ...&s&= Z;e 203 (mx—l—ny-]—lz) ‘/(cn—bl)2+(a1—cm)2+(bm-—mt)’.

L’équation () comparée & Péquation précédente fournit
@ .. e=" V (en—bD)? + (al—cm)? + (bm—am)®
2ak*(am +br +cb)
48.

La dilatation est proportionnelle o la vitesse de rotation des atomes.

Si I'on substitue la valeur de & fournie par Péquation (3) et celle de ¢ fournie par Péquation
(d) aprés les avoir convenablement différentides, dans I'équation (18) on trouvera la relation suivante

@ .. w’\/ (cn—bD)® 4 (al—em)® + (bn—an)® _

2ak(nm—+-bn—-cl) o
et I'équation (e) peut s'écrire

—al?h?
(19) . . . s==a%—a(am+tbn-cl)e * 20?9(mx-|—ny-|—fz).

Cette relation si simple est trés importante; elle nous apprend que la dilatation du miliew est
en chacun de ses points proportionnelle a la vitesse de rotation des atomes. Or la dilatation sert &
mesurer la température, donc en mesurant la température du miliew on mesure la vitesse de rotation
de ses atomes. Mais qu'est-ce que la température? C'est d’aprés les physiciens modernes un mouvement
des atomes. Jen conclus que la température est la vitesse de rotation des atomes, car c'est elle qui
produit la dilatation des corps.

L’équation (19) nous apprend encore que quand le temps augmente en progression arithmétique
la vitesse de rotation des atomes aussi bien gue le volume du milien diminuent en progression
géométrique, en d’autres termes, la vitesse de rotation diminue avec le temps sans pouvoir_jamais
devenir rigourcusement nulle. Tel est le caractére distinctif du mouvement de la chaleur.

Si nous substituons la valeur précédente de & dans I'équation (18) nous trouverons

e 2 ) 2
(20). d —-—ak ((le d2e ds)

équation qui est celle & laquelle est parvenu Fourier et qui régit le mouvement de la chaleur de
conductibilité dans les milieux pondérables.
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49.
Equation de condition importante.

Substituons maintenant les valeurs de & u {, fournies par les équations (z) dans les &quations
(17), nous trouverons les trois équatiens de conditions suivantes

ca'kth)t —=w? {—ab’+ m (am +bunt c[) ——3%h2 [—- ah?+m (am+ -} c[)]} +a%ksh m (am+bn+ cI) ,
Bt — '_ B+ am-+ bn- of) —a7p" [—-bb’+ n{om -+ B4 cl)] : + o'k (am+bn+ct) ,
k= { — e+ 1{ am+ bt of)— gy [——-cb!-l- [( am-+ bn —l-‘c[] z + a?s (am+ b +ct).

Multiplions les deux membres de la premigre équation par m, ceux de la seconde par 1, ceux
de la troisi®me par [ et ajoutons les, membres & membres, nous trouverons l'identité

a?kth(mn + bn + o) = ak4h*(am -+ b + cl).
Mais les trois équations de conditions précédentes peuvent étre écrites sous la forme suivante

[ —re{ am 5+t ] {52 1. o — o) =,
[H;' —n (am -+ bn 4 c[)] (a’k‘*l)’ 1wt — wngzbl) =o,

[c[)’——[ (am +bn+ CI):I (a”k“[)‘ + m’-——w'ﬁ'b*) =o.

On satisfait & la fois & ces équations en posant

vl L)
d'olt
) ...d=w ‘/ga_l.

50.
C’Beﬁ'icient de conductibilité.

al* est le coefficient constant de Déquation (20); cest ce coefficient que Fourier appelle
coefficient de conductibilité. L'équation (15)

282
V:MV1—471_L§ ’

telle nous I'avons trouvée dans le chapitre précédent, fournit la vitesse V de propagation d’'un rayon
dont la longueur d'ondulation est 4; dans cette équation @ représente une vitesse plus grande que

A .
V, tandis que 8 est une trds petite fraction moindre que 2 cela résulte évidemment de I'équation
précédente, car si 273 était égal ou surpassait 4 la vitesse V de propagation serait nulle ou
imaginaire. '
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Le coefficient de conductibilité ak3 est fourni par une expression qui a wne certaine analogie
avec celle de la vitesse de propagation V de Déquation précédente. En effet, Péquation (k) peut

, S'écrire .
— 1
!___ a
ar=es]/y T

m3 est le produit d'un trés grand nombre , qui surpasse la vitesse V de propagation, par la
quantité excessivement petite 8 qui est moindre que 4; le produit «3 se réduit ainsi & un nombre
ordinaire. C'est en effet a ce résultat qu'on arrive en faisant le produit VA qui ne peut pas différer
considérablement du produit «3.

Le produit @8 pour les verres trés réfringents, dont on fabrique les lentilles, varie de 5 & 11.

On voit par ce qui précéde que le coefficient de conductibilité n’est pas, comme la vitesse de
propagation V, représenté par un trés grand nombre variant de deux & trois cent millions de métres
par seconde suivant la nature du milieu qu'on considére, mais qu’au contraire «/k?, qui d’ailleurs
varie aussi, comme on sait, d’'un corps 4 un autre, est un nombre d’une grandeur ordinajre. Ce
résultat est conforme a l'expérience; car en plongeant dans un foyer ardent, par cxemple, I'extrémité
d’'une barre de fer d’'un metre de longueur, la température de la barre étant celle de lair ambiant,
on peut tenir 4 la main lautre extrémité pendant un nombre de secondes assez considérable avant
que sa température ne s'éleve sensiblement.

bl.
L’épaisseur de la surface v rorps parfaitement opaque, dans laquelle la lumicre se transforme en
chalewr. st de Uordre des grandewrs des longueurs & ondulation.

Pour que Pexpression précédente qui fournit la valeur des coefficients de conductibilité ak? soit

4. .
réelle il faut que le produit H3 surpasse I'mmité. Or 3 étant moindre que o il faut que b soit un

trés grand nombre de I'ordre des vitesses de propagation. En effet, on doit avoir
2
>1, b>73_> T
Or, la quatritme équation (a) est
hr=m2-} 2412,
. . 4n? _ .
la somme m*-}u*-412 est donc un trés grand nombre qui surpasse TR Désignons par € I'épaisseur
de la couche de la surface du corps opaque dans laquelle se fait la transformation des rayons
lumineux et obscurs en chaleur de conductibilité. Soient (e, e’, ¢”) les projections de € sur les axes
des (z, y, £), nous aurons
(i) ....GE=e"fe/" e,
Immédiatement aprés que la premiére ondulation aura pénétré dans le corps opaque et s’y
sera transformée en chaleur, la température ¢ au point x=o0 y=o0 2=o0 sera
—ak®ir
s=a(am-+ b4 che
7 représentant comme on sait la durée d’'une ondulation, est excessiveinent petit. 6
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Mais la température & devant étre nulle au-deld de I'épaissewr € de Ia surface, on aura &=-o

powr z=¢, y=-¢’, z==¢”, d'oi résulte
cos (me~-ne’ + (e =o;

on déduit de cette relation
nm .
_g‘)
¢ étant un nombre entier et positif quelconque. Mais d’aprés la nature du probleéme les six cons-
tantes (e, ¢/, ¢/) (m, n, ), sont essentiellement positives, on doit donc avoir

me -+ e’ - Lo/ == (gi-l_)

[ o -_)1‘_»~ =( il
me—/{2¢ 12d0um . 5

' -
... >ne’=: 21:'—1)—"— L L
s el 2

( fe/= (2@1;_ 1) g_ [ (2'5”—-1

w

¢! )?’
v, 4/, ¢/ étant des nombres entiers et positifs quelconques.
Substituons ces valeurs dans celle de § nous aurons

W =T (2i“"1)2+(%'“1)2+(w:,_1)2];

e e/

2?:-—1) 7T

I

[}

. ) Qm . ..
et puisque [) est un trés grand nombre qui surpasse T il faut que les (¢, e’, ¢’) et par suite I'épais-

A
seur € soient extrémement petites, moindres que P
De Ia résulte que la tramsformation des rayoms lumincux et obscurs en chalewr de conductibilité

se fait dans une épaisseur de la surface du corps parfaitement opaque et athermame moindre qu'unc
longueur d’ondulation.

52.

Le corps opaque émet des rayons obscurs et lumineux.

Deux séries d'intégrales particuliéres ont été déduites des équations (17), ce sont celles que
nous avons discutées dans le chapitre précédent et qui ne sappliquent que dans le cas ou Ie
milien qu'on considére est parfaitement translucide et diathermane, la seconde série d’intégrales
déduites des mémes équations et dont nous venons de mous occuper ne s'applique qu'aux corps
parfaitement opaques et athermanes; elles nous ont appris que les rayons lumineux et obscurs
pénétrent dans une couche de la surface du corps opaque dont I'épaisseur € est extrémement
petite, moindre qn'une longueur d'ondulation, et dans cette couche si mince ces rayons lumingeux
et obscurs se transforment en chaleur de conductibilité.

Or, que le mouvement s&tomistique ait lieu dans un corps translucide ou dans un corps
opaque, ce sont identiquement les mémes forces dont les expressions entrent dans les équations (17)
qui le produisent.
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Nous avons vu que ces mouvements, par l'effet de I'élasticité, se transmettent du corps trans-
lucide au corps opaque en contact avec le premier. Réciproquement, si une couche extrémement
mince € du corps opaque est échauffée, le mouvement des atomes qui constitue la chaleur de
conductibilité se transmettra aux atomes du corps translucide qui vibreront lumineusement; car la
chaleur de conductibilité dans la couche € de la surface du corps opaque satisfait aux équations (17).
c'est-a-dire que dans cette couche extrémement mince € les atomes sont mis en mouvement par des
forces dont les expressions entrent dans les équations (17), et puisque ce mouvement se communique
par leffet de lélasticité de la matitre aux atomes du corps translucide, il faut qu'a une époque
quelconque ¢ la force vive dont est animé le premier atome de la surface du corps opaque en
contact avec le premier atome du corps translucide soit égale & la force vive de rotation moyenne
durant la vibration, dont ce dernier atome est animé.

23.
Forces vives dues an mouvement de rotation d'un atome du miliew translucide qui vibre
lumineusement.

La moyenne des forces vives dues au mouvement de rotation durant une vibration d’un
atome m est évidemment fournie par I'expression

1
f edt,
1 o

Supposons le mouvement vibratoire parfaitement transversal ce qui suppose ¢-=o et substituons
dans lexpression précédente la valeur de ¢ telle que nous l'avons trouvée paragraphe 36, nous
aurons

1 4 dripic? ¢ nz:c+ny+lz) __ ntrtwic?
A e T A e e Lt ot
Nous avons vu (paragraphes 35 et 39) que

l . [ ——
& 4n*3t
V= 1__._cu‘/l___ s

d’ou
2 —_ 2’_.
v 2 4’1,6' "_:_‘——-————14 .
[0 (1—— VE ) w* (A2— 4n*8%)

Substituons cette valeur de ¢ dans l'expression de la force vive de P'atome translucide qui
vibre lumineusement, nous auroms

e3dt — Artwic?
—f T AT 4nsY)

Posons pour simplifier les écritures

(p) .. ..2n%%?=9p2
p étant une constante, la force vive d’un atome du milien translucide qui vibre sera représentée par
pﬂ

A3(A*—4n3s")



