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CrAPITRE XX

PRODUIT SCALAIRE DE VECTEURS
1. Produit scalaire de deux vecteurs 4, 5 € Do

Calculons &@. &

Do
-
a -

NG
?
Y

Portons un repére (0,1) sur Do. Les extrémités a et b de d et de 5
ont alors des abscisses bien précises.

0
.-
o

Y
Q
—
@D
[]
]
=]

abscisse ¢ = 0,7
abscisse b = 1,9

Le produit de I’abscisse de @ par I’abscisse de b est appelé
produit scalaire des vecteurs d et b.

@ .5 = abscisse « . abscisse b

=0,7x19
= 1,33
En général :
14 1 b 2 Dp1
o~ L g G L e
3 a b

Si a € R est ’abscisse de I’extrémité de d,
b e R celle de Pextrémité de b,

alors @ . b e R est le produit scalaire des vecteurs @ et 5.
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Vd,beDo: @.b = absoisse @ . abscisse b

Le produit scalaire de deux veoteurs € Dy, étant un produit de
deux nombres réels, est un nombre réel.

Le produit scalaire dépend du repére.

Conséquences :
1. VieDyp:6.8=0=2.5
2.6.6=0

2. Produit scalaire de deux vecteurs &, 5ell,

Calculons @. &
b
e - ——
o a

Projetons 5 perpendiculairement sur oa et soit p(5) = 4’ cette
projection. Portons un repére (0, 1) sur oa. Les extrémités a et b’
de 4 et b ont alors des abscisses bien précises.

3

$
md’p

absoisse ¢ = 2,3
abscisse b’ = 0,4
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Le produit de ’abscisse de a par 1’abscisse de b’ est appelé
produit scalaire des vecteurs @ et 5.

@ .b = abscisse a . abscisse b’

=23 X 04
= 0,92
En général :
5
0 1 b’ 1 2 a
$ . e —
o b d

Si @ € R est 1’abscisse de I'extrémité de a,
b’ € R celle de I'extrémité de 5,
b’ la projection de b sur oq,
alors @ . b’ € R est le produit scalaire des vecteurs & et 5.

Va, bellg: d@.b = abscisse a . abscisse b’

b’ étant la projection orthogonale de b sur oa

Le produit scalaire de deux vecteurs € IIo est un nombre réel.
11 dépend du repére sur oa.

3. Vecteurs perpendiculaires

Deux vecteurs @ et b € Il sont perpendiculaires, si oa | 0b.

alb
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Propriété :

Deux vecteurs d et b € Il sont perpendiculaires, si et seulement
si leur produit scalaire est nul.

Va, bellp:d | b <= d.5=0

Démonstration :
1.d1lb=>ad.5=0

card | b = oa | ob, et la projection b’ de b coincide avec o,
Donc @.b=ad.5"=ad.5=0.

b -0
a

2.d.5=0et d£5%b=>0a loboud| b

) donc abscisse b’ = 0
car 0 = d. b = abscisse a . abscisse b’ [ ou 5’ = 0
et @6 donc abscisea £ 0 et oz | ob
oud| b.

Conséquences :
1.6106car6.6=0
2. Vdellp: d1 6 car @a.6=0
3. Vdellop: 61 & car &

Le vecteur zéro est perpendiculaire & tout vecteur de IIq et
réciproquement.
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Exercices

1. Caloulez les produits scalaires suivants :

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 38 4 Da
e e ey SEEEREE. Gamm e o
/ 2 d 3 a F 5
1)d.52)b.a 3)¢.a 4)d.a 5)é.a 6f.a Ts.ad
i.¢ b.&2 @65 d.b é.b _Z.IB' 6.5
i.d b.d @e.d d.2 ¢ ¢ f.2 5.8
¢ b.e e.e d.e é.d f.d s.d
a.f 6.f e f 4.} e.f f.e &.¢
a.a 5.5 e.¢ d.d e.e f.f 5.1
a. 5.8 2.5 d.s é.s f.8 3.6
2.3,5,6,56])0
abscisse ¢ = 3,6
abscisse b = — 2,4
abscisusec:i
12
4
abscisse d = — —
9
Caleulez: 1) d.4 2)b.d 3)¢.a 4)d.a
i.b 5.5 é.b d.b
i.é b.2 é.é d.2
a.d b.d é.d d.d
3. Sur D3, dessinez les vecteurs X, ¥, Z, %, J, @ sachant que:
a.x=12 2.6=—10
d.5=—1 g.5=—16
i.z2=0 @.5=16
Dn
Grman@e—— O @ Derrmsma el -
b F] a
4. Calculez @.d
@ i): —e
Doy
-
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5. Calculez 91 . J2

(4] U1
[ <] e c——
Dm DO].
o 4 agmar od - ot e $ ?
o o !
[ e ) [ ——— ]
() 73

6. Sachant que i est le vecteur unitaire sur Do,

7] m D
> o —
caloulez @. 5
1) @ = b b=—3d
2) d=—6,27m b=—15d
5 . 14
3 T e— e
) a 7r'ri b 25::‘
4).d =53 m b=—1,16a
3 . 2
)d=2-m =5=
) d i b 9&'

7. Caloulez les produits scalaires suivants :

1)da.b 2)6.a 8)¢.3a 4)d.
a.¢ b.2 é.b d

L O
Sy &y
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3..d »e:.l..o
.o .o ,o .o .o

10 MY 10ty 1O
fomtan ity
?Zd?l.é .o

neééé..e

»C é.f..d .0
»d#d..d»d.d

..:a .e.tla *0
»C ‘C E a ¢C

14 ,ez].b 6
,er.er.b

a»a»a»aa

8. Calculez :

TS O e Tt
1S B N S S A

—~~

<+

H.b .c,.a éfg.h
g.ﬂéﬁ»ﬂﬁ.ﬁ.ﬁ.

—

]

55 .c_..a é?l.aih
P P P PP PPN

=«
D 10T Y, s
»a»aaaaaa»aaa»a

Cann )
L]

g

o

™

A

e

=

R

oS

les vecteurs 4@, 5, &, d, &, f, §, h €Ilo sont déterminés par les

9. Dans un systéme d’axes orthonormé d’origine o dans Ilo,
points :

d (1,2, 5)

3

c<—2,—

)

4
b (5
7

a(—5,0)
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e@, — 4) f(—11,—3,4)  g(0,—2,5) h(o, — %)

Calculez les mémes produits scalaires que pour 1’exercice 8.

10. b’ étant la projection orthogonale de b sur oa, calculez . b,
sachant que : ‘
1) abscisse & = 2,36 3) abscisse ¢ = — 3,15
25
abscisse b’ = — 7,2 abscisse b’ = n
2) absci !
abscisse @ = — —
solsse 18
4
bscisse b’ = — —
abscisse 21
11. Calculez 77 . 2
Do
<> - T
6 -
71
o -3 °
12. Vérifiez si Il o, . est un groupe.
13. Le produit scalaire de deux vecteurs, est-il une opération com-
mutative ?
14. On donne : @.5 = 18
b’ projection orthogonale de b sur oa.
On demande : 1) l’abscisse de @, sachant que celle de b’ = 6
2) I’abscisse de b’, sachant que celle de @ = 2.
'15. Dans un systéme d’axes orthonormé d’origine o dans Iy, les

vecteurs d, 5, &, d, &, f € Iy sont déterminés par :

7
a(7r 0) b(4’ 0) 6(4’ - 3) d(4r 5) e (47 5) f(41 - 6,2)
Calculez d.5, d.2, d.d, d.8, a.}‘. Quelle est votre conclusion ?
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16. Quand peut-on dire que @.5 = . &?

17. Sachant que abscisse a = 4, situez tous les points b tels que
be{z|%ecllpet 3.3 =12}

Y

X
— :
a
18. Démontrez que la relation «... | ...» dans ITo est symétrique.
19. Démontrez que : @ | b <> 2d 1 b
d1b < a.16b
dal1b <« 73413

20. Démontrez que & | b=>d@+b)=ad@— b).
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L’ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN

1, Propriétés du produit scalaire

Propriété 1

Le produit d’un vecteur par lui-méme est appelé carré scalaire.
Nous écrivons :

d.d=dz2

6.6=202

1) Nous savons déja que 5.5 = 0.
Par conséquent;, le carré scalaire du vecteur zéro est nal.

2) @#3 > d%=d.d = abscisse a . abscisse & = (abscisse a)? >0.
Par conséquent, le carré scaleire de tout veoteur non nul
est positif.

Propriété II

1) @.(r.b) = d.(la projection de r . 5 sur 4)
=d.(rd")
= abscisse @ . abscisse » . b’
= abscisse @ . r . abscisse b’
== r . (abscisse a . abscisse b’)

=r.(d.5)
=r.(d.b)
r.b

5 }

!

i !

— - S N
0 b r.b’ ?_
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2. (r.d).5 =r.a.(la projection de b sur r . d)
=(r.d).b
= absoisse 7 . @ . abscisse b’
= r . absocisse @ . abscisse b’
= r . (abscisse & . abscisse b’)

=r.(@.5)
=r.(d.5)

b

i

>— — °
3 b a r.d

Done :
Va, bellp,VreR:

r(@.5)=(.a4).b=a.(r.b)

Pour multiplier un produit scalaire par un nombre, il suffit de
multiplier un des vecteurs par ce nombre.

Le produit scalaire est associatif mixte,

Propriété III

Examinons la commutativité du produit scalaire de d et 5.
1. @ ot bellg sont des vecteurs unitaires, soit d=5=1
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d.5=a.b" = abscisse @ . abscisse b’ = 1 . abscisse b’ =
abscisse b’

-

b.d3=05.ad = abscisse b . abscisse ¢’ = 1 . abscisse a’ =
abscisse a'.

Construisez la bissectrice D de 6.

Sp [oa = [Ob
Sp(@) =58
b’ | oaet b’ €oa Sp (b’) = @’ = abscisse @’ = abscisse b’

za' | obeta’ €ob =7'-:>a b=5b.a

. det b sont quelconques

X est le vecteur unitaire sur oz et y = 1 sur ob. Nous avons
done :

Par suite de Il'associativité mixte et puisque %.j = .3,
nous pouvons écrire :

3.b=(.%.6.9
=r.X.8.)
=7r.8.X.)
=8.r.y.%
=38.y.r.%
=(©.7).(r.%)
=b.d

Conclusion :

va, 56[10 a.b=

Le produit scalaire est commutatif.
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Propriété IV
b+ ¢

- —
é i 5: 5: _|_ & i

- Soit @, b, #€Ilo. Construisons 5 + &e1Ilo.
Projetons 5, & et 5 + & sur oa, d’od &, &' et 5’ + &, car la pro-
jection paralléle conserve la somme des vecteurs.
d.(b+ & =4a.(p" + &) = abscisse a . abscisse (b’ + ¢’)
— abscisse @ . (abscisse b’ + abscisse ¢)
= abscisse a . abscisse b’ + abscisse @ . abscisse ¢’
=d.b+a.¢

Done :

Vd, b, éello: d. b+ 8 =a.b+ad.2

Par suite de la commutativité du produit scalaire, nous pouvons
éorire :

Vva, b, eelly: b+ &).d=5b.a+¢.a

Le produit scalaire d’un vecteur par une somme de vecteurs est
égal & la somme des produits scalaires du vecteur par chacun
des termes de la somme.
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La multiplication scalaire distribue la somme des vecteurs.
Remarque :

Par Dapplication simultanée des propriétés II et IV, nous
obtenons :

Va, b éello,Vr,seR: d.(r.6+s.8)=r.3.5+8.d.8

ce que nous énongons en disant :
la, multiplication scalaire est bilinéaire.

L’espace vectoriel euclidien

Puisque: 1) R, ITo, + est un espace vect.riel,

2) le carré scalaire est positif,

3) le produit scalaire est commutatif,

4) le produit scalaire est bilinéaire,
nous disons : R, Iy, 4+ pourvu de la multiplication scalaire,
est un espace vectoriel euclidien.

Norme d’un vecteur

o ; 2 : :

—
| @b |, mesure de [ab], est appelé norme du vecteur ab.
|| = o] = fab| = 4
La norme d’un vecteur est done toujours un nombre réel positif,
soit :
Vo: [p|eR+
Remarque :

Pour g € Do, la valeur absolue de I’abscisse de a indique la norme
de a.

—2 0 + 3
g } o $ $ e
b o a
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|d] = 3
6] = 2
6] = o

Nous savons que 42 = (absoisse a)2 et @ = | 2= |06 [2 = | 0a |2
Le carré scalaire d’un vecteur est égal au carré de sa norme.

Ezxemples : :
o =8 =a2=at =8 =9
|5|=2 = b2 = |5|2=23=4.

Exercices
1, Développez :
1) a.(6—2) ' 4) (@ + B)(@—¥8)
2) (b6—@).a 5) (@ + b)*
3)(@+ 8@+ d) 6) (@ + b) (@ + d)
2. Effectuez :
1)@+ 5).a 8) b.(@a—b—2)
2) @.(@a—b) @+b+3)@—56+29
3)(@—b+¢8.ad 10) (@—b— &) (@ + b)

4)d.@+b+a.@a—>s 1) @+ber+(@—>by3

6)d.@+b)+6.@a—>b) 12)(@+b2r—@—bp

8) d.(d+b)—a.@—>5) 13) (@—bpr+ (@+ by

Na.(@+8)—b.@—8 14) (@—bp—(@+ bp
Que deviennent les résultats, si d | 5?

3. Effectuez :

1) (3% + 25) . 62

2) — 2% . (3% + 2§ — b%)

3) (6% — 3y) (5% + 2y)

4) 2% . (5% — 27) — 37 . (37 — 2%)

5) (6% — j)?
" 6) (3% — 25) (3% + 2y) '

1) 5% . (3% — 2§ + b62) + 25 (— 2% + 5 + 42)

8) (2% + 5y)2 — (3% — 27)2

9) 2% . (37 — 22) + 57 . (2% — b2) — 22 . (39 — %)
10) 3% . (% — 2§ + 82)— by (— 2% + 3§ — b%)

+ 27 (4% — 3% — T2)
Que deviennent les résultats, si X | y?
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4. Sachantqued | 51 &1 d1 &1 f, caloulez :

-

b

Q Oy N A N
mfmmmm

Sy T

.d.b.¢ |

5. A quelles conditions doivent satisfaire @, 5 et & pour que
3d. (25— b5¢) = 01

6. A quelles conditions doivent satisfaire d, 5, & et d pour que
(2@ — 35) (4¢ + 5d) = 0?

7. Démontrez que (4 + b2 = (d— b2 < d 1 b.

8. |
—7-6-5-4-3-2-1 0 1 2 3 45 67 8 9 p

-*-._'._'.-""!—.—.—.—'._.—0—.—.—.—.—.-’
'REEBEBEREEREERERBERE

A. Trouvez les normes de :

1) a 5) k 9) by  13) dm

2) 6) n 100 ke 14) of

3) ) W)k 15 g

4) 8) & 12)jg  16) g

B. Comment appelle-t-on les paires suivantes?

1) d et @ 5) mgq et dg

2) § ot f 6) ad et gd

3) @ et J Nl et el

4) et @ 8) bn et jf

Déterminez la norme de chacun des vecteurs et complétez :
Deux vecteurs ... ont ... norme.

9. Sur Dy, dessinez les vecteurs d, 5, &, d, & tels que :

-

7
d=3 [Bl=7 ld=0 |=58 et =1
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7 -6-5—-4-3-2-10 1 2 8 4 5 68 7 Do
10. Dans un systéme d’axes orthonormé, @€ Il est donné par le
point & (z, y).

1. Démontrez que @2 = 2% 4 y°
2. Calculez &2 pour a(— 3,7)

our o (%)
P 7 6

Y

11. Dans un systéme d’axes orthonormsé, d et b sont donnés par
les points @ (z1, y1) et b (w2, ¥2)-

Y

b (22, Ye)

1. Démontrez que d.5 =z1.%2 + y1. 72
2. Calculez @.5 pour a(5,7) et b(2, 4)
pour a(— 3, 6) et b(— 1, —5)

3. Démontrez : &J_E::,f}:_-__?f

N x2



CHAPITRE XXII
THEOREME DE PYTHAGORE i

. Théordme

Daas le triangle rectangle abe, ot |4 | = 909, nous constatons
que b = +ab
- —
cb? = (c& + ab)?
obt =GB A 2.7h.ab + abt
Mais &_L-;b dono . ab = 0
ot cBt = G + ab?
= [ebfp = [eafs + [abfe
= e = oaf + aaf

b
c A
a B‘ ¢
Si |ob|=A
|ca|=B
lab| =0
on obtient :
A2 = B2 4 (2

Dans un triangle rectangle, le carré de Ihypoténuse est égal & la
somme des carrés des c6tés de I'angle droit.
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2. Réciproque
Az = B2 4 C2 = |a] = 90°

Dans le triangle abc, on 2

b =7 + ab

ot = (@ + aby?
=t 4 2.7 ab + abt
[l = [eafe + 2.2 . ab + Jabp
lcble = |oal2 + 2.5 . ab + |abf?

Mais A2 =B24+ C? ou |cbl2=|ca|2+|ab|2

et done 285 .ab=0

Si, dans un triangle, le carré d’un c6té est égal & la somme des
carrés des deux autres cotés, alors angle opposé au premier
c6té est un angle droit.
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3. Application

Connaissant deux cétés d’un triangle rectangle, le théoréme de
Pythagore permet de calculer le troisiéme.

b
A
C
ask|= B ¢
A2=B4+C <« A=+B:f(C
< B=4/A2_Cz
< C=+A*_Be
Exemples .
1) A= =>A=vB2{ (2

B=12om :>A=’\/]_23—_|_52
C=56cm =>A='\/Im
»A=\/1759
> A=13
A=13cm

2) A=50m > B=vA_
C=14m = B =1/2500 — 196

> B =142304
=> B =48
B=48m

3) A=3256m | = C=+/A2_B2
B=165m | = C=4/3252— 16,

C=1 = C = 1/1056,25 — 272,256
= C=4/784
=> C =28

C=28m
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Exercices

. Dans le triangle abe, | & | = 90°. Calculez le troisidme c6té &

moins de 0,01 prés.

1) A=.. B =37cm C=23cm
2) A=15,36m B=2567Tm C=...
3) A = 642 mm B=.. C = 395 mm

. Dans un triangle rectangle, les c¢dtés de I’angle droit sont

9,25 m et 11,5 m. Calculez ’hypoténuse & moins d'un mm prés.

Un terrain a la forme d’un triangle rectangle. Son hypoténuse
mesure 25 m, un c6té de 'angle droit 20 m. Calculez le troisiéme
coté.

La diagonale d’un rectangle égale 4,12 cm. Un ¢6t6 mesure
2,4 cm. Calculez le deuxi®éme c6té & moins d’un mm prés.

Dans un triangle rectangle, les c6tés de I’angle droit sont entre
eux comme 5 est & 12. Le périmétre mesure 600 m. Calculez les
trois cotés.

16
Dans un triangle rectangle, ’hypoténuse est égale aux 3 d’un
c6té de 'angle droit. Le périmétre mesure 126 m.

Calculez les trois cotés.

. Les cbtés d’un triangle rectangle sont 5 m, 12 m et 13 m. Quelle

est ’hypoténuse ?
Dans un triangle rectangle, ...... est toujours le ...... coté.

. Lesquels des triangles suivants sont rectangles?

1) A=22m B=1Tm C=15m
2) A=25m B=24m C=07m
3)A=\/F)cm B=\/—7_om C=\/§cm
4 A=8mm B=443mm C=4mm

5) A="7Tm B=24Tm C=342nm
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9.

10,

11,

12,

13.

14,

15,

16.

Deux forces égales Fy et F: font entre elles un angle droit.
Sachant que leur résultante R = 338 N, calculez les forces.

F

F.

Une antenne de T.V. de 19 m est montée sur un toit plat au
moyen de cibles. Ceux-ci, fixés 3 3m de I’extrémité de ’antenne,
mesurent 20 m. A quelle distance du pied de I'antenne se
trouvent les attaches des cibles ?

Les o6tés paralléles d’un trapdze isocdle mesurent 21 et 13 em.
Les deux autres c6tés égalent 5 cm. Caloulez I’aire du trapéze et
la longueur d’une diagonale.

Sachant que les diagonales d'un losange ont des longueurs de
42 cm et 56 cm, calculez le c6té.

La base d’un triangle isocdle est représentée par A et les deux
autres c6tés par B. Exprimez l'aire du triangle en fonction de
A et de B.

Le 66té d’un triangle équilatéral est représenté par A. Exprimez
I’aire du triangle en fonction de A.

Démontrez que les pieds des perpendiculaires abaissées d'un
point quelconque de la bissectrice d’un angle sur les c6tés sont
également distants du sommet.

Dans un systéme d’axes orthonormé, calculez la distance d’un
point a (1, y1) & l'origine o.
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N

a(zy,y1)

N

L3

4 1

Appliquez ensuite la formule aux points suivants :
a(—3,4) b(1,2, 0,5) o(—4,—8)

d (7, 24) e(: , — g)

17. Dans un systéme d’axes orthonorms, calculez la distance entre
les deux points a(z1, y1) eb b (x2, ¥2).

Y
a (%1, 1)
T S
b(a:z,y/"

L

| |

! |

|

N L—n)-(-

0 X2 &

Appliquez ensuite la formule trouvée aux points suivants :
1) a(7, — 2) et b(4, —6)
2) ¢(0, 3,6) et d(— 2, 2,4)
3) e(— 17, 15) et f(— 12, 3)
4) g(— 17, 0) et h(8, — 20)
5) i (2V/3, — 7V/13) et j(6 V'3, —34/13)
18. Démontrez que le triangle ayant pour sommets les points
a(7,—2)
b(4,2)
¢ (3, 1) est isocéle,
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19. Démontrez que le triangle ayant pour sommets les points
a(5,1)
b(1,5) |
¢ (83 —24/3),(3 — 2 4/3) est équilatéral. ?

20. Démontrez qu'un trapéze abcd, dans lequel ab [/ cd et ayant
pour sommets les points

e (2’ 6)’ b(2’ - 3): 0(5, 4): d(5: - 1)
est isocéle et que les diagonales sont égales.

21. Démontrez I'inégalité de Cauchy et Swartz :
j2.5]<]a].|5]

22, Démontrez I'inégalité de Minkowski :
la+6|<[a]|+]5]

23. Démontrez que dans un triangle, un c6té est plus petit que la
somme des deux autres, mais plus grand que leur différence.

24. Pouvez-vous construire un triangle ayant pour cotés :
1) A=12cm B=13cm C=27cm
2) A=25cm B=48cm C=12cm
Justifiez votre réponse.

25. La médiane par rapport & un c6té d’un triangle est inférieure &
la demi-somme des deux autres cotés. Démontrez.

26. Démontrez que la somme des médianes d’un triangle est plus
petite que le périmétre.

27. Dans un triangle rectangle, le carré d’un c6té de I'angle droit
est égal au produit de I’hypoténuse et de sa projection sur

I’hypoténuse. Démontrez.

28. Démontrez que dans un triangle rectangle, les carrés des cotés
de l'angle droit sont entre eux comme leurs projections sur
Ihypoténuse.

29. Dans un triangle rectangle, le carré de la hauteur relative &
Phypoténuse est égal au produit des deux segments qu’elle
détermine sur I’hypoténuse. Démontrez.



CeapITRE X XIII

GONIOMETRIE

1. Cercle goniométrique

Soit (@, 5) une base orthonormée dans Il,.

Le cercle de centre o et passant par a et par b, est appelé
cercle goniométrique.

Le rayon du cercle goniométrique est donc égal & 1.

Les axes orthonormés de la base (&, b), divisent le cercle en
4 quadrants I, IT, III, IV.

Pour tout angle orienté dans le cercle goniométrique, [oa est
la demi-droite origine. La demi-droite extrémité coupe le cercle
en un seul point.
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A un angle orienté correspond un seul point du cercle.

abc = a abd = B abe = v adf = 3

Le point ¢ étant situé dans le premier quadrant, I’angle « est un
engle du premier quadrant. § est un angle du deuxime, y du
troisiéme et § du quatridme quadrant.
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abe = « abd = B ade = v abf = §

Un raisonnement analogue est valable pour les angles négatifs :
« est un angle du quatridme, B du troisidme, y du deuxiéme et 3
du premier quadrant.

2. Cosinus

a) Cosinus d’un couple de vecteurs non nuls

Par définition, le cosinus d’un couple de vecteurs non nuls est
le produit scalaire de ces vecteurs divisé par le produit de
leur norme.

Ce qui s’écrit :

a.b
cos (3, b) = a1
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Remarquons dés lors que le produit scalaire de deux vecteurs
peut 8’écrire :

@.b=|d.|b|. cos(d b)

b) Cosinus d’un angle

cosA B = cos (@, b) = cos «

o) Cosinus d’un angle rapporté au cercle goniométrique
Soit I’angle orienté « = ade rapporté au cercle goniométrique.
En vertu des définitions précédentes, on a :
d.¢ 1.d
la].Jq 1.1
Le cosinus de I'angle « est donc égal & 1’abscisse du point ¢,
soit d.

cos o = cos (d, &) = =d
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En général :

Le cosinus d’un angle rapporté au cercle goniométrique
est I’abscisse du point d’intersection du cercle et du
cdté extrémité de I’angle.

Conséquences :

1) Dans le cercle goniométrique, I'axe X est appelé axe des
cosinus.

2) cos 00 =1 cos 1800 = —1
cos 800 = 0 cos 2700 = 0

3) —1<cosae 1

3. Sinus

Le sinus d’un angle rapporté au cercle goniométrique
est I'ordonnée du point d’intersection du cercle et
du coté extrémité de 1’angle.

Le sinus de I'angle a s’écrit sin a.

—1
Conséguences :
1) Dans le cercle goniométrique,I’axe Y est appelé axe des sinus.
2) sin00 =0 gin 1800 = 0
8in 900 =1 gin 2700 = — 1

M.IIIb —38



220 LA MATHEMATIQUE DANS L’'ENSEIGNEMENT TECHNIQUE

3) —1<sina <1
4) Lessignes de cos « et sin « se résument dans le tableau suivant:

I II | IIT | IV

©08 & + —_ — +

gin o + + — —

4. Relation entre sina et cosa

Le triangle cdo étant rectangle, le théoréme de Pythagore permet
d’écrire :

|de 2+ od [t = [oc |2

Mais |dec|=|oe|=sina
|od | = cos
|oc| =1

Done

(sin «)? + (cos a)? = 1, soit

sin? o 4 cos2 o = 1

5. Tangente d’'un angle

La tangente d’un angle est le quotient de son sinus par son
cosinus.
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La tangente de ’angle « est notée tg a.

Tragons la tangente T au point @ du cercle goniométrique.
Soit ¢ le point d’intersection de T et de [oc.
Tragons tf /| oa.
L’homothétie % (o, cos «) applique @ sur d, ¢ sur ¢ et f sur e.
1
L’homothétie hrl(o, a-) applique done e sur f.
o,
L’homothétie % (o, sin «) applique b sur e.
h = k™ o bz est une homothétie de centre o, de rapport

e tg o« qui applique b sur f.

€08 o
L’ordonnée de f est done tg .
Or, [at] = [of].

Dongc I'ordonnée de ¢ égale tg a.
De oce fait, la droite T est appelée axe des tangentes.
D’ott la nouvelle définition de la tangente d'un angle :

La tangente d’un angle rapporté au cercle goniométrique
est I’ordonnée du point d’intersection de ’axe des tangentes
et du c6té extrémité de I’angle.
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8.

Conséquences :

tg00=0

tg 1800 = 0

tg 900 et tg 270° ne sont pas définies.

Gotangente d’un angle

La cotangente d’un angle est le quotient de son cosinus et de
son sinus.

La cotangente de I’angle « est notée cotg «.

CO8 « 1
cotgos = —— = —
sina tga

Conséquences :

cotg 0° et cotg 180° ne sont pas définies.
cotg 900 =1

cotg 2700 = —1

. Relation entre tga« et cotga

tg « et cotg « étant inverses 'un de I’autre, on a :

tga.cotga =1

Remarque :

gin a, cos «, tg « et cotg « sont appelés les nombres goniométri-
ques de 1’angle «.

Nombres goniométriques d’angles opposés

abscisse de ¢’ = abscisse de ¢
ordonnée de ¢’ = — ordonnée de ¢
ordonnée de ¢’ = — ordonnée de ¢
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d’'oll cos(— a) = cos «
sin (—oa)=—sina
tg(—a)=—1tga

De plus, cotg(— a) = oos(—a) 008 « = —cofg a

gin (—a) —sina

Les cosinus de deux angles opposés sont égaux.
Les sinus de deux angles opposés sont opposés.
Les tangentes de deux angles opposés sont opposées.
Les cotangentes de deux angles opposés sont opposées.

Exemples :

cos (— 289) = cos 28°

sin (— 520) = — gin 52°
tg (— 76°) = — tg 76°
cotg (— 870) = — cotg 87°

. Nombres goniométriques d’angles complémentaires

odc iso ohf car
1) |d| = k| =900
2) |oc | = |of |
3 |o|=6|=]«|

223
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=> |hf, = |dc| = €08 (90° — a) = gin «
= |oh| = |od| = sin (90° — &) = cos «

On en déduit :
gin (90° — «)  cos
cos (90° — ) sin «

tg (900 — o) =

8in (90° —«) sina

cotg (90° — ) = =
otg ( %) c08 (90° —a) cos«x

En résumé :
c08 (90° — ) = sin «
sin (90° — &) = cos «
tg (90° — a) = cotg «
cotg (90° —a) = tg a
Ezemples :

sin 720 18" = cos (90° — 720 18’) = cos 170 42’

008 240 20" = sin (800 — 24° 20’) = sin 65° 40’

tg 849,19’ 32" —lcotg (2900 — 840 19’ 32) = cotg 50 40 28"
cotg 600 16’ 38" = tg (900 — 60° 16’ 38") = tg 290 43’ 22"

10. Tables des nombres goniométriques.

Il existe des tables donnant avec un certain nombre de décimales,
les valeurs des nombres goniométriques d’angles compris entre
00 et 900.
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Nous utiliserons les tables & 5 décimales, les angles variant de
minute en minute.

Exercices

1. Complétez le tableaun suivant :

0o 800 1800 § 2700 | 360°

sin ~

co8

tg

cotg

2. Dans le cercle goniométrique, construisez les angles « tels que :

1) sin ¢ = 0,7
2) sing = ——
4

3) cosa = — 0,4
-4) cos « = 0,8

3. Démontrez que 0° < o < 90° = sin a < tga.
4. Complétez par + ou —

I IT III v

tgo

cotg o
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5. Complétez le tableau suivant :

sina | cosax tg o | cotg o
1 16 — | — | — |
17 ‘
3 . }
2 — 5 _
7
3 | -5 .
40
11— a |

6. Etablissez des formules permettant de trouver les nombres
goniométriques d’angles supplémentaires.

2 3
7. a) Existe-t-il un angle « tel que sin a = 5 et cos o0 = 5 ?

Justifiez votre réponse.
b) Méme question pour sin « = — 0,6 et cos & = 0,8.

8. Démontrez que : cosa = ad. &

sina=25.¢

9. Calculez :

2s8ina 4+ 3 cosa
bcosa — Tsina
3 8in2 a 4 5 cos2 a 3

si cotga = —
13 cos? x — 8 sinZ o g« 5

1)

si tga= 2
ga = 3
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11.

12.

13.
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Démontrez que :

1) sin 27° = cos 63°

2) tg 560 19’ 37" = cotg 330 40 23"
3) sin (30° + «) = cos (60° — a)

4) tg (45° — a) = cotg (45° + «)

5) tg(45° + a) . tg (460 —a) =1

Complétez :

1) cos 630 43’ = sin...

2) cotg 170 41’ 27"’ = ...
3) cos (600 4+ a) = ...

4) tga.tg (900 —a) = ...

5) cotg (270 — «) . cotg (o + 63°) = ...

Simplifiez :
1
sin?

1) —1

2) (1 —sin ) (1 + sin «)
3) (1 4+ cos ) (1 — cos &)

l—cos2a 1—sin2e

4) — -
sin sin

5) (tg o + cotga) . sin . cos o

1 1
6) (—+ ).cosa.sina
tga  cotg o

sin «
N (A +cotga).

cos2 o 1
8) — ——
sin « 8in o
Démontrez :
1
D1 cotg? o0 =
) 14 cotg? sin2 o

2) otg 0 = ————
) tg o - cotga sin o . cos o

227



1
8) — —cosa=sna.tga
CcOS &

4) cos? ¢« — cos? f = ginZ § —sinZ a

5) (L +cotga) (1 —cosa) =sina
sin «

1
6) 14 cotgda = —

sin2 «
7M1 2o =
) 1+tgPe cos2 o
cot
8) i:sina.cosa
1 + cotg?x

14. A l'aide des tables, trouvez la valeur de :

17) sin 270 36’ 45"
18) cos 5° 23’ 36"
19) tg 420 17’ 27"
20) cotg 35° 35’ 35”
21) sin 530 48’ 52"
22) cos 610 25" 18"
23) tg 76° 53’ 7"
24) cotg 87° 5’ 23"

1) sin 320 9) gin 70 23’
2) cos 410 10) cos 390 45"
3) tg 270 11) tg 160 37
4) cotg 180 12) cotg 230 52’
5) sin 630 13) sin 490 5’

6) cos 820 14) cos 71017’
7) tg 56° 15) tg 850 31’
8) cotg 740 16) cotg 670 48’

15. A l’aide des tables, trouvez z.

1) gin z = 0,39073
2) cos z = 0,99985
3) tg = 0,86929

4) cotg x=1,53986
) sin z = 0,81915
6) cos x = 0,69466
7) tg x = 2,74748

8) cotg =0,50953

9) sin z = 0,14781
10) cos z = 0,77421
11) tg z = 0,46171
12) cotg x=3,02667
13) sin z = 0,89193
14) cos = 0,67623
15) tg =z = 8,96227
16) cotg £=0,32717
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17) sin & = 0,42032
18) cos z = 0,86406
19) tg z = 0,92741
20) cotg x = 2,15950
21) gin = 0,73380
22) cos z = 0,43295
23) tg z = 1,71534
24) cotg x = 0,88916



CeaPITRE XXIV
RESOLUTION DES TRIANGLES RECTANGLES

1. Notion

Un triangle abc comporte six éléments : trois angles 4, b,2 et
trois c6tés A, B, C.

Résoudre un triangle, c’est déterminer la valeur de tous ses
éléments. ‘

2. Relations dans un triangle rectangle

1. Relation entre les angles

a+b+e=1800 _ = b =900 —2
a = 900 = | b+e=90°| _,_ 9005

2. Relation entre les cotés

4=90 = |A=B4 0| =B=+1A_C
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3. Relations entre les cotés et les nombres goniométriques des angles
a. Considérons le triangle rectangle abc

Tragons le systéme d’axes rectangulaires ayant b comme
origine et ba comme axe des X.

Avec b comme centre, construisons le cercle gomométnque
coupant bc en d. \

¥}

cos b h
Tragons de [[axe Y

df [| axe X.
Nous avons |be|= cosb

|of | = |ed | = sin b

b, d et ¢ déterminent ’homothétie % (b, r)
et puisque de [/ ca,
ona (e, a)€h.

Donc _
ac|=A=r|ed| ou A=r.sinb B Asin b
ba|=B=r|be| ou B=1r.cosb C— A cos b
be|=C=7|bd] ou C=r.1=1¢ -

b. Divisons les formules trouvées, membre & membre :

.II_S_As_mB_sE_B_th donc B = Ccotg b

C_A-C—OSB_M—coth donc C = B cotg b
c. b+2=1900= ginb = cos2
cos b = gin 2
tg b = cotg 2
cotgh = tg e
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et donc B =
C=
B =
C=
B=Asinb
C=Asin2
B=Acos?
C=Acosbh
B=Ctgh
C=Btge
B =Ccotge
C=Becotgh

231

Asinh <« B=Acose

Acosh <« C=Asine

Ctgh <> B=Ccotge

Beotgh <« C=Btge
RESUME

Un cété de Pangle droit égale
g I’hypoténuse X sinus de 1’angle opposé

% Phypoténuse X cosinus de ’angle adjacent

le deuxidéme c6té de ’angle droit X tangente
de I’angle opposé

le deuxiéme coté de ’angle droit X cotangen-
te de I’angle adjacent.

Les formules ci-dessus peuvent s’écrire de la fagon suivante :

B
. B=—
sin 3
R C
sin ¢ = —
cosB=—l
cos'c‘=:x
B
th:E}
¢ _C
gC—B
ot B—C
cotg —:B'
ty ¢ B
oLe - —
cotg ¢ G

Pour un engle aigu :

le c6té opposé

Si.n‘lls de l’angle = W

le coté adjacent
Phypoténuse

cosinus de I’angle =

le c6té opposé

t tedel’ =
angente de langle le coté adjacent

le c6té adjacent

te de 'angle =
cotangente de I'angle To coté opposs

——TTN R TN e et N e N
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3. Résolution des triangles rectangles

L’angle droit étant connu, la résolution d’un triangle rectangle
requiert la connaissance de deux autres éléments, dont nécessai-

rement un coté.

Quatre cas peuvent se présenter.

b I cas
Ondonne : 2 = 90°, A, b
On demande : &, B, C
A
C .
Solution : 1) 6 4 & = 80° =& = 900 —b
2) B=Asinb
3) C=Acosb
.
1) B C
Exemple :
"On donne : & = 90°, A = 20m, 5 = 18020'40"
On demande : 2, B,C
Solution :
1) & = 900—pb
2 = 900 — 18020°40"
¢ = 71039'20"
sin 18220 =0,31454 | 28x40 _ o
2) B=Asinb + 40" + 19 | T80
B = 20 X sin 18020°40”
B = 20 x 0,31473 sin 18020740" = 0,31473
B=6,20m
3) C = Aocos b cos 18020’40” = 0,9492«; 9% 40 —8
C = 20 X cos 18°20'40" + - 60
o= 20 X 004018 cos 18920°40” = 0,94718
Dono 8 = 80° b = 18020’40" 2 = T1039°20"
A=2m B=6,28m C = 18,98 m
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2ime cag

233

On donne : ¢ = 90°, A, B A C
On demande : C, b, 2
-
c B ® .
Solution : 1) A2=B2+4 C? =>C =V A2—B?
B
2) sinh ==
) A
3) cos & B
CO8 C = —
A
Exemple :
On donne : 4 = 90°, A = 18,4cm, B=128cm
On demande : C, b, @
Solution :
1) C=4/A*—B:
C=1/184 12,8
C = 4/338,66 — 163,84
C=4/174,72
C=132lcm
. B .
2) sinh = " 0,60549 = sin 4404’ 60x16 _ .o
+ 16 +46" |21
sinb = 128 _ 695656
T 184 0,69565 = sin 4404/46"
b = 4404/48"
B 0,69549 — cos 45056 60x18 _ .o
3) cosd = Y + 16 — 46" 21
= 0,69565
2‘2845055919 4 0,69565 = cos 4596614”
Donc 4 = 90° b = 4404'46" 2 = 45066'14"
A =184cm B = 12,8cm C=132lcm
Preuve : b = 440 446"

2 = 46966'14"
b+ & =900
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3¢me cqg
b

On donne : 4 = 90°, B, §
On demande : ¢, A, C

o 8=

B (4

Solution : 1) ¢ = 90° —b
2) C = Bcotgh
B

gin b

Exemple :

On donne : @ = 90°, B = 96 m, b = 27032’
On demande : ¢, A, C

Solution :

900 — b
900 — 27032’
62028’

¢
e
[

2) C = B cotg b
C = 96 X cotg 27032’
C =96 x 1,91826
C=184,16m

B
) A=—=
sin

96
= sin 27032’
96
= 0,46226
A= 2076m

Done & = 900 b = 27032 & = 62028’
A =207,6m B=96m C=184,156m
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4 cas
On donne : ¢ = 90°, B, C
On demande : A, b, &
Solution : 1) A2 = B2 { C?
A ¢ =>A=4/B 2
B
2) tgh ==
) tgb =
B
B -J‘w 3) cotge = 6
Ezemple :

On donne : 8 =90°, B=56m, C=42m
On demande : A, b, 2.

Solution :
1) A=4/B* 4+ C*
A = 7/56% + 428
A =4/3136 + 1764
A= 4900
A=70m
B
2 tgh=75 1,33268 = tg 537’ 66 % 60
56 + 65 4+ 48" | 81
tgh = — = 1,33333
42 1,33333 = tg 5307°48"
b = 530748"
B 1,33268 = cotg 36053’ 65 X 60
3) cotgé = 6 + 65 —48" —ST——
cotg & = 1,33333 10
’ 1,33333 = cotg 36°52'12
2 = 36052'12" cote
Done & = 80° b = 5307°48" & = 36052'12"
A=T0m B=56m C=42m

Preuve : b = 530 748"
2 = 36052'12"

b+ e =900

235

= 48

= 48
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4. Applications

1. L'angle obtus d'un losange mesure 1480 20' 16" e la pelite

diagonale égale 38,2 om.
Calculez le coté et la grande diagonale.

On donne :
|ab|=|bd|=|de|=]cal
b = 148020’ 16"
[bc | = 38,2 em

On demande :
|ab | et |ad |

Solution :

Dans le triangle rectangle aob, on a
by = 148020"16" : 2 = 74010’ 8"
|ob|=2882cm: 2=19,1cm

1) lab] = ?
lob| (2]
cosB, = 11 1ap =100
89 Jabj = labl 00551
191 19,1 | 087410 =027284 | 28x8 _,
ab| = ] » Q" _ —_—
labl = s 74108 027380 8 4| 60
Jab| = 70 cm c0s 74010’8" = 0,27280
2) lad| = 1
lao] = [ob| tg b, tg 74010’ = 3,62609 | 302x8
lao|=19,1 X tg 74°10’8”" + 8" +562 [Te0
lao|=19,1 x 3,52661
la0]=67.35 om tg 74010°8" = 3,52661

lad| = 67,36 x 2
lad| = 134,7 cm

52
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2. Deuz forces rectangulaires d’intensité respective de 840 N e
630 N sont appliquées & un corps solide.

Celculez la résultante R ainsi que Uangle formé par la résullante
et chacune des composantes Fy et Fa.

On donne : F; = |oa|=840N
F;=|oc |=630N

On demande : R = |ob]|
61
b2

Solution :
Deas le triangle rectangle oab, on 2 | ab | = | oc | = 630 N.

)R =1
lob]* = loal® + |ab?
= 840 + 630*
= 705 600 + 396 900
= 1102 500
ob] = 4/1 102 500 = 1 050
R=1050N
2) 6,=1
0,74991 = tg 36052’ 60% 9
tgé, = :—g%-: = %}g = 0,76000 +9 8 +12" 46 12
6, = 36°62'12" 0,75000 = tg 36°52'12"
3) 6, = ?
6. =b, . ,
o 0,74991 = cotg 5308’ | 60x9 _ .,
cotg b, = 122} — 0,75000 +9 —12° |7 46
[oa}
b, = 5307°48" 0,75000 = cotg 53°7°48"

8, = 530748"
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Exercices
1. Dessinez I’angle «, sachant que :

a) sin ¢ =

7
3
b) COSG=B

c) t, =3
ga—;

13
d) cotga = —
) cotg « 3

2. Démontrez :
a) Bsinb + Csinéd = A
b) (A+B)sinb+(A+C)siné=A 4B+ C
A C

c) sin5tg5=6—1

c
i

1 A+C B
° st T BI="g5— =3¢

A
d) cosecotga=a—

3. Dans un triangle équilatéral de c6té A, on construit la hauteur H.

300
A A
H
4| e0e

A
a) Calculez cette hauteur.

1
b) Démontrez que I’aire du triangle est exprimée par 1 Az24/3

c) Caloulez les nombres goniométriques d’un angle de 60° et
d’un angle de 300,
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4. Dans un triangle rectangle isocéle, A représente les c6tés de

I’angle droit.

a) Calculez ’hypoténuse.

b) Calculez les nombres goniométriques d’un angle de 45°.

450
A
L|=h 450
A
5. Complétez le tableau suivant :
A B c é b e
572 900 42018742"
5,894 900 35042/22"
84 66 900
240 344 800
100 900 82017°45”
4,27 900 67016710" -
52 900 21049737"
36,6 900 58039’18"
520 135 800
17,6 11,2 900
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6. Sachant que B = C, complétez le tableau suivant :

a
B C
H
¢ A
A B a b H aire
16 12
1,8 24037'15"
0,27 52028°24"
36 24
38042/30" 44
84,6 118014/30"
2,7 56928’43"
3,6 24

7. Les c6tés d’un rectangle sont respectivement de 120 m et 80 m.
Calculez la diagonale et les angles formés par cette diagonale et

les cOtés.

8. La diagonale d’un rectangle mesure 26 cm. Elle forme un angle
de 310 12’ 26” avec la base. Calculez les c6tés du rectangle.

9, b = 400 30’ 50". La bissectrice de b égale 24 cm.

Calculez tous les éléments du triangle.




10.

11.

12.

13.
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a) On donne: 4 =900, A=10cm, &= 250 47" 12"
On demande : B, C, b, | bd | et | de |

b) Ondonne : 8 = 90°,B = 10 cm,C =40 cm
On demande : A, b, 2,8, et a2

¢) On donne : d = 909, B = 28,4 cm,
H = 14,2 cm ¢

Ondemande : 5,2, A et C. H .-
2 ’/’
D‘ 1
@ B

Une diagonale d’un losange égale 40,6 m et l'angle obtus
1020 16’ 40”. Calculez la seconde diagonale, les angles et le
c6té du losange.

Le périmétre et une diagonale d’un losange mesurent respec-
tivement 460 cm et 40 cm. Calculez la seconde diagonale, les
angles et le c6té du losange.

Dans un trapéze rectangle abed, on donne A = 63m,C = 120m
et D = 81 m.
Calculezitous les éléments de ce trapéze.

a A b
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14. Dans un systéme orthonormé, p est situé & 13 cm de o. L’angle

16.

16.

17.

18.

19.

de [op] avec 'axe X égale 30°.
Calculez la coordonnée de p.

Y

.Y 300 X

Un phare & une hauteur de 65 m. D’un navire, on observe la
lumiére sous un angle de 5° 42’ 15", A quelle distance‘du phare
se trouve le navire?

Un projecteur a se trouve & une distance de 18 m d’un mur. Un
poteau d’une hauteur de 3 m dessine sur ce mur une ombre
de 9m.

Calculez la distance du poteau au projecteur.

3m

18m a

D’un point @, on observe une tour sous un angle de 560 23’ 27"
et d’un point situé 25 m plus prés de la tour, sous un angle de
680 37’ 17". Quelle est la hauteur de la tour?

Si 'ombre d’une antenne TV de 32 m de haut, & 48 m, quel
angle fait le soleil avec I’horizon?

L’ombre d'une antenne TV a une longueur de 82 m, quand
le soleil se trouve & 12° au-dessus de 1’horizon. Quelle est la
hauteur de I’antenne ?
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20. A 100 m du pied d’une tour, on observe le sommet d'une
antenne sous un angle de 22°16’ et son pied sous un angle de
19038'.

Calculez la hauteur de la tour et de ’antenne.

21. La marche d’un escalier mesure 23 cm et la contre-marche 19cm.
Quelle est la pente de I’escalier ?

- 22. Deux forces Fy = 200N et Fz = 250 N issues d’'un méme
point font entre elles un angle de 90°. Calculez la résultante R et
les angles qu’elle forme avec les composantes.

23, Deux forces F; et F2 ayant le méme point d’application, sont
perpendiculaires entre elles. Sachant que F; = 4200 N et que la
résultante R égale 6800 N, calculez F2 et I’angle formé par
F 1 et R

24. Dans un virage, I'inclinaison d’une voie de chemin de fer est de
go 27’ 33". Calculez la force centrifuge F assurant une pression
égale sur les deux rails.

F

V_y
R =—=-25¢

25. Deux tensions E; = 220 Vet E; = 110 V sont déphasées de 90°.
Quels sont la tension résultante E et I’angle de déphasage de E?
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26.

217.

28.

29.

30.

Un corps de poids P = 2500 N glisse le long d’un plan incliné
dont I’angle de pente est de 170 23’ 46",
Calculez les composantes du poids.

P

\"\l/i

Calculez I’angle d’une pente de 3 9,.

Durant une promenade, on parcourt 500 m sur un chemin
formant un angle de 12° 19’ 16" avec ’horizontale. Quelle est
la différence de niveau entre les deux points?

L’angle de pente d’une route est de 7°50'36”. Quelle est la
distance & parcourir par un piéton pour qu’il s’éléve de 36 m?

Sur 15 cm de hauteur, le diambtre d’une piéce conique diminue
de 18 mm. Calculez I’angle du céne.



CrariTRE XXV
FONCTIONS DEER VERS R

1. Fonctions dans un ensemble A

Une relation dans A est june fonction dans A si chaque élément
de A est au plus l'origine d’un couple.
Exemple :
A={123,4 }
¢ ... est d’une unité plus grand que ... »

f: A— A... est d’une unité plus grand que ... » =
gr
{(2, 1), (3, 2), (4, 3) } est une fonction.

Ce qui §’écrit plus simplement :
fi:A>A:z>2—1 ou
f:A>A:zoysiy=f@)=2z—1

La fonction f : A— A est donc un ensemble de couples:
{(,9)|(@y)eA X Aety =fla) =2—1}

2. Fonctions dans I’ensemble R des nombres réels

Une fonction dans ’ensemble R ou de R vers R s’écrit
f:RoR: {(z.9)|@y)eR XRety=f(x)}
Ezxemple :
f:R>R ={(z,9)|@®y)eRxRety=z+3}
= { R (—-4’ —1)’ (_'3’ 0)’ (_2: 1)’ (_1: 2)’ (0! 3):

(1,4), ..}
Puisque * = — 2 = y = 1, nous écrivons f (—2) = 1.
1 est appelé valeur numérique de f pour x = — 2
Ainsi, —1 est la valeur numérique de f pour —4, car f(—4) = —1
0 est la valeur numérique de f pour —3, carf(—3) = 0
2 est la valeur numérique de f pour —1, car f(—1) = 2

f(a) est la valeur numérique de f pour a.

Puisque f(— 3) = 0, — 3 est appelé racine ou zéro de la fone-
tion f.

En général : | ¢ est une racine de f <> f(a) = 0.
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3. Graphique cartésien d’une fonction

I

f:R>R={@®19|@y)eRXxRety=az}

f:R>R={@y|@yeR xR et y=23z}

Soient plusieurs nombres € R. Calculons les valeurs numéri-
ques de f.

x ...l—-3 |—2 |—1 |o |1 |2|3 I
v | l—o =6 |—s |o |3 |o]o] |
Doncf: R>R =
{...(—8,—9),(—2, —86),(—1,— 3), (0,0),(1, 3),
(2, 6),(3,9), ...}

Dans un systéme d’axes orthonormé, chaque couple de f déter-
mine un et un seul point de Ily.
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En jbignant ces points, nous obtenons le graphique cartésien
de la fonction f.

Le graphique cartésien de f : R — R : x— 3% est une droite
passant par o. -

f:R>R={(@®9)|@yeR xRety=ar+b}

f:R>R={(&y)|@yyeRxRety=3z-42}

xi...l——?, |—2|—1 ’0 ll |2 13 l
=7 |—e =1 |2 |5 |s |u I
Doncf: R>R=

{0t (—3, —7),(—2,—4),(—1,—1),
0,2), (1, 5), (2, 8), (3, 11), ... }
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Le graphique cartésien de f : R— R : z— 32 | 2 est égale-
ment une droite.

Cette droite passe par (0, 2) et est paralldle au gra.phlque de
f:R>R:2—>3z

II1.
f:R>BR={(@®9)|@y)ecRXRety=a}

f:R>BR={@y)|@yneRXRet y=—2}

Pour tout nombre réel, la valeur numérique de f = — 2
z|..|—3} —2]| —1 0 1 2 3 |..
I Mt Tl Ml L I B
1 [ S Py P By B
YA
To X
f + -+ o
10:—2)

Le graphique de f : R—> R : 2> —2 est la droite, paralléle
& l'axe X et passant par le point (0, — 2).

l f:R>R={(ny)|@yeRxRet y=1
f:R—>R={(x,y)|(w,y)eRxRet;z/_—.:;}
] el A R T
I...l—-l‘—2|_4|4 |2 l ll
Doncf: R—>R =

(oo (4, —1), (—2,—2), (—1,—4), (1, 4), (2, 2), (4, 1), ... }
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4
Le graphique cartésien de f : R—R : x—>; est une courbe,
appelée hyperbole. L’origine o est le centre de symétrie.

4
Remarque : f: R—>R: z—> - n’a pas de valeur numérique

x
pour 0 car o n’a pas de sens.

Nous disons que la fonction f n’est pas définie pour 0.
f est donc une fonction de Ry vers R.

f:R>R={=y]|@yecR xXRety=a?}

f:R>R={(@=9]|@yeR XRety=222}
x|...|-3|—2 |—1 |o |1 |2 l 3||

yll 18 | 8 | 2[0!2‘8|18|...|
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v}
(—3,18)¢———-f———— (3. 18)

—_
-__...._____“Na-__..._ R

Q©

~—

—
o
13
——

Le graphique de f : R — R : z— 222 est une courbe, appelée
parabole.
L’axe Y est I'axe de symétrie.

4. Graphiques empiriques
Tl existe également des graphiques qui ne varient pas suivant une
loi bien définie, exprimée par une formule mathématique.
De tels graphiques sont basés sur 1’observation et montrent
clairement 1’évolution d’un phénoméne.
On les appelle des fonctions empiriques.

Exemple :
La valeur de la pression atmosphérique dépend de I’altitude du
point d’observation.
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Le tableau suivent donne les mesures effectuées & différentes
altitudes.

altitude (m) l 0 | 2oo| 4oo| sool sool 1 000 | 1 200 | 1 400

pression atm. 768| 740 725 710( 695 673 | 660| 640

(mm de Hg)
Le graphique illustre mieux 1’évolution du phénoméne observé.

1]
e - ——
| 1 :_ T t { !
620 - | ( ! 1 | ! | |
o A A
| t |
600+ I | 1 I | '
LI | ! | ] | I
580 4 i + ; } ‘ :
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 m
Exercices

1. A={2,4,6,8,10,12}
Quelles relations sont des fonctions ?
Ri: A—> A«...est de 2 unités plus grand que ... »
Rz : A— A «... divise, mais n’est pas égal a...»
Rs: A— A ¢...est la moitié de...»
Ri: Ao Aw...=..0»
Rs: A— A«... ont pour somme un multiple de 4.»
M. IIb—9
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2. Les relations suivantes sont-elles des fonctions de R vers R ?

:R—>R={(x,y)|(x,y)eR XRety=2—3}
:R>R={(@9) |@y)eRXRety=—2}
:R>R={(9)|@y)eR XR et y =3z}

:R—>R={(x,y)|(x,y)eRxRety=§}
Rs: R>R={(z,9) |@,y)eRXRet y=20+1}

FrI?

3. Comment peut-on vérifier si une relation est une fonection,
quand on donne :

a) les couples en extension
b) le graphe
c) le réseau.

4. Ecrivez sous forme d’une fonction de R vers R :

1) «... est de 5 unités plus grand que ...»
2) «... est de 2 unités plus petit que ...»
3) ¢... est le quadruple de ...»
4) ¢...estle tiersde ... »
5) «... a pour double ...»
6) «¢... est le double de ...»
7) «... est la moitié de ...»
8) «... est le carré de ...»
9) «¢... a pour carré ...»
10) «... est de 3 unités plus petit que le double de ...»

5. Enoncez la relation des fonctions suivantes :

)f:R>R:y=2—3
2)f:R>R:y=2417
f:R>R:y=32

4)f: R>R:y=22—5
5)f:R>R:y=2242
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6. Complétez le tableau par les valeurs numériques de f pour les
valeurs données de x.

\.2 _1 3
AN —2{0 3= | 03|— 12vBl—/2 7 o0
Dy=—=
2)y=3z
y=2z2—25
4)y = — 3z
By=0
6y =5
Ny =2
8)y=4x*—5
9)y=—§z
10) y=52%—3z+9
3
b5z + 3
l2)y=2z_|_l
7. Déterminez les racines de :
1) y=232—6 B) y =22 —4
2y=—2+17 6) y = 522 — 10
2 3 z
)y =~ —- 7y =
)y 5% )y 13
4) y=0262+ 3 Y y=V2—3
8. Représentez graphiquement les fonctions suivantes :
y== 12) y = 22 22) y =0
)y=—=z 13) y = — 222 28)y=—2
y=2 4) y = 322
)y =2 14) y = 32 2y g !
4)y=—3z 15) y =23 z
8)y=z—+4 3 1
16 = -2 25 = —
6) y—2z + 2 y=3= )y
Ny=|z| 17) y =3
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8)y—3z—2  18)y—at+45 26)y=—§
9)y=—22+1 19)y=—2a2+tz+1 27)y=17

10);,:%” 20)y =28 + 2 28)y =z + 3

2
11)y=—?x—|-5 2l)y=22—32z+2 2)y=Vd—=z

9. Représentez graphiquement :

1)y=2z—86
2)y=—3x+3
3) y=1"5x

Dans chaque cas, déterminez la racine.
Ou se trouve I'image de cette racine sur le graphique ?

10. Représentez graphiquement :
C=2xR

e=v.l pour » =2mfs

I=% pour E =220V,

1. i: R>R:y=2+3
ff: R>R:y=22—1
fitfe:R>R:y=(=x+3)+ 22—1)
y=3x+ 2

Démontrez que f1 (z) + f2 () = (fi + fa) ()
Vérifiez sur les graphiques de fi, fz et f + fe.

12. Méme question pour :

h:R>R:y=2
fe:R>R:y=2—3



13,

14.

15.

16.

17,

18,

19.
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Méme question pour :
h:R>R:y=2zx+1
fe:R>R:y=22+3

h:R>R:y=z+3
fe:R>R:y=2x—1
h.h:R>R:y=(@x+3)2x—1)

y =222 4 65x—3
Démontrez que f1 (z). fz () = (f1. f2) ()
Vérifiez sur les graphiques de f1, f2 et f1 . fo.

Méme question pour :
hA:R>R:y=2
fe:R>R:y=2—3

Méme question pour :
h:R>R:y=2x41
2:R>R:y=2243

Dessinez le graphique empirique illustrant les relevés de tempé-
rature suivants :

heurel 0| 2| 4| 6' 8[10|12‘14|16'18|20\22|24

—20 | go

(oo o [ [ P ey oy P oy g

Lors d’une course d’entrainement sur un circuit, on a enre-
gistré les temps suivants :

tour I l“) 2¢ | 3e be | 6¢ | 7e | 80 | 9e |10 1lc| 12¢
temps

(en min.) 12 | 16 13 10 1311 |14 | 186

Représentez le graphique.

Représentez le graphique empirique de la populatlon scolaire
d’un établissement entre 1960 et 1970.

Année |1960 ‘61 |’62 ‘63 | ‘64 (65 | ‘66 | “67

68 l'ao | 1970

Nombre
d’éléves

560 l 630

420 | 380 | 450 | 410 | 500 | 420 | 460 ) 520 600
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20. Etudiez ce diagramme des chemins de fer et répondez aux
questions.

50 km
456 km
40 km 1
35 km
30 km : /

25 km 7
20 km /-t
v,

156 km
v
10 km
5 km

OkmSh 10 20 30 40 50 9 h 10 20 30 40 50 10 h temps

1. Quel est le chemin parcouru aprés 20 min ?
2. A quel instant I’espace parcouru était-il de 25 km?

3. Quel est le nombre d’arréts du train? Leurs durées? Aprés
quelles distances ?

4. Quelle est la plus longue distance entre deux arréts ?
5. Quand la vitesse était-elle la plus grande ?



CraPITRE XXVI
EQUATIONS D'UNE DROITE

1. Equation vectorielle d’'une droite

Deux points a et b & I1, définis par @ et 5 € 1o, déterminent une
et une seule droite ab.

Soit g elly tel que p € ab.

ab étant le vecteur unitaire sur ab, on a :
abscisse g = 0
abscisse b =1
abscisse p=reR

,
+ &b = r (@ -+ ob)

— b + 6b = r (— 04 + ob)
—d+p=r(—ada+b)

—d+p=r.(—d)+r.b
—d+p=—r.d+r.b
p=d—r.d+r.b
p=Q1—nrd+r.b

R R IR AR
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L’expression

p=Q—r).d+r.b

est appelée équation vectorielle de la droite ab telle que :
ab={pell,|f=Q—r).d+r.betreR}

A chaque nombre réel r, correspond un et un seul vecteur g € Ilo

et par conséquent un et un seul point p € ab.

En donnant & r successivement toutes les valeurs de R, p par-
court tous les points de la droite ab.

Exemples :
D)r=0=>§=(1—0).34+0.b=1.d3=4d >p,=acab
r=1=>p=(1—1).d4+1.b=1.b=5b=>p=>bead
3)r=2==>Pp=(1—2).d4+2.6=—ad+ 26 >pcab

4) m milieu de [ab] <=>r = -

— DO

r = =>ﬁ ,5:

—A=(1—:).a+

| -
™

0| -
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(@ + b)

m milieu de [ab] <> M =

ROl =

Cas porticuliers :
1. 8i @ = 8, la droite ab = ob passe par l’origine o.
Dans ce cas, on trouve 1’équation vectorielle de la droite en
remplagant d par .
d=8=>p=Q10—r).d+r.b
>p=(01—1).8+r.b
>p=r.b

2. Si § = 8, la droite ab = oa passe par ’origine o.
Dans ce cas, on remplace 5 per 3.
b=6=>p=Q—r).d+r.b
>pg=(1—r).d+r.0
>pg=(1—7r).d

Mais rER = 1 —reR

done p=r.d
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2. Equations paramétriques d’une droite

Soit dansIIo, un systéme d’axes orthonormé avec o comme origine
et (d1, b)) comme base.

Les points a, b et p ont alors comme coordonnées :
a (1, y1), b (s, y2), 2 (2, 9).

Ty

a (xla ?/1)

b (xz, y2)

(%, y)

X
S

gjﬁ
s~

peab < p=01—r).d+r.b

En passant aux coordonnées deé a, b et p, on trouve dans 1’espace

vectoriel R, R2, + :

peab <~ (x,y)_—'(l—r)-(xl,yl)+7-(x2’y2)
< @Y =[1—r).2,0—r). 9]+ (r.227.9)
< (@y)=[(1—r.z1+7r. 23,1 —7).n+7.ys)
<> z=(l—r).z14+r. 23t y=(1—1r).3n+ry:

L’expression :

z=1—nr.x14+7r.2
y=Q10—r.pn+r.y

est appelée équations paramétriques de la droite ab.
reR est le paraméire.

Ezxemple :
Pour a(z1,11) =a(—3,2)
b (23, y2) = b (4, 5)
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les équations paramétriques de la droite ab sont
z=(01—17).(—38)+r.4=—3+3r + 4
y=(1—r1).247r.5=2—2r + 5r
x="Tr—3

y=3r+2

tel que p (7r — 3, 3r + 2) est un point de la droite.

A chaque valeur de r € R correspond un point de la droite ab :
r=0 =zx=—3 ety=2 =>p,(—3,2)€ad

r=1 =z=4 eby=5 =>p(4,56)cab

r=2 =zx=11 ety=8 =>p3(ll,8)cab

ou

r=—1=>2z=—10 et y=—1 = p_1(— 10, — 1) e ab ete.
Application :
Considérons la droite ab ayant pour équations paramétriques :
z="Tr—3
y=3r-+2

A) Le point p (— 8, 6), est-il situé sur ab?

—z="T—3 y=3r+2
—8="Tr—3 6=3r142
Tr=—8+3 3r=6—2
Tr =—56 r=+4¢
5 4
rF = — — Py == -
7 3
non : p ¢ ab

B) Le point p’ (— 17, — 4), est-il situé sur ab?

z="Tr—3 y=3r+2
—17T=7r—8 —4=3-+2

Tr=—174+3 38r=—4—2
l7r=—14 3r=—=6

r=—2 r=—2

oui : p'eab
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3. Equation cartésienne d’une droite

Des deux équations paramétriques de la droite ab, on déduit
aisément la valeur de 7. y

z=1—r).z1+7.22 y=1—r.y1+r.9

T=n—r.n1+r.22 Yy=mn—r.Nn+r.y

t=x+r.(2—mn) y=n-+r.(y2—y1)

T—az=r. (2 —71) Yy—n=r.{ya—n)

r=x—xlsizz—-a:1;é0 r——-y_lsi Y2o—yn #0
r2—n Y2—

Or, la valeur de 7 est la méme dans les deux équations et donc

z—x1  Y—n
T2—1 Y2—N

ou | (x —a1) (y2 — y1) = (x2—1) (y — 11)

Y2— Y1
T2 — 21

ou| y—y = (x — =)

Cette équation est appelée équation oartésienne de la droite
passant par les points (z1, y1) et (2, y2).

Ezemple :

Trouvez 1’équation cartésienne de la droite passant par (4, — 2)
et (— 1, 5).

y—w=z::@—m
y—9 ="y
+2=2F2 g
yr2=—_@—9

By +2)=—T@—4)
by + 10 = — Tz + 28
Tz + 5y — 18 = 0
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Application :
Considérons la droite ab ayant pour équation cartésienne
Ta + by — 18 = 0.

4
A) Le point p (2, 5)’ est-il situé sur ab?
4
Remplagons z par 2 et y par =

4
7.24+5.-—18=
+ 5

14+4—18=0
Oui: peab

B) Le point p’ (— 6, 2) est-il situé sur ab?
7(—6)+5.2—18 =
—424+10—18 =
—50%£0
non : p’ ¢ab

C) (5, y) eab. Trouvez y.

7.5+ 6y—18=0
35 4 5y —18 =0

by =18—35

by = — 17
17

?/=“"g

7
Donc le point (5, — %) eab

D) (z, — 2) € ab. Trouvez z.
Tz 4 5(—2)—18=10
Tx—10—18 =0

T =10 4 18
Tz = 28
x=4

Done le point (4, — 2) € ab.
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4. Equation cartésienne de droites particuliéres

1. Equation cartésienne de ab passant par a = o (0, 0) et b (22, ¥2)
Yo—W®

y—m=% ﬂw—m
yz.__.o
—0= —0
Y hou 0@ )
_ b
Y= xz.a:

Posons 22 — 7 € R et on trouve ’équation cartésienne d’une
X2

droite passant par Porigine o.

2. Equation cartésienne de @b passant par @ = o (0, 0) et b (2, 0)
y=£2x >X2.Y=Y.%
Z2

r2.y=0.x
T2.y=0
y=0, car z3 %0

a=0(0,0) b (2, 0)

L’égquation de U'axe X 8écrit :

y=20
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3. Equation cartésienne de ab passant par & = o0 (0, 0) et b (0, y3)

=y—2x =>a:2.y--~yg

.z
T2
O.y=19y.2
Yo.2 =0
=0 car 3 #0
Y
b (0, y2)
X

a = 0(0,0)

Léquation de U'axe Y &'écrit :

z=0

4. Equation cartésienne de ab passant par a (z1, y1) eb b (21, y2)

(x—m) (y2a — 1) = (22

— 1) (y — 1)

-# a (xl’ yl)
-# b (1, Yye)

Or 21 = 23, done

X

(x—21) (Y2 — 1) = (@1 —21) (¥ — 1)

(@—=21)(y2—wn)=0.
(g—z1) (y2—y1) =0

(y—mn)



266

5.

LA MATHEMATIQUE DANS L'ENSEIGNEMENT TECHNIQUE

Mais yo—y1 #0 donec z—a;, =0 ou 2=
L’équation d’une droite paralléle & Uaxe Y 8’écrit :

r=x

Equation cartésienne de ab passant par a (21, y1) et b (3, y1)
@ —z) (g2 — ) = (x2 —21) (y — 1)

¥)

a(@ny) bz y)
- *

I X

Or y =y, donc
@—2) (g —91) = (@a — 1) (y — 1)
(x—z).0 = (22 — 1) (y — 1)
0= (@—a1)(y — )
Mais 22— #0 donc y—y =0 ou y=m
L’égquation d'une droite paralléle & Vaxe X séerit :

Yy=n

5. Autre forme de I'équation cartésienne

Y2—U

y—n=_— —a)

< @—n)@yz—n) =Y —n)(@—mn)

< 2(y2—y) — 2 (Y2 — ) = y (T2 —31) — Y1 (x2 —21)

<> r(p—n)—an@—un)—y@—mn)+n(@—a)=0
< zp—yn)—y@—n)—aya—n) +n@E:—a) =0
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< z(ya—y)—y@-—2)—a. Yot to  —y . 2 =0
< z(pp—yp)—y@—an)—an. .2+ 5n.22=0
Posons yz—y1=r€R
2 —xz =38R
—z .2 +pn.2=tekR
et I’équation cartésienne de la droite devient :

rz+sy+t=0

Cas particulier :
Quand la droite passe par l’origine o (0, 0), nous avons
rxt+ey+t=0
r.04+8.04¢t=90
04+04+¢=0
. t=0

Léquation cartésienne d’ume droite passant par o peut donc
g’écrire :

rz 4+ ey =0

Construction de la droiterx 4+ sy + t =0

Toute équation de la forme rz 4 sy 4 ¢ = o représente une
droite. On peut construire une droite pour autant que ’on con-
naisse deux de ses points. Déterminons donc deux coordonnées
vérifiant I’équation de la droite.

Exemple :

Construire la droite A d’équation 2x + 3y — 6 = 0.

Choisissons deux abscisses quelconques et calculons les ordonnées
correspondentes de fagon que les points se situent sur la droite.
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1 1
1) 2=6 = 2.6+3y—6=0  2) s=4_ 2.4 4+3y—6=0

124 3y—6=0 9+3y—6=0
3y=—12+6 3y=—19+6
y=—2 y=—1
1
donc (6, —2)e A donc <4 é,—1>eA

Situons les deux points ainsi trouvés dans un systéme d’axes
orthonormé. La droite A passe par ces deux points.

Nous aurions pu choisir les ordonnées et en déduire les abscisses.
Pour simplifier, on déterminera de préférence les coordonnées des

points de rencontre avec les axes en prenant successivement
z=0ety=0.

L’exemple ci-dessus devient alors :
1)2=0=2.0+3y—6=0

3y—6=20
3y=26
y=2

donce (0,2)e A
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2)y=0=>2c+3.0—6=0

2 —6=0
26 =06
z=3

donc(3,0)c A

11 est évident que pour une équation donnée, on trouve toujours
la méme droite, quelle que soit la coordonnée choisie.

Exercices

1. a et b étant des points de II, la droite ab = ba peut étre repré-
sentée par
p=Q—r.d+r.b (1)
ou p=(1—r).b+r.a 2)
Si dans (1) » = 3, on trouve p3 € ab.
Calculez la valeur de r dans (2).

. 2
Méme question pour r = 4,—2,0, 1, —1, 3
2. L’équation vectorielle de la droite ab étant

p=Q1—nrad+r.b
& quel point correspond la valeur » = 0? Et r = 1?
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3. d, 4d 4 2b, b, 3d, — 4d + 5b, 2d — 35,
—3d+ 26, —3a+ 26 —10d + 115, —4d—3b.

Quels points appartiennent & la droite ab ayant pour équation
vectorielle g = (1 —7).d+r.5?

Donnez les valeurs de r.

4. Etablissez ’équation vectorielle de la droite passant par & et

1) d 4) 23 + 36
2) 3d 6) —3d+ &
3) 25 6) d—b
6. Etablissez 1'équation vectorielle des droites passant par :
1) det b 4) —Td et —4b
2) 2d et 55 5) 6d et — 105
3) —3d et 25 6) det —b

6. Etablissez ’équation vectorielle des droites passant par :
2d+ 35 et —5d+ 4b.

7. m, n, 8, ¢ sont situés sur la droite = (1 —r).d+ 7.5
Complétez :
1) m==6d..5
) A=..d—3b
3)§=—23..5
4)f=..3+4b

8. Etablissez I’équation vectorielle de la droite om, m étant le
milieu de [eb].

g

3

e
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9. Déterminez les coordonnées des points sur les droites :
x=2r x="56r+42 z=—2r43
y = 3r y=—3r—=6 y=4r—3

1
ouwrr =56, —2,-, ——0,—1,1
P 31

10. Etablissez les équations paramétriques de la droite passant par
0(0, 0) et par :

2 b
1) (5, 2) 4) (5, —-é)
3) (_ 2’ _'2) 6) (— 3)5: 2:4‘)

11. Etablissez les équations paramétriques de la droite passant par :
1) (2, 3) et (4, 1)
2) (—3,2) et (—5,—3)
3) (6, —4) et (— 3, 4)
£) (0,7) et (— 3,0)

o (k) (-3 )

12. Vérifiez si a, b, ¢, et d appartiennent & la droite:

1) (z=o5r 2) (x=2r—5 3) (z=—br
y=—2r y=—3r+46 y=4dr+1
a (10, — 4) a4, —1) a(2, —6)
b(—3,5) b(—1,0) b(0,1)
4
c(—2,g) c(—5, 6) c (4, —3)
d(—5,—2) d (3, — 6) d(— 85, 6)

13. Vérifiez si a, b et ¢ appartiennent & la méme droite.
1) a(—4, 8) b(2,2) ¢(—2,5)
2) a (9, — 4) b(—1,11) ¢ (5, 2)



272 LA MATHEMATIQUE DANS L’ENSEIGNEMENT TECHNIQUE

14. Complétez :

1) (..., —3)e ;_3_757
2) (—2,..)€ :;225_3
H(0e {520t
0(-)e 2701,

15. Représentez les droites dont les équations paramétriques sont :

=—r4+4
2) y=3r+4+2

T =2r—17
y=—38r+56

x=2r

1) y=3r

16. Déduisez 1'équation cartésienne des équations paramétriques

suivantes :
x=2r—1
)gy—2r 5)3y=5r+2
r=—3r z=4r+ 3
2) y="1 6)% =—3r—2
__2 =—5br+4+6
g”—{;’ y=12r+3
3) 3
= 1
(y——;r t=—-74+3
2
8) 3
4) x=257r g=—2r—>
y=—437r 4

17. Calculez les coordonnées des points des droites:
1) y=3z—2
2) 2y — bz =0
3) 8z +4y—8=0



18.

19.

20.

21.
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a’) Pourx=2’ 0’_3’ 1’ '5

1
b) poury =5,—2,0,— 7 2,3

Etablissez I’équation cartésienne de la droite passent par
0(0,0) et
53 53
4) (=, — =
1) (2,4 ) (3—3)
3) (—2,—3) 6) (0, — 6)

Etablissez ’équation cartésienne des droites passant par:

1) a(2,5) et b (4, 3)
2) a(—17,2) et b(— 3, —3)

3 a.(2 1) tb( 2 4)
e\3 1) * P\ Ty s

4) a (0, —3) et b(3, —2)
6) a(3, —56) et b(— 3, 5)

Vérifiez si les points a, b, ¢ et d appartiennent & la droite:
1) 2y + 32 =0 9) y=—3x+4 3)3y—4dzr+6=0

a(3,—2) a (0, 4) a (1, — g)
b(—4,6) b(,2) b (5, b)
G-2) 2D G-9)
d(2,4, —3,6) d(—1.2, 2,8) d(—3,—6)

Vérifiez si les points a, b et ¢ appartiennent & la méme droite :

1) a(2, 3) b(—3,1) c(—8,—1)
2) ¢ (— 2, —b) b(6,—3) c(6,—3)
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22. Complétez :

1)(2,...)eA=22—5y—3=0

2) (...,;)GA =by—4az =0

3) (—4,..)eA=2—3z+6=0
4) (i, ——3)eA=32—5y—T7=0

23. Dans un systéme d’axes orthonormé, construisez :

24,

25.

26.

27.

1) y=2x Ny=2r—3
)y=—zz 8) y=—zz+3

2 3
y=—= 9)3y—6x—15=10
4) 3y = 5z 10) 22 + 65y + 10 =0
5) 22— Ty =0 11) 2y + 8z —7=0

o T4

6) by + 4z = 0 12) J+5=1

Sous quelle condition, la droite rz 4 sy + ¢ = 0 passe-t-elle
par o (0, 0)? .
Montrez que les points m (—s, r) et » (s, —r) appartiennent
4 la droite rz 4 sy = 0.
Déterminez directement deux points de :

3¢+ 2y =0

—b6x+4+3y=20

—Tx — 5y =§0

22—9y =0

Dans un systéme d’axes orthonormsé, construisez :

x=25 y=—=4
r=—2 dy =9

Les sommets d’un triangle sont @ (4, 3), b (2, —3) et ¢ (—2, 2).
Etablissez les équations des médianes de ce triangle.



CaarrTRE XXVII
MONOMES

1. Notion
Un monéme est un produit de plusieurs facteurs.

3
Lemon(‘)me7><:cx:z:xyx(—2)><xx(—y)XZXz
. a1
peut s’écrire simplement : - x22y82

1
> est le coefficient

2%y8z est la partie littérale.

2. Monémes semblables

Des mondmes sont semblables, §’ils possédent la méme partie
littérale.

‘ 2
3xty?z, —baiy?z, 0,34x%y%2 et —Bx‘yzz sont semblables.

7
5a3be, —6a? et 3 a2b% ne sont pas semblables.

3. Fonctions de monfmes

Des fonctions telles que

f:R>R:z>220uR—>R = {(z,) |, y) eR X Rety=2?}
f:R>R:z>280uR>R={(z,9)|(z,9)eR X Rety = 2a%}
sont des fonctions de mondémes parce que les images 22 et 223
sont des mondmes.

En général, nous écrirons :

f: R—>R: z—f(z)ou

f: R>R={=19) |(:z:,y)eR XR et y=f(2)}
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4, Opérations sur les mondmes

A. Somme de mondémes semblables

Regle : 1. Additionner les coefficients.
2. Conserver la partie littérale.

Exemples :
343 — ba® = — 228
5z2y — 322y + 222 y = daly

B. Différence de mondmes semblables
Régle : Pour soustraire un mondme, on ajoute son opposé.

Exemples :
16z — (— bz) = 16z + bx = 21z
— 63 ytz— (428 y2z) = — 623 ylz—4dad Yz = — 1028 922

L’addition et la soustraction de monémes semblables sont
appelées réduction de mon6émes semblables.

C. Produst

Régle : 1. Effectuer le produit des coefficients.
2. Ecrire les lettres qui figurent dans les monémes en
affectant chaocune d’elles d’un exposant égal & la
somme de ses exposants dans les monémes.

Exemples :

3
(;x"yz)(——sxy“)=—6ﬂ=‘y5
(— 3 abc) (—2ab) . 3a = 18a4b2¢

D. Elévetion aur puissances
Régle : 1. Elever le coefficient & la puissance indiquée

2. Effectuer le produit de chacun des exposants par
la puissance indiquée.

Exemples :
(— 322 y)3 = — 27x8 33

1 2 1
(——azba) =-a4b2c?
2 4 -
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E. Quotient

Régle : 1. Effectuer le quotient des coefficients.

2. Ecrire les lettres qui figurent dans les monémes en
affectant chacune d’elles d’'un exposant égal & la
différence de ses exposants dans les mondmes.

Ezxemples :
(—182ty?) : 322y = — 18ty
322y
_ —18 x4 42
3 ‘a2'y
= —62%y

2 2
<—§x5y3z3) : x3y3z=——§x3z

_4;38?/

828922 : (— 223 y) = —dxdyz?t= 2

Exercices

1. Pour chacun des mondémes suivants, donnez le coefficient et la
partie littérale.

mondme coefficient partie littérale

1) 6a
2) — 3a2bd

3) 2 5
—51'39"

4) 0,3222y
5,222 43

5) p”

6) —a2yBz
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2. Simplifiez les monémes suivants:
1 1
1) - — s X y2 X3 (— —-)
)2><xx( y) X ¥2 X 8 X I
1
2)2a,><3b><(—6)><(—1—2a)xaxb><3a,2><b><(—1)

7 16
3) (— 2)3 2 Z (__)
) (— )3 X o~ xy><2><x3>< 21

3. Déterminez le degré de:

2
_i_3.x5y2z3 0,32x7y4 nx3yzz
a) par rapport & z d) par rapport & z et y
b) par rapport & y e) par rapport & x et 2z
c) par rapport & z f) par rapport & y et 2

g) par rapport 3 z, y et 2.

4. Ecrivez 5 monémes semblables & :
1) a3
2) — ? 22
3
3) 6z
5. Additionnez :
1) a2, — 3a?, a2, 27a® et — 13a?
2) Ta?y?, — 122242, 52242, 27a2y? et — 132242
3) —Exyz, }a;yz, —§xyz, — 2zyz et —lxyz
3 6 4 24
4) 0,32 ab?, — 5,6 ab?, — 12,8 ab?, — 0,027 ab® et 3,18 ab?

2 1
6) Sabc, —-éabc, 5,3 abc, mabc et 5§abc

6. Soustrayez :

1
1) 2z de 7z 5) 17x%y2%2 de 2 22y2z

2
2) nz de bnx 6) ——éazb de — 0,8a2b
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2
8) 2,72y de 0,2y 7) Tabc? de — ; abo?
2 3
4) —;dt de J o 8) — 3,1824% de 5,62%
7. Effectuez :

1) 66 — (— 3a) + 28 — (+ 76) — (+ 40) + (— a)
2) 0,36 ay? 4 (— 7,2 2y?) — (— 3,16 29%) + (+ 8,3 292

2 3 7 3
3) - Y - —_ —
) 5oy ( 4xy2) + ( T xyZ) (+ 20 wyz)+(+0,1 zyz)
4) ba? — 7a? — 3a® 4 2a% 4 8a®

2 1 3 7 3
6) —xy228—— gy TS — B —_pyzs
)3wy 5 %Y zs+5a=yz +l5wy2 35297

7) 0,12 a?b — 7,43 a®b + 5,71 a?b — 13,6 a%b

8) V3ay—24VTay +3V3ay+8V7Tay—213ay

8. Effectuez :

1) Gayp (— 2a2y%)
2 (=) (o)

3) Txyz (— I%x"yzzs)
4) 3xmyn (— 5xPyq)
5) meyn - Hx2m-1 y2n+3

6) — 0,5 zmySn (— Tatyn)
7) bayzd (— Bay?) (— 2°2%)

15 4 2 )
8 —_— —— 02h2 —_—— 2 — — a2h3pd
)< 16“)( 7“8)( 5 20

9) 7,2 abc (— 0,3 a?®) (— 5,2 b%9)
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9. Effectuez :
1) 8a8b5¢4 : (— 2ab3?) 6) bab2cs : (— 2adbc?)
3
2) (— 10a%) : (— 2a3) 7) (—— Iaa:ya) : (— 21a®y52)
3) 7a3h? : (— 3a%?) 8) 6,8abct : (— 0,17a3b3¢?)
3 5
4) (—Zx‘lya) : (—-S-xzy) 9) — 15zxmyn : (— badyd)
5) (0,36 zy2?) : 2,4 2% 10) 3q2m+sp2n—4 ; (— 12qm-1p3niz)

10.. Complétez :
‘ carré cube  [4° puissance |5 puissance

1) —3a
2) 6a2b
3) — 2pq
4) nR?2
U
5) —
) R

6)@
c

— 9ahs
3c?

7

11. Effectuez :
1) 5a2b3c (— 2ab2c3)3 : (— 20a3bS¢)

5 [(~Eow): (- 2]

3) (0,2 a?be®)s : (— 0,1abic)
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CrariTRE XXVIII

POLYNOMES

Notion

Un polynéme est une somme dont les termes sont des monémes.
4z% | 322 est un binéme; 4x4 et 322 sont les termes.

3 3
22y + 3:023/2—2:&: est un trinéme; 2zy, 3222 et ——Zx sont les

termes.
2a¢ + 3b — ¢ + 4d est un polynbéme.

Réduction — Polynéme ordonné

Pratiquement, on réduit toujours les termes semblables d’un
polynéme. Ensuite, le polyndme doit étre ordonné par rapport
aux puissances d’une lettre.

40t — Tz - 628 — 4 + 622 — 3z + b + 624 — 222 — 8 — T2

— 1024 — o8 4 4o — 102 — 7

Polyndome complet

424 4 623 — 522 - 4x — 2 est un polynéme complet, parce qu'il
renferme toutes les puissances de z, depuis la plus élevée jus-
que x°,

3
4o — rkd + 0,4 est un polynéme incomplet.

828 - dxy - 5y2 — 5y8 est un polynéme incomplet par rapport
& z, mais complet par rapport & y.

Un polynéme incomplet peut étre complété en ajoutant les
termes manquants affectés d’un coefficient nul.

a3—3a+2=ad+4 0a2 —3a + 2
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4, Fonctions de polyndmes

Des fonctions telles que
f:R>R:z>z2z+30uf: R>R=
{@9)|@y)eRxXRety=2+3}
f:R>R:2>32+4zx—6ouf: R>R=
{(,9)|@y)eR xR et y=238x2+4z—86}
sont des fonotions de polyndmes, parce que les images « + et
322 + 42 — 6 sont des polyn6mes.
D’une fagon générale, nous écrirons :
f:R>R:z—>f(x)ouf: R>R=
{(z,y) l(x,y)eR XRety=/f(x)}

5. Opérations sur les polyndmes

A. Addition

Regle : Pour additionner des polynémes, on les écrit & la
suite I'un de I’autre en conservant les signes des dif-
férents termes.

Ezemples :

L. (622 —dzy+3y?) + (—22%+ 7xy—4z/2)+(6w2—4xy+5y2)
6x2—4zy - 3y2—222+ Txy—4y2+ 62— 4dxy + by =
1022 — zy + 442

Disposition pratique :
— day + 392
— 222 + Toy — 4y?
— dzy + by?

1022 — zy + 442

2. (723 — ba® 4 6z) + (— 322 4- 52 — 4) - (23 — Tz 4 6) =
T8 — 522 +- 6x — 322 - 5xr—4 + 23 —Tx + 6 =
823 — 822 + 4o 4 2
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Disposition pratique :

723 — bx2 4 62
— 322 4 5x — 4
a3 —7z 4+ 6

823 — 822 4 dx 4 2

B. Soustraction

Régle : Pour soustraire un polynéme d’un autre polynéme,
on les additionne en changeant les signes des termes
du polynéme & soustraire.

Ezxemple :
(722 — bx + 8) — (622 4 Tz — 6) =
722 — bx 4+ 8 — 522 — T 4 6 =
222 — 12z 4 14
Disposition pratique :
722 — 5z 4 8
— 522 —Tx + 6

222 — 12z 4 14
C. Multiplication
1. Produit d’un polynéme et d'un mondme
Régle : 1. Multiplier chaque terme du polynéme par le
mondme.
2. Faire la somme des résultats obtenus.
Exemples :
(822 — 62 +5) (—4x) = 322 (—dx)—6x (—4x) + 5 (—4x) =
— 1228 4 2422 — 20z
dzy (222—bay+6y?) = 8ady — 2022y + 24xyd
2. Produit de deux polynomes
Régle : 1. Multiplier le multiplicande successivement par
chaque terme du multiplicateur.

2. Additionner les produits partiels en réduisant les
termes semblables.

M. IIIb — 10
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Exemples :
1. (da?— 2z + 3) (x —b)

4x2 — 22 4+ 3
z—5

428 — 222 4+ 3z
— 2022 4 102z — 15

428 — 2222 4 132 — 16

2. (—8z -+ 3+ 425) 2z + 422 —7)

4z —8z+3
422 4 202 — 7
1625 — 3228 4 1222
8z4 — 1622 4- 6z
— 28a8 4 56x — 21

1625 4 824 — 6023 — dax? | 622 — 21

3. (3a%y — 29 + 3?4 ) (222 —zy + 9?)

— 229 + 32% + 3z + 4P
208 —zy + 2
— 4a® + 6oty + 623y + 2288
+ 22ty — 3%y — 3%y — ayd
— 2a%? + 3228 + 3oyt + 4°

— 428+ 8oty + 2% + 22%P + Jayt + 9

D. Quotient d’un polyndme par un monbme
Régle : 1. Diviser chaque terme du polynéme par le monéme.
2. Additionner les quotients obtenus.
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Exemples :
(8zty — 12232 + 42 : (—daty) =
Szty  12a%2 4 A2y -
—dry  —aly | —aay
— 22% + 3oy — 9P
(122392 — 6xtyB + 3a%?) : 322y = do — 22%y + 1
5

(3a®b%c — Ta?b3c® 4 Sabic) : (— 3ab%) = —a? + ;abc -3

6. Mise en évidence

L’opération (122 + 6xy + 922) : 3z =4+ 2y + 32
peut 8’écrire: 12z -} 6xy 4 92z = 3z (4 + 2y + 3z2).
Lorsque tous les termes d’un polyndéme renferment un méme

facteur commun m, ce polynéme peut s’écrire sous forme d’un

produit.
. polynéme = m (polynéme : m)

Exemples :

3x—12y 4 62 = 3 (x — 4y + 22)

322 — 122y + 6zyz = 3z (x — 4y + 2y2)

12283 — 1825y | 24zty’ = 6x%y® (208 — 3y + 44%)

Tabc — 14a?b%¢ — 21adbct = Tabe (1 — 2ab? — 3a3¢3)

Exercices

1. Ordonnez :

a) par rapport aux puissances décroissantes de z :
5z — 324 4+ 7 + 322 — 643
24 — Byt + 3y — TaZyP + 22592
Toyt — 32ty + 825 — 622y3 4 1023y2 | 2¢45

b) par rapport aux puissances croissantes de z :
822 —5 4 Ta5 — 3z —ab
325 + 6ayt — 323y2 + 16xiy — 5yb
— 623y3 - 8xy5 - 328
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Pour ces polynémes, précisez: 1. le degré par rapport & =

2. le degré par rapport & y
3. le degré.

Y a-t-il des polynémes incomplets? Si oui, complétez.

2. Réduisez les termes semblables et ordonnez par rapport aux
puissances décroissantes de z :
1) 522 — 6 — 322 4 bz — 722 4 623 4 2 — 528
2) 8 — 522 — 2 — 2z + 323 + 522 + 62 + 3
31, 3,7
4 7 5 4
4) 8xiy + 5228 — 8wyt 4 925 — 3223 — 323y% — 8a%8 —Sxrly
5) 304 + Batyd — daty — yb + bay® — Taty? + Tady — 4y
- 6) 0,5y>—1,2a%+5,62y?—8,205—4,32% 3,828 11,522

1 5 5
3) —a%—_ + 222 — - 28
)3 gt 2t — @+

3. Complétez les polynémes suivants :
1) 3¢5 —Ta + 2
2) 8z — Tx% 4 5ad
3) 225y — Taty? 4 3xyS — Ty®

4. A Paide des coefficients suivants, écrivez des polyndmes com-
plets

a) ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de z

5 —2 6 3 O
3 —7 2 5 8 1 —4
b) ordonnés par rapport aux puissances croissantes de x
—s 1 oo 3 _, 2
2 7 3
—5 8 4 —7 —3 9 5 —2

¢) ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de z et
oroissantes de ¥

3 4 0 —7 6
1 3 5 2 1 3
2 4 3 5 1 8

De quel degré sont-ils?
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6. Calculez la valeur numérique des fonctions de polynémes sui-
vantes :

)y=222—"T2+5 pour r=—1; x=3; x=—

C2) y=— 2234 Ta?—22—2 pour x=1; or=—2; T=—

y=a5—3224 5 pour x=—1; £=—2; r=—0
4) 2oLty 3 ur z=1 2 !
= - —_— - 19) = ; X = ; r—= -
y=3"T2% 7, P 2

6. "Additionnez :

1) 5a* + Ta —3 et 202 —10a + 5
2) 8+ T —4c, —2a+3b—38c et ba— 8b + 9c
3)8a —Ta+2, 562+32+3, —ba®+ 3a2—5 et

8a° — 4a? + 50
13 5 4 4
4) - g2 — - g —— et —-—a?—- —
) ;@305 @510 © s 9% T 15

5) 3a8—4a2 +a, —4a5+4a®—1, ab+ 324+ 5a et
4a5—3a8 + 2a 4+ 5

6) 422 — Tay + 3y?, — 6a% + 2zy — By? et 2x% — Say + 3y?

7) 48 — 32y + 5xy? — Ty3, — 823 4 Baly — Ozy® — 248 et
— 328 + Ta?y + 222 + 83

8) 3w5— Tyt +ba2y8, —2ayt—TadyR+ 215, 2a%P— 3yt Oaly,
bty — Sayt + 3y ot — 2ty + 25— 3ay?

2 1 1 3 2 1
9) - —_——y?. — - —_——-8, —- - xu?
)3ny 52" 6x2y n 5y3+2zy et

3 1
— a2y — 2
gTY— 3%

7. Soustrayez :

1) 323 — 822 —Txr + 2 de —223 —4a2-—3x42
2) baB + 222 —4 de 2224 3x—4

ST I N
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2 5 3 1 2 1
N w22 do— 34 p—-
3P Fge—g de— 3P +3T—3

4) 5a3 — 3a2b + Tab? -+ 363 de 2a3 — 3a% + 10ab? — 4b3
5) a® — 3b% — 4ab2 —a? de b3 + 4ab2 — 9a%b

1 3 2 5 3 b5 3 1
8) —bt 1t - ahdt Zad— a8h —- a2b2 Z abi—— pa 3
)2b +5ab +3a 6a,b 4a36 de 2ab 7b+-‘ia‘b

8. Effectuez :
1) 3a?bc? (4adbc® — Sabdc + 2a’c)
2) 3a%y (4a® — Ty — 297)

2 9 3 6 2
3) —3 o (— @ + o — ooy + oY)
4) 3zmyntl (— paBm-1 _ Jpmid y2n-3 | gyn-1)
6) (8a% — Ta?y + bay® — yB) (— day?)
6) (2,8 a%bc® — 0,17 ab? + 5,12a%b%3) (2,1 ab%c3)
1 3 4 1 10
0 (got+ gor —5= +507) (-5 07)

8) (5zm+3 yzn—s —_ 2x2m—4 y”+4 + 3zm—3 y31l+5) . 2‘”6-1” y3ﬂ-4

9. Effectuez :
1) (22 — B + 322) (2 — 2 + 322)
2) (a® — 32y + 322 — %) (= + ¥)
3) (62 + 2 — 3z + 23) (2 — 4z — 3)
4) (— 3ab + Tb® 4 5a?) (4ab — 2a® — b2)
5) (bat — 30 + 222 — 1) (22 + 656 — 3)
6) (x — 325 4 223 4 5) (32® — bz + 2)

7) (gaa + 3ab—gbz) (2bz—ab—“2f)

8) (3x% — bay® — 28 — aty? + dg) (2ay? — 33+59° — 2%y)
3 2 1 2 2 3 1

0 (Ge—fu g —a) o — 5o +5)

10) (22 + 3) (— 3z 4 2) (42 — 1)

11) (322 — 4z + 2)(— 2 + 22 — 1) (222 —a — 2)
12) (2 — 32%y + 2°) (2% — 3zy? — ¢) (32° + 2y* — 2a%)
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10. E(z) est ’ensemble de tous les polynémes en z.
Vérifiez si: 1) E(z), + est un groupe.
2) E(z), . est un groupe.
3) E(z), +, . est un champ.

11. Déterminez a, b, ¢ et d pour que les polynémes suivants soient
égaux :
(@ + 3) 28 — (5b — 2) 2%y + (¢ — 3¢) 2y — (6 —d) y° et
(20— 7) 28 — (2b + 7) @y — (¢ + 5) 2y? + (44 — 3) y°
Ecrivez les polynémes.

12. Effectuez :

1) (6a2 — 8a + 5) — [(8a® + 5) — (302 — 8a — 1)]

2) 7at — [3a% — (4a8 — Ta)] + (3a% —ba + 2)—[(3a4—da) +
(202 — 3a — 2)]

8) [(3z%y — Tay?) —4a®]—[by®—(Tay® —3zty)] — [(2°—22%)
— (448 + 329%)]

4) 522 (3z + 2) — 228 (# — 6z — 7) + bz (x* + 22 — 1)

5) z (x + y —2) — 2y (3z — by + 22) + 32 (22 — 3y — 2)

6) 3a% (202 — 3ab + 4b?) — 2ab? (— 3a? | Gab — 2b?)
— 4a?h? (2a — 3b)

7) (822 — Tx + 2) (x + 3) — (3z — 1) (422 —z + 2)

8) (z +y—2) (@ +9) + (x—y+2) (& +2) + (y+2—2) (y+2)

9) (22 — 3y) (#3 — by + 3y?) — (5y® — ey — 32%) 3z + 2y)

10) [(16a4b% — 27a%b3 + 9a%h?) : (— 3ab?)].(6a? — 3ab + Tb?)

13. Effectuez :
1) (15¢3b2 — 20a5h% — 40a%3) : 5a%h?
2) (— 9a5b7¢3 4 5a%bict — 12a7b%¢5) : (— 6a’h28)
1 2 1
3) (— 3252 — 2oty s (—Z g8
) (— 3t — Layp 4 vy« (—3 o)
4) (2x5yB24 — dartytz5 — 8adyb28) 1 2 iyt

3 5 1 2
5) (2 utbd — Z a7h6 — - afh® — - a4d? ) : (— 30a2b®
)(7ab 8 b 1 b3 5a4b) (— 30a2b3)

8) (Bztyt — 3,655 + 0,122%5) : 1,223
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14. Mettez les facteurs communs en évidence.
1) 24y3 — a8y4
2) 28a%4 — 21a%b®
3) 3a"bc® + 5a3bcd
4) 16a7 — 20a8 + 8a5
5) 9a1b? — 12a2h% — 16a8h’
6) % aByz® + 1_85 xByTz5 — i_:xsyzzs
7) 2508 — 20a7b8 4 504565 — 45a2h
8) 3gmtzym | B mymt3 '
9) dzmiBym+l L Sunidym+3 _ ] 2pn—lym+a
10) z(y + 1) —3( + 1)
) a@+y)+bE+y)—c(z+y)
12) a(z —y)—bx—y)—c(y—2)
13) 3 (2a —b) (4x — 5) — (22 + 1) (b — 2a)
14) 2a (@ — b) — (@ — b)?
15) (x—3)(x —1) —(x —3) 4+ 2 (x — 3)2
16) (22 4+ y) —a(2x + y) — (22 + y)?
17) (x—2y) (@ —b) — (b —a) (2z 4 y)



CHAPITRE XXIX
IDENTITES REMARQUABLES

De la méme fagon que dans Pensemble Q, on a dans R :

(@ + b) (@ — b) = a2 — b2

(@ + b)2 = a2 + 2ab + b2

(@ 4 b)3 = a3 4 3a2b + 3ab? + b3

@+bdb+c+...2=a2+b24c+ ... + 2ab + 2ac + ...
+ 2bc + ... + ...

(x+a)(z+b) =2+ (a + b)z + ab

Ces identités se présentent tellement souvent en mathématique,
qu’il est indispensable de les mémoriser.

Exemples :
I (24 y)(2w—y) = 4o — 32
(— 2xy 4 322) (— 2xy — 32%) = da?y? — 022
(2a+b+-5¢) (2a+b—5¢) = [(2e+b)+5¢] [(2a+b)—5¢]
= (2a+b)2—25c2
= 4a?+4ab+b2—25¢2
(22 — 322 — 5z + 4) (228 + 322 — bz — 4)
= [(2a8 — bz) — (322 — 4)] [(223 — 5x) + (322 — 4)]
= (223 — 52)2 — (322 — 4)2
= 428 — 2024 + 2522 — 924 + 2422 — 16
= 428 — 2924 4 4922 — 16
II (97 4 5y)2 == 81z% + 90zy + 252
(— 2a + 4bc)? = 4a% — 16abc |+ 16b2?

IIT (22 + y)® = 823 + 122% + 6ay® + 3
' (—2a — 3b)® = — 843 — 36a% — 54ab® — 27b3
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IV (2z + 3y — 4z + u)? = 4a2 + Oy2 + 1622 4 w? + 12xy
— 162z + 4ru — 24yz + 6yu — 8zu
V @—3)(x+4)=224+2—12
(40bc + 3) (4abc — 5) = 16a2b%2 — 8abc — 15
(@ + 2b 4 8¢) (@ + 2b — 3¢)
= [(@ + 2b) + 8¢] [(@ + 2b) — 3¢]
= (@ + 2b)2 + 5¢c (a + 2b) — 24¢c
— a? 4 dab + 4b2 + bac + 10bc — 24¢?
@+ 2+ 9@ 0+ 3)
= [(@® + 3) + 23] [(2* + 3) — 52]
= (28 4 3)2 — 3z (22 + 3) — 1022
= a2 4 622 4 9 — 328 — 92 — 10a2
=22 —328 —4x2—9x 4 9

Exercices

I (@ + b) (@ — b) = a® — b
1. Caloulez :
1) (@6 —4)(@+4) 10) G+ 2a)(5—-a)
2) (b2 — 1) (62 + 1) . 73 27 .
Hot+ao—ew (et o) (Ca—30)
4) (3z + 2y) (3z — 29) ] s . 5
5) (42 —y) (42 + ¥) 12) (53’2!/—6332/2) <§x2y+éxy2)

6) (Ba?b — 2¢) (6a?b + 2¢) 13) (0,40 — 3,2b) (0,42 + 3,2b)

7) (3atbed—bay®) (3a%c®  14) (4/3z + V/5y) (V3z— V5Y)
+599%)  16) (34/2 6—20/70) (3V2a+2V/T)

8) (as _— 7b80) (a3 + 7630) 16) (22?"' + 3yn) (2xm — 3yn)

3 3 17) (3zm+2 — dgyn-3) (3zm+2 + dyn~9)
9)|-z— - 2
) (4:: 2) (41: + ) 18) (2a¢m+1p—2,1ab™) (2a™+1b - 2,1ab™)
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1) (—a—2b) (—a + 2b)  5) (38— 5b) (b + 3a)
2) (—a? + 5) (— a% — b) 1 23\ 2 1
3) (8 — 3abc) (3ab2c + 8) 6)< 2“+3b)( ke 2“)

4) (4 — 3a) (3a + 4)

. Caleculez :

7) (— 0,6 + 1,22) (0,5 + 1,27)

1) (z —2)x + 2) («* + 4)

2) (3z + 2y) (3z — 2y) (922 + 4y?)

3) (3a — 5b2c) (3a + bb2c) (9a2 4 26b%c?)

4) (@ + b) (@ —b) (a® + b2) (a? + bY)

5) (¢ —1) (@ + 1) (@® + 1) (& + 1) (2* + 1)

. Caleculez :

1) 20 x 31
2) 58 X 62

. Calculez :

1) (z —y)

2) (z + 3)2

3) (1—yp

4) (2a + b

5) (3= — 2y)?

8) (4a — 5b)?

7) (— ba + 3b)z
8) (6z — 5)2

o (o)

I1.

3) 36 x 44
4) 45 X b6

(e + b)2 = a2 + 2ab + b2

15) ny — 2x2y)2

11
16) (———gx—éxz )
17) (V32— Ve yp
18) (2V/2z + 3 V6 y)2
19) (0,3% — 0,5y)?
' 20) (2,50 + 1,5b)2
21) (3™ + Syn)?
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10) (— 3z — Ty)2 22) (2zm — 3yn)2
11) (5a2b — Tc)? 23) (2zm+l — Zyn+2)
12) (3ay + 42)° 24) (g — dzmio)e
13) (4z2yz + Txy?)? 25) (dw2m+d | Qpm-2)2
14) (2a3b2c — 5ab2c3)? 26) (am+1pm — 4am-1p)2
2. Calculez :
1) 812 3) 128 5) 722 7) 232  9) 1022
2) 39 4) 492 6) 582 8) 672 10) 882
3. Caleulez :
)@+b—c)@+bd+c)
2) (@—b—c)(@a+b+c)
3)(a—b+c)(a+b—c¢c)
4) (2¢ — 3b + 5¢) (2a + 3b 4+ 5¢)
5) (22 —az 4+ 1) (2 + 2z —1)
6) (222 — 32y + 5y2) (6542 4+ 3zy — 22?)
Ne@e+b—c+d)(a—b+c+d)
8)(@a+b+c+d)(a+b—c—d)
9 (e—b—c—ad)y@a+bdb+c—d)
10) (a3 + 3a2 — 2a + 5) (a® + 3a? + 2a¢ — 6)
11) (2a3 — a2 — Ta — 3) (2a3 + a? + Ta — 3)
12) (a3 + 22 —2—1) (22 — 2 — 2 —1)
4. Calculez :
1) (@ + 9P (z—y)
2) (22 — 5y)* (22 + by)?
3) (4y — 3)% (4y + 3)?
II1. (@ + b)3 = a3 + 3a% 4 3ab% 4 b3
1. Calculez :

12
1) @+18 6) (@—>b)3® 11) (—a—b)® 16) (éa—
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2) @+2F T (@—4p  12) (—at+bp  17) (4a2 + %b2)8
3) (342 8 (5a— 2P 13) (—4z+3y)  18) (0,2ay—0,32
4) (Ba-+2bP 9) (dab—c)p  14) (—3a+5b  19) (zm + 2yn)?

5) (5a+-3b)° 10) (2ab — 3ac)® 15) (202%—3c%)8  20) (am+2—pn+1)p

2.

1.

2.

Calculez :

)@+ yPE—ypR

2) (@ + 3P (@a—3)®

3) (2x — 3y)3 (2= + 3y)®

IV. (@ + b+ c)2=a?+ b2 + c® + 2ab + 2ac + 2bc

Calculez :

1) (@ —0b + c)? 8)Y(e+b—c—d)p

2) (—a+b—c)p 9) (@a—b—c+d)2

3) (3a + 2b — b5c)2 10) (— 2a¢ + 5b + 3¢ — 4d)?

4) (22 — 4y — T2)? 11) (@ +b—c + d —ep

b5) (5axy — 3wz + 4yz)? 12) (403 — 6a2 + @ — 3)?

8) (222 — 3z + 1)2 13) (22 + 3y — 22+ 3u — 20+ 3w)?
1 1\2 2 1 2 2

(g2 — — Z Syt gy — -

)< “ 2x+3) 14)(:>,""+2”’y 5"’2)

Caloulez :

D@e+bdb—c+d)(ea+b—c—d)

2) (208 — 3a® + a— 1) (2a% + 302 —a + 1)
3) (2 — 3a2 4 2x —4) (— a3 + 322 4 20— 4)
4) @+ yr=[x+yrPP=

6) (z —y)*

6) (@ + b)8 = [(a + b2 =

7) (e —b)8
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V. @+a)(x+0) =22+ (a+b)x+ab

1. Calculez :
1) @ + 6) (z —2) 10) (z + 2,18) (z — 1,07)
2) (z + 8) (z + 3) 11) (= + 4a) (z — 9a)
3) (x—17) (x + 3) 21) (6z — Ty) (62 + 3y)
4) (x —10) (z —17) 13) (4 — ba) (4 + Ta)
5) (66 + 3) (5¢ — 9) 2 2
6) (dab — 5) (dab — 1) lﬂgx_&agx—&)
7) (22— 9) (22 — 4) 2 1\/2 3
8)< __)(x+§) 19 (E”+Z)(B"“§)
2 2 16) (32% — 7a?) (32 + 5a?)
5 3 17) (9 — 2) (3 — )
9) (2“ _5) (2“ + B) 18) (3z + 2a) (3z — 3b)
2. Calculez :

)@+y—582)(x+y+ 32)

2) (z— by + 22) (v — 3y + 22)
3) (52 — 3y + T2) (bz — 3y — 32)
4) (2a — 3b — 2¢) (Ta — 3b — 2¢)
5) (522 — Tz + 4) (522 — 3z + 4)
6) (322 + 2z — 8) (322 + 22 — 2)

3. Révision.

1) 3(x—2)(z + 2) 4+ 5(x—3)2
2)(z+4)(x—3)—2(x—2)2

3) @ —1)(z—2) +(z—2)(z + 4)—3(z + 2)°
4) 3z — 4)(3z + 1) + 2 (= + 2)2

6) 6 (22— 3z + 1)2— 7 (22 —2)2 4 3 (22 4 1)2
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4. Résolvez dans R :
1) (x4 22— (22 —382 +3(—12=0
2) (x4 6)(x—6)=(2+2)(2—2)+2(+3)?
) (x4 12+ (x—6)2=2(x—38)(z+ 3)
4) (@ — 22+ (z—32 =2( + 5)(x + 1) — 40
5) (w+ 62 = (x—2) (z—3)



CrAPITRE XXX

DIVISION D'UN POLYNOME PAR LE BINOME x —a

I. METHODE GENERALE

1. Division exacte

xrx—2
r2—dx 4+ 5
323 — 622
—4x2 4 82
S5z —10

323 — 1022 + 13z — 10
Puisque (2 — 2) (322 — 42 + 5) = 328 — 1022 4 13z — 10
on a aussi (328 — 1022 + 132 — 10) : (z — 2) = 32% — 4z + 5.
Posons 328 — 1022 4+ 132 — 10 = P (z)
ot 322 —4x + 5 = Q ()
Alors P (z) : (x —2) = Q (2).
Calculons Q (z) connaissant P(z) et x — 2.
Le mode opératoire se déduit de la multiplication Q (z).(x — 2).

1. Le 1er terme de P (z) 1. Le I°T terme de Q (x)
= le 1er terme de Q(z) . = = le I°T terme de P(z) : x
= 322 . x =328 : 2
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2. De P (x), soustrayons le produit 322 (z — 2) = 328 — 622,
Nous trouvons le produit P; (z) de « — 2 par les autres termes

—dx + 5 de Q(2).
Pya) = (x — 2) (— 4z + 5) = — 4a? + 13z — 10.
Le 1er terme de Py(x) 2. Le 2¢ terme de Q (%)
= le 2¢ terme de Q(z) . = le 1eT terme de Pa(z) : @
=—dz.2 =—42?:
3. De P, (z), soustrayons le produit — 4 (x — 2) = — 422 + 8.

Nous trouvons le produit Pz (¢) de 2 — 2 par le dernier terme
5 de Q ().
Paz) =(z—2).6=5x—10

Le 1er terme de Py(z) 3. Le 3¢ terme de Q(z)

= le 3¢ terme de Q(x) . 2 = le 1¢T terme de Py(x) : «
=5.x =br: 2z

= bz =94

4. De P;(z), soustrayons le produit 5 (x — 2) = 5z — 10.
La différence = 0.

Qz)=32— 4L+ 5

Disposition pratique :

Plx) = 343— 10224 132 —10 | 2 —2
— 323 4+ 6a2
322 —dx + 5 = Q(x)
Pi(z) =— 4a2 + 18z — 10
+ 42— 8z
Py(z) = 5r — 10

— bz 4+ 10

0
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Régle : Pour diviser un polynéme P(z), ordonné par rapport aux
puissances décroissantes de z, par le binéme z —a :

1. On divise le premier terme de P (z) par z; on obtient ainsi le
premier terme du quotient Q (z).

2. On multiplie ce premier terme par  — @ et on retranche le
produit du dividende P (); on obtient le premier reste partiel.

3. On opére sur le premier reste partiel et sur les suivants comme
on a opéré sur le dividende. Le dernier reste est nul.

Ezemples :
a4 — 223 — 622 — dx+ 39 |2—3
—at } 323
23 + 22 — 3z —13
a8 — 622 — dx + 39
— 28 + 322
— 322 — 4z 4 39
+ 322 — 92
— 132 + 39
+ 132 — 39
0

323 — 5224 6x 4656 |2+ 2
— 823 — @22

322 — 11z -+ 28

— 1122 4- 6z + 56
+ 1122 + 222

28z + 56
— 282 — 56

0
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423 4+ 2—260 [z—4
— 428 4 1622
422 4- 16z - 65
1622 4 =z — 260
— 1622 + 64z
652 — 260
— 652 + 260
0
Remarque :

Dans la division exacte d’un polyndéme P(z) par z —a, on a :

P(2)=(z—a). Q)

2. La division ne s’effectue pas exactement

323 — Ha2+ dx— 1 ([2—4

— 328 4 1222
—| 322 4 Tx 4 32
722 + dx— 1
— 722 4 28x
2z — 1
— 322 + 128

127

On opére comme on a opéré dans la division exacte jusqu’a ce
que l'on obtienne un reste ne comportant plus de terme en z.

Remarque :

En appelant r le reste de la division d’'un polynéme P (z) par
r—a,0ona:

P)=(@—a). Q@)+ r

Q (z) est appelé quotient partiel.
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II. METHODE DE HORNER
1. Reste de la division

En remplagant z par @ dans P(z) = (x—a).Q (z) + 7,

on obtient :
P@)=(@—a).Q(@) +r
P@)=0.Q(@)+r
P@)=r

Le reste de la division d’un polynéme P (z) par le binéme z — a

est égal & la valeur numérique P (@) du polynéme pour z = a.
@ est la valeur de 2 qui annule le diviseur.

Exemples :

1) (32® — 1022 + 132 — 10) : (z — 2)
r=23.20—10.22413.2—10
=3.8—10.4413.2—10
=24—40 426 —10

=0

2) (328 — 522 - dx—1): (x—4)
r=3.43—5.424+4.4—1
=3.64—5.164+4.4—1
=192—804 16 —1
= 127

3) (524 — 1648 + b22 — 2 + 4) : (z + 3)
r=5(—3)2—16(—3) + 5(— 32— (—3) + 4
=5.81—16(—27) +6.9—(—3) + 4
= 405 + 432 + 46 + 3 + 4
= 889

2, Caractére de divisibilité par x — a

Un polyndme est divisible par 2 — &, quand le reste de la division
est nul.

Deés lors,! un polynéme P (x) est divisible par x — a, & condition
que sa valeur numérique P (@) soit nulle pour z = a.
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Exemple :

x4 — 228 — 622 — 4= + 39 est divisible par x — 3, car :
P(8)=r=23—2.3—6.3—74.3+39
=81—2.27—6.9—4.34 39
= 81 — 64 — 54— 12'+ 39
=0

Loi de formation du quotient
Le quotient Q (z) de la division d’un polynéme P (), de degré m,

par le bindme z — @ est un polynéme de degré m — 1. Il suffit
d’en déterminer les coefficients.

pxitq3tredtsz+t |z —a

P23 + (pa+-q)a? + (ua+r)z + (va+s)
(pa+q)ad+ra?+sz+-t I T w
— o a3 + uax?
(ua~+r)z2+sx+4-
— v 22+}vax

(va+s8)x+-¢
—w z-+wa
wa-{-t

Les coefficients du quotient Q(z) de la division d’un polynéme
complet ordonné P(z), par le binéme » — a, sont :

1. Le ler coefficient de P(x).
2. Le ler coefficient de Q(x) . @ + le 2¢ coefficient de P(x).
3. Le 2¢ coefficient de Q(x) . @ + le 3¢ coefficient de P(z).

4. Le 3¢ coefficient de Q(z).a + le 4¢ coefficient de P(z):
eto...
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Le reste de la division s’obtient en multipliant le dernier coefii-
cient de Q () par a et en ajoutant au produit le dernier coefficient
de P (z).

Disposition pratique :

P q r 8 ¢ o
pa w Ve we

pa+tq wetr va-ts (wa-+t) = reste

S P

% v w
Exemples :
1) (22 — 528 — 822 + 162—3) : (x — 3)
2 —5 —8 416 —3
3
6 3 —15 3
2 1 —5 1 (0) = reste
Q(z) = 22® + 22 — 5z + 1
Reste = 0

Appliquons, & titre de vérification, la loi du reste.
r=2.3"—-5.33—8.324+16.3—3
=2,8—5.27—8.9+16.3—3
=162—135—172 4 48— 3

=0
2) (4% — 328 + 2242 + 52— 6) : (x —2)
4 —3 2 5 —6
2
8 10 24 58
4 3 12 29 (62) = reste
Q(z) = 428 4 522 4 122 4 29

Reste = 52

Vérification :r =4 .24—3 .28 4 2,.22__.5.2—6
=4.16—3.84+2.44+5.2—86
=64—244+-8-4+10—6 ’
= 52
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3) (35 —2204 38 —22+2z—T): (2 +4)

3 —2 3 —2 1 —17
—4
—12 56 — 236 962 — 3812
3 — 14 59 — 238 953 (— 3 819)=reste

Q) = 3x* — 143 + 5922 — 238z + 953

Reste = — 3 819

Vérification :

P = 3(—4)5 — 2 (—4) + B(—4)P —2(—4)2 + (—4) —7
= 3 (—1024) —2. 256 + 3(—64)—2.16—4—7
=—3072—512—192—32—4—17

= — 3 819
4) (Bt —22+1): (x4 1)
3 0 0 —2 1
—1
—3 3 —3 b
3 —3 3 —b (6) = reste
Q) =328 — 322 + 3z — 5
Reste = 6

Vérification : r = 8 (—1)*—2(—1) + 1
=3.1—2(—1)+1

=3+2+1
=6
6) (323 — 422 + 62) : (x —2)
3 —4 6 0
2
6 4 20
3 2 10 (20) = reste

Q(z) = 323 + 2x 4 10
Reste = 20
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Vérification : r =3.28—4 .22 4 6.2
=38.8—4.446.2
=24 — 16 4 12
= 20

6) 3z 4 523 — 2% 4 82— 6): (v + 2)

3 5 —2 8 — 6 |
—2
—6 2 0 — 16
3 —1 0 8 (—22) = reste
Q(z) = 328 — 122 4 Oz + 8
=323 —22 4 8
Reste = — 22

Vérification: r = 3 (—2)% 4 5 (—2)8 — 2 (—2)2 + 8 (—2)—6

=3.16+5(—8)—2.4 + 8(—2) —6
=48 —40—8—16—6

= — 22
2
7) (6x3—16x2—a:+13):( —5)
6 — 16 —1 13 2
4 —8 —6 3
6 —12 —9 {7) = reste
Q(x) = 622 — 122 — 9
Reste = 17

2\3 2\2
Vérification : 7 = 6 (3) — 16(5) —3 413

=6 -§-—l6 §_§+13
27 9 3
16 64 6 117

=9 9 s w
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Exercices

1. Effectuez les divisions exactes suivantes :

a) par la méthode générale,
b) par la méthode de Horner.
1) (a8 — da® — 11z + 30) : (z + 3)
2) (223 — T2 — 75) : (x — B)
3) (— 83244 Tad —2x—4) : (zx—2)
4) (dx — 522 + 228 —21) : (z — 3)
5) (x4 — 16 — 1522) : (z + 4)
6) (325 —3 —dat—3x + Ta?) : (x+ 1)

) (4m§+8x2—7x+ 1) : ( —;)

2. Eﬁ'eciuéz les divisions suivantes :

a) par la méthode générale,
b) par la méthode de Horner.
1) (@3 — 222 —3x—2): (x—1)
2) (8z — 20 + 5x4 + 32°) : (z + 3)
3) (226 — 324 4 92— 6) : (z + 2)
4) (6t — 428 + 522 + 7 — 37) : (x — 2)
5) (25— 622 4 4) : (z + 2)
6) 8zt — 17 4 8z — Tad) : (x — 4)

7) (624 — T2 + 92% — 2z —8) : (x-{—%)

3. Calculez directement le reste des divisions suivantes :

1) (24 —a3 4 2 4 6 —Ta?) : (x — 3)
2) (623 — T22 —8 + 3z) : (z + 5)

3) (627 —3x5 + Ta8 + 22 —6) : (x + 1)
4) (5ot — 723 4 222 —3x 4 6) : (x—1)
5) (—a® 4+ 172+ 4) : (z + 4)

6) (225 — 324 — 6 + Tz) : (x — 2)

307
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4. Caloulez le reste:
1) (328 — 822 - 65— T7) : (x — 1)
2) (625 — 3x4 + 228 + 522 — T — 3) : (x— 1)
3) (axt 4+ ba8 4 ca? +dxr + ) : (z—1)
Le reste de la division d’'un polynéme P(z) par z — 1 égale...
Quand un polyndme P(x) est-il divisible par z — 1?

8. Déterminez directement le reste :
1) (723 —b22 — 9z 4 3) : (z + 1)
2) (228 + 85 — 328 | 522 —6) : (z 4 1)
3) (axt -+ ba8 +ca2+dr 4 e): (z+4 1)
Le reste de la division d’un polynéme P(z) par x 4 1 égale...
Quand un polynéme P (z) est-il divisible par = 4 1%

8. Pour quelle valeur de a, les divisions suivantes s’effectuent-elles
exactement ?
1) (422 — 32z 4 @) : (x 4 5)
2) (28 — 822 + az — 12) : (z — 1)
3) (a5 +ax2—4): (z + 2)
4) (vt + a2® + 322 + az + 2) : (z —2)
6) (2aa3 — T2% 4 Sax — 6) : (= + 3)
Remplacez a par la valeur trouvée et effectuez les divisions.

7. Trouvez la valeur de & pour que le reste de la division :

1) (— 322 4 ax —13) : (x 1 4) goit = —33
2) (24 + ax3 4 622  dx — 2) : (x — 2) r= 6
3) (225 + a2 — Tz + 4) : (xz + 2) r = — b8
4) (224 + 3ax® 4 1222 - ax 4 2) : (x + 1) r= 28
B[t +(a+ 1) +at +Te+(@a—1)]: (z—3) r= 2

Remplacez a par la valeur trouvée et effectuez les divisions.

8. Déterminez la valeur de e pour que les divisions suiventes admet-
tent le méme reste:
(228 4 ax? 4 3z 4 a) : (x—3)
(az® + 3922 + ax + 62) : (2 + 3)
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9. Déterminez la valeur de @ pour que les divisions suivantes ad-
mettent des restes opposés :
(628 + aa® — Tz + 3) : (& + 2)
(224 — 328 + aa? — dx —9) : (z —2)



1.

CrAPITRE XXXI
DECOMPOSITION&EN FACTEURS

Notion

La simplification des fractions et la résolution des équations
demandent qu’on sache transformer un polynéme en un produit
de facteurs.

Cette opération est appelée décomposition en facteurs ou facto-
risation.

Mise en évidence des facteurs communs

Lorsque tous les termes d’un polynéme renferment des facteurs
communs, on commence toujours par les mettre en évidence.

Exemples :

1) da?y + 8ay? = day (z + 2y)

2) Ta3b% — bab%c? 4 68a2bc® = abc (Ta2b — 5b2%c - 6ac?)

az+y +d@+y)=@@+y)(a+0b)

4) (z—y)e — (y—2)b = (z—y)a + (z—y)b = (z—y) (a+b)
6) a(p+9) —» —q = a(p+9) — (p+9) = (p+9) (a—1)

Décomposition d'un bindme, différence de deux carrés

a2 —b2 = (a+ b)(a —b)

Exemples :
HR—p=@+y)(z—y)
o
z oy
2) 1602 — 9b% = (4a + 3b) (42 — 3b)
+ }

da 3b
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) B—z=2z(2—1)==z(x+ 1)(z—1)

Vool
x 1
4) (3¢ — 2)2 — 4b2 = [(3a — 2) + 2b] [(3a — 2) — 2b]
i) } = (8¢ —2 4 2b)(3a — 2 — 2b)

3¢a—2 2 = (3¢ + 2b—2)(3a — 26— 2)

5) (2a-+b)2 — (a—3b)% = [(2a+B) -+ (a—3b)] [(26-+b) — (a—3b)]
] } =(2e¢+b+a—3b)(2a +b—a -+ 3b)
2a-+b a—3b = (3a — 2b) (& + 4b)

. Décomposition d'un trinme, carré parfait d’'un binéme

a® + 2ab + b2 = (a + b2

4 2
{ +
1
a -
2
1
2.a.-
2
=a

3) 3622y — B6ay® + 99 = 9y (428 - day + ?) = By (22 L g2
; l f
2% Y

2.2z.y
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5. Décomposition du trindme x2 4- (a 4 b)x 4 ab

2+ (e+bx+ab=(zx+a)x+Dd)

Exemples :
1) 224+ 6z +8 =(z+2)(zx+4)
2+4 2.4
2) a2 —3z +2 =(=z—2)(z—1)
e S e

3) 22 4+ 7=z —8 =@4+8)(@—1)
S+ (=1 8.(4)
4) 8a%y — 242y — 32y = 8y (x®—3x —4) = 8y(z—4) (z+1)
—d+1 (—4).1

6. Décomposition d’'un quadrindme, cube parfait d'un binéme

a3 + 3a2b + 3ab? 4 b3 = (a 4 b)3

Exemples :

1) 8a® + 12a2b | 6ab2 + b® = (2a + b)®
{ ' l {
2a b
3.2a.b2
= 6ab?
3.(2a)2.b
= 12a%
2) — 64a8 4 1442% — 108xzy? + 27y° = (—dz + 3y)8
¥ ¥
— 4z 3y
3 (— 4x).(3y)?
= — 108 zy?
3(—4x)2.3y
= 144 2%
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x 1
3) 12628y — 7522 + 16 - — —
) y

22 x 1 1
= 12523 — 76 15———)= (5 —_)a
y( y+ v ¥ v\ Y.
} i
5z __1
y
12
0. 5s(—)
i}
=152
| y?
5. eap . (1)
Y
xa
Yy

7. Décomposition d'un polynéme, carré parfait d’'un poly-
ndéme

a? + b2 4 2 4 ... + 2ab + 2ac + 2bc + ... = (@+b+c+...)2

Bxemples :

1) 22 4 32 + 22 + 22y + 222 + 2y2 = (x4-y+2)?
ISR |
T Yy =z

2) 422 + 12zy — dxz + 9y% — 6yz - 22 = (224-3y—=)?
i ¥ ¥
2z 3y ]

3) 1848 4 2ac? + 48a2d — 16acd + 32abd — 8abc — 12a%c +-
240%b - 8ab? + 32ad?
= 2a (9a2 4 c? + 24ad — 8cd + 16bd — 4be

l 1 — 8ac + 12ab + 4% + 16d2)
2 {
3a c 2b 4d

= 2a (3a 4 2b —c - 4d)?
Attention aux signes des doubles produits !
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8. Décomposition par groupements, par décomposition de
certains termes ou par addition et soustraction d'une
méme quantité

A. Par groupements
Exemples :
1) 3ab — 6ac 4 4b2 — 8bc
= (3ab — 6ac) + (4b2 — 8bc)
= 3a (b — 2¢) + 4b (b — 2¢)
= (b — 2¢) (3a + 4b)

2) 24zy — 16z + 6y — 4
= (24zy — 162) + (6y — 4)
=82 (3y—2) +2(3y—2)
= (3y—2) (82 + 2)

3) a2 + 2zy + y2 —22
= (2% + 2wy + y?) — 22
=@+yP—=2
=@+y+2)(z+y—2)

4) — ath — 2a2h3 — b6 +- bet
= b (— — a4 2a2h2 — b4 4 ¢)
= b [t — (a% + 2a%b2 + bY)]
= b ot — (® + b)e]
= b (c® + a? + b2) (c2 — a® — b?)

B. Par décomposition d’un terme
Exemples :

1) 24 + 2y + 48 = 2t + 2% 4 g — oty
= (2 + 2024 + 99) — ooyt
= (& + yi)p — o
= (@ + y* + zy?) (& + y* — @)

2) 3a2 4 8¢ {4 = 3a% + 6a 4 22 4 4
= (3a® + 6a) + (2¢ + 4)
=3a(a+2) + 2(a + 2)
= (e + 2)(3a + 2)
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C. Por addition et soustraction d’'un terme
Eazemples :

1) oyt + 4 = aiyt 4 408 + 4 — da¥yp?

= (wty? + oy + 4) — day?

= (x%y? + 2)° — da?y?

= (222 + 2 + 2xy) (222 + 2 — 22y)

= (22 + 2y + 2) (a%? — 22y + 2)
2) 40t + 1 = dat + 4a? + 1 — 4a?

= (40t + 4a? + 1) — 4a?

= (202 + 1)2 — da?

= (2¢2 4 1 4 2¢) (242 + 1 — 24)

= (202 + 2a + 1) (2a® — 2a + 1)

9. Décomposition par division par x —a

P) = (z—a) . Q)

Exemples :

1) P(z) =28 — 222 — 92 + 18
Le dernier coefficient 18 est divisible par 1, — 1, 2, — 2, 3,
—3,6,—6,9, —9,18, —18
P (z) pourrait &tre divisible par :
z—1, z4+1, x2—2, 24+ 2, x—3, 2+ 3, x—6, x4 6,
x—9,z4 9, x— 18, z 4 18.
Vérifions le reste :
division par x —1:
r=18—-2,12—9,14+18=1—2—9418=<38
P (x) n’est pas divisible par x — 1

division par ¢ 4+ 1 :
r=(—1B8—2(—12—9(—1)4 18 = 24
P () n’est pas divisible pai' z 4 1.
M. I — 11
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division par z — 2 :
r=28—2,2—9,2418=8—8—18-}18=0
P (z) est divisible par t — 2 > P (z) = (x —2). Q (2)

Déterminons Q () :
1 —2 —9 18 9
2 0 —18
1 0 —9 (0) = reste
Qx)=1.224+0.2—9
=22—9

. Donc 23 — 222 — 92 + 18 = (x — 2) (22— 9)
=(x—2)(x+ 3)(x—3)
2) P(x) = 23 + 622 + 5z — 12
Les diviseurs possibles sont 2 — 1, 2 4+ 1, z — 2, 2 4 2,
r—3%z+3,z2—4x+4,2—86,2+ 6,2+ 12,2— 12
Vérifions le reste :
division par & —1:
r=184+6.124+5.1—12=1+4+6+45—12=0
P (z) est divisible par x — 1 P (z) = (2 — 1).Q (2)
Déterminons Q () :

1 6 5 —12 |
1 7 12
1 7 12 (0) = reste

Qx) =22+ Tx + 12
Dono 23 + 622 + bx — 12 = (x — 1) (22 4 Tz 4 12)
443 4.3
=(@—1)(z+ 4)(z + 3)
Exercices

1. Mise en évidence des facteurs communs :
1) 3zy + 622
2) Bx?y — 10zy2 — 202y
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3) 324 — 728 4+ 922

4) Bady + 125 zy®

5) 3ma? 4 9my? — 12mz2

6) 36a4b5 — 60a3b2

7) a(z + y) + bz + ¥)

8) 5(2a — 3b) — 2z (2¢ — 3b)

9) (@ + bz +(a+bdy—(e+ b
10) (32—1) (@+2) -+ (3z—1) (2y—4)
11) (@ + )% (a —b) — (@ + b) (@ — b)?
12) (3z — 2y)? + (3 — 2y) (52 + 4y)
13) 5z(x + 1)+ 2y(x+ 1) + 2 + 1
14) (4a — 3b) (3¢ + 2b) — 3 (3a + 2b)2
15) a(z — y) + bly — )

16) 322y (@ — 1) — 24 22 (1 — @)
17) (€ — 3) (x + 2) — (x — 3) (x + 5)
18) (& — b) (@ + b) — (@ — b)2

2, Décomposez en facteurs les différences de deux carrés :

1) 922 — 16 2 . 5
2) dx2 — o2 13):,.;37 '—'2'3/
16 A 15) 24 —y4
9 16 4__
4) - x2y2 — — z222 16) @ 1
4 25 17) 24 — 81
5) 4a%y? — 924 18) 962% — 6at

317

6) Loy ls
—3% +9y

7) 9a2 — 64b2c?
8) 72zx%y — 50y%2

9) 24 — y28
10) 24y® — 28
11) 3a2 — 75

12) 1522 — 60y2

19) 2522 — (y — 3)2

20) (x — 1)z — 922

21) 4(z + 1)2 — 1632

22) (52 4 1)2 — (22 — 3)2
23) (32 — 2y)2 — (= + 5y)2
24) 9(2z + 1)2 — 25 (4 — x)?
25) 3622 — (z 4 2)2
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3. Décomposez en facteurs les trindmes carrés parfaits :

9 4 4
1 6ab 2 10) — g2+ —ab 4+ - b2
) 9a + +b _)25a+5 +9b
2) a2 — dxy + 492 11) — 422 — 122y — 9y
2 4
3) 8122 — 902y + 2542 12) g-—gx-i— 4
4) at — 2022 - b4 13) — 20 — 20a — 5a2

5) 9a%2 — 24abzy + 162%2  14) 12¢% — 60a%b2 + 75423

6) 2522 + 160zy2 + 256y4 15) 3622 + 9 + 36z

7) 26 — 4a3y2 + 494 16) 24— 2622 | 169
1
8) 2542 — T0ab + 49b2 17) a2 — 2 a—:;‘
9)1:2:2 1 -i—12 18) 624 — 1222 1 6
16" 67 TaY

4, Décomposez en facteurs les trindmes suivants :

1) a2 4 5a + 4 8) 2x%y — 22zy + 36y

2) a® —6a + 8 9N@e+12—2(e+1)—3
a4+ ax—12 10) 22 + 2zxy — 15y

4) y2— 3y — 10 11) 24— 6a2 + ¢4

5) mt 4 8m + 156 12) a2y — 22y — 24

6) 22 — 5z — 6 13) — a2 4 Tz — 12

7) 822 — 15z — 42 14) — 322 — 15z + 150

5. Décomposez en facteurs les quadrinémes cubes parfaits :

1) a3 + 6a2b + 1202 4 8b3

2) a3 — 922 + 272 — 27

3) 8a® — 36a%b + 54ab® — 27b3

1 1 1 1

AT L i b

5) 125 28 + 15022y + 60xy® + 83

6) dxty + 1228y + 122% + 4y
x? z 1

7) 12528 — 75— + 15 — — —
y e
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8) 1 2 4 1 n 2 . 8

6. Décomposez en facteurs les polyndmes. carrés parfaits :
1) 4a2 4 9b2 + ¢ 4 12ab -+ 4ac + 6bc
2) 9a% — 12ab + 6ac 4 462 — dbc + 2
3) a® 4- b2 + ¢ + d% — 2ab — 2ac -+ 2ad + 2bc — 2bd — 2¢d
4) 92?2 — 24xyz + 4y%2 + 1622 4 16y22 — 122y%
5) 16p? + 48pz + 3622 + 22 — T2¢z + 36g%2 — 48pg — 8px
— 1222 4 12gx
6) a® + b2 4 ¢ — 2ab — 2ac + 2bc
22wy w2y yz 22
4 3 49 6 16

7. Décomposez en facteurs par groupements de termes :
1) a® 4 2ab 4 a + 25
2) a2 — b2 + ac 4 be
3) 2%y? — 2 — 222 | 22
4) 28 —3822 -z —3
5) 5ab — 10ac + 3db — 6dc
6) a® — a2 — ab? { b2
7) ab—ca + db —dc
8) 24ab — 16a + 6b — 4
9) aa? — ay? — 522 - 5y?
10) 423 { 822 — 252 — 50
11) 2a — 8b + 5c — 4a + 6b — 1Uc
12)a®* + a2 +a + 1
13) a3 +a2 —a —1
14) a2 +-ab 4 36— 9
15) 2a% + 5ab — 3ac — 3bc + 5b2 + 2ab
16) 5ma — 3nb - 3na — 5mb
17) az + 3a + 7z + 21
18) 23 — 522 — 22 + 10
19) a® — b2 4 6a — 6b
20) 522 — 45 + 3zy — 9y
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21) 122y —8x + 3y —2

22) a@® — 3ab + 3bc — ac

23) 4a® 4 4ab + b2 —c?

24) 22 — g2 4 2y — 1

25) 4a? + 4b% — 100 — 8ab

26) a2 — y2 — 2yz — 2%

27) 16a% — 952 — 4c? 4 12bc

28) 22 — 22 — 22y 4 ¥ A

29) 922 — 6zy + y2 — 422

30) a2 4 2ab + b2 — 22 | 20y — 2
31)da? + dx +1—y% 4y —4

8. Décomposez en facteurs soit en décomposant soit en ajoutant
et en retranchant un terme :

1) 222 4 6z + 2 12) 5a2b% + 12ab + 7
2) 422 +2—5 13) 23 + 522 — 6
3) 322 + 17z + 10 14) 328 —da® + 1
4) 322 + 22— 8 15) 2% + dx — 5

5) ba2 +z— 6 16) a* - 4

6) 622 4+ 11z + 5 17) z* + 64

7) 622 — llay — 10y2 18) a4 + a®b2 + bt
8) 422 — 162 + 14 19) 24 + 322 + 4
9) 622 +2— 15 20) 4a% 4 16a + 15
10) 222 — 2 —1 21) 24— 622 + 1
11) 422 — 16z + 15 22) a2? 4 day + 392

9. Décomposez en facteurs par division par x —a :

1) 23 —8

2) 23— 222 — 6z + 6

3) 228 — 522 — 23z — 10

4) 3 + 4z + 5

5) 28 — 19z + 30

6) dxd — 423 — 2622 + 2 + 6
7) 24 — 1322 + 36
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8) 6at — 6a3 — 19a2 + 240 — 4
9) 25 — 4zt - 498 — 22 | dx — 4

10. Décomposez en facteurs :

1)a?(a—3)+4(a+1)(e—3)
2) 22 —9 + 5(z + 3)

3) a?(x® — 9y2) — 4b2 (22 — 9y?)
4) (@—1)22 —bz(e—1) 4 6(a—1)
5)at(x—1) +4(1 —ux)

6) (@ +b)2 + 6(a + b) + 9

7) 22 (m + n) — 9 (m + n)

8) 628 — 1222 + 6

9) 522 + ma? — 5b% — mb?
10) 24 — (22 — 1)2
11) 24— 222 4 1



CHAPITRE XXXII

PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR
PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE

1. Plus grand commun diviseur (p.g.c.d.)

A. Le plus grand commun diviseur de plusieurs monémes est le
produit de tous les facteurs communs, chacun étant a,ﬂ’ecté
de son plus petit exposant.

Exemple :
p-g.c.d. (623y2z, — 18x%y822, — 6022y2) = 6222

B. Pour trouver le plus grand commun diviseur de plusieurs

polynémes, on les décompose en facteurs et on effectue le

produit des facteurs communs, chacun étant affecté de son
plus petit exposant.

Ezemple :

pged. |zt 623 4 1322 + 28x 4 12
| 24 4 323 + da? - 62 + 4

(& + 1) (= + 2) J

[22 — 32 4+ 2 }

=pged. |(x+ 1)(z+ 2)2(x—4)
L@ + 1) (z + 2) (22 4 2)
=(r+ 1)(z + 2)

2. Plus petit commun multiple (p.p.c.m.)

A. Le plus petit commun multiple de plusieurs monémes est
égal au produit de tous les facteurs des mon6mes, chacun
étant affecté de son plus grand exposant.

Ezxemple :

p-p.c.m. (6x%y22, — 18x4y322, — 6022y2) = 180x%y8:2
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B. Pour trouver le plus petit commun multiple de plusieurs
polynémes, on les décompose en facteurs et on effectue le
produit de tous les facteurs, chacun étant affecté de son plus

grand exposant.
Exemple :
22 + 32 4 2
p.p.cam. |z 4 628 4 1322 4 282 + 12:l
| 24 - 328 + 422 + 6z + 4

=p.p.cm. | (z + 1) (z + 2)2(z — 4)
[(z + 1) (x + 2) (22 + 2)
==+ 1) + 20 (x —4) («* + 2)

(& + 1) (z + 2) J

Exercices

1. Calculez le p.g.c.d. et le p.p.c.m. de :
1) a®b8c3, a4b5c® et 6adhsct
2) 2%y%2, 23y'u? et zYySu
3) 3ahed, Ta8b? et 5a5h3c?
4) 2523y, T5y%% et 10022
5) 3z%%2, 5252, 9ay%z et 15a%y°
6) 12a2b4, 18a%b3%¢4, 24atb’c et 36a5b5c2
) (x—42 @ +3B(x—2), (®—4p(@r—3)(x—2)B et
(x—4P(z + 3)(z—2)
8) (@—Db)2(a+bp, (a+b20—aP et (a+ b)t(d—a)

2. Calculez le p.g.c.d. et le p.p.c.m. de :
l)a2—1, 24 2a+1 et a2+ a
2) a®b® —adc?, b® —bc? et a?h3 — a2bc?
a2 —4dxr 44, 22—4 et 224+ 2—6
4) 22 —3x —28, 22—2—20 et 22— 12z + 35
b) 8a? —8, 4a3—4 et 6a% + 62— 12
6) 322 — 24x |- 48, 422 —28x 4 48 et 622 — 18z — 24
7) 922 —12x 4 4, 1522 —dx—4 ot 622+ 5z — 6
8) 22 —9y?, 2% —bxy + 6y et 322 — l0xy + 3y2
9) 2t — 822416, 28 —22—8x+12 et 22— 6224122 —8
10) 24428 — 322 — 242, 234222 —zx—2 et a3+ 322 —4



CHaPITRe XXXIII
FORMES FRACTIONNAIRES

1. Notion

Des fractions dont le numérateur et le dénominateur sont des
mondmes ou des polyn6émes, sont appelées formes fractionnaires.

Toutes les propriétés des fractions réelles et les modes opératoires
restent valables pour les formes fractionnaires.

2. Simplification

Regle : 1. Décomposer les deux termes en facteurs.

2. Simplifier.
Ezxemples :
1) 4825422 _ 31‘6‘2
3223y52 2y
2) 2?4+ x—12 _ (z—3) (z1+-4) _z + 4
2 —9 (z—3)(z+3) =z4+3
3) 36—3b  3(a—b) _ 3(a—b)

6b2—6a® 6(b*—a?) —6(a?—b?)
3(a—b) 1
T —6atbla—b)  2(a+D)
3—422—172+4+60 (z—3)(22—a—20)
2—8z+16  (z—3)a—b)
(z—3)(z+-4)(x—5)
= e—3w—o) _°T*

3. Réduction au méme dénominateur

Regle : 1. Si possible, simplifier.
2. Décomposer les dénominateurs en facteurs.
3. Chercher leur p.p.c.m. : ¢’est le dénominateur com-
mun.
4. Adapter les numérateurs.



FORMES FRACTIONNAIRES 325

Exemples :
1. Réduisez au méme dénominateur :
4b 7 ab 6 bc
4b 1
4 @
Tab 7
aSh5  aob?
6bc 2b
3% ab
p-p.c.am. (a2, a%hl, at) = a%ht
Done : ﬁb" -—7— et ﬂs
ashs ’ adht asht

2. Réduisez au méme dénominateur :

22 — 6 322 — 92 of b5x — 156
22 —2x—3 222 —9 a3 4+ ba2 — 9x — 45
2z — 6 2(x — 3) _ 2

#—22—38 (@—3)(+1) z+1
322 — 9z  32(2—3) 3
2—9 (x+3)(@x—3) =z+3

5z — 16 _ 5(z—3)
78+ 522 — 9z — 46 2%(x + 5) — 9(2+5)
. 5(z—3)
 (x+5) (z2—9)
. 5(z—3) _ 5
" (#+5) (z43) (@—3)  (2+5) (z+3)
z 41 ’
p.g.e.d.[z+3 :'=(z+1)(x+3)(x+5)
(z + 5) (z + 3)

Donec :
2(z+-3)(z+5) 3z(z+1)(z+5) of 6(z+1)
(@+1)z+3)(2+5) (z+1)2+3)(z+5) (x+1)(z+-3)(z+5)
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4. Addition

Régle : 1. Réduire les fractions au méme dénominateur.

2. Former la somme des numérateurs en conservant le
dénominateur commun.

3. Simplifier.
Exemples : ‘
zt+y l1l—x 1 _ Ylzty)  3(1—x) y2
Ve tE Ty Tt e
_ Y@ty) + 3(1—=) + 42
3y
zy + 2 + 83— 3z + y?
_ 202 + 2y —3x 4 3
= 357
e+b a—d (@4-b)2 (a—b)2
2) — — + 4=
)a—b + a+b + (@+Dd) (a—b) + (@+b) (a—Db)
4(a2—b2)
(a+b) (a—d)
__ @+ 2ab+-b24-a?—2ab+ b2+ dat—4b?
B (a+b) (a—b)
_ 6a2 — 2b2
 (@4b) (a—b)

5. Soustraction

Régle : 1. Réduire les fractions au méme dénominateur.

2. Former la différence des numérateurs en ¢onservant
le dénominateur commun.

3. Simplifier.
Exemples :

a+b 2a+3b  a(a+b) 4(2a+3b)
4« @ 4 | 4

1)



FORMES FRACTIONNAIRES 327

a(a+-b) — 4(2a-3b)
a? + ab —8a — 12b

3224-22—9  (32—4)(x+2) N 3z24-22—9

2) 3o—4 —

z+2 o z+2 z+2
_ (3e—4)(2+2) — (322+20—9)
z-+2
_ 3x2- 6x—4xr—8—322—22-1-9
z+2
1
= z 4 2
3) a+86 a—3 a*—a—20

a+3 - a—>5 a*—2a—15
_ (a+5)(e—5) (a—3)(a+3) A, a>—a—20
" (@+3)(@—b) (a+3)(a—b) ' (a+3) (a—5)
_ (a+5) (a—b) — (@—3) (a+3) + a2 —a —20

(a+3) (a—95)
a2 —25—a2+9+a2—a—20
- (a+3) (a—5)
_ a? —a— 36
 (a+3) (e—b)

6. Multiplication

Regle : 1. Multiplier les numérateurs entre eux et les dénomi-
nateurs entre eux.

2. Simplifier.

Ezemples :

—322 —y2 2z (—32f)(—P) .z _ 3a%y 3

VY wm w T ymoy oy o
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322 —5b6x+2 x4 4 __ (322—bz+2) (x+4)

224+ 32—4 3x—2 (224 32—4) (32—2)
_ (z—1) (32—2) (z+4)
 (@—1) (z+4) (3z—2)
=1

2)

7. Division

Régle : 1. Multiplier la premiére fraction par la deuxidme ren-

versée.
2. Simplifier.
Exemples :
1) 20zy : —16az - 20zy . 22—22
z—2 x22—22 z—2z —Il6ax
__ 202y (22—27)
(z—=) (—16az)
_ 20zy (z+2) (z—2)
(z—=) (—16ax)
_ — 5y (z+2)
4o
2) 322 : ba? _ 322 ' 224 52+6
224-dxt-4 224 b6 2244 522
__ 32%(a?+62+6)
b5x?(x2--42--4)
_ 3a®(z+-2) (2+3)
522 (x4-2)2
_ 3(z+3)
B(z+2)
Exercices
1. Simplifiez -
5asb? 9 27a5b2ct

2 15a2b5 — 15abict
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3) — 3albcrd?
14a3bc2d5
(@ —b)
Y =y
(—2)
(2 —ay
5a — 5b
3¢ — 3b
5a2 — 10ab
) T5a—306
bx2y
26a%y — L6ay?
9 22—9
22 — 62z — 27
22 —dx + 4
T2zt —8
11) a2 — 1652
b6ab — 2062
303 — 6a2
at—4
2—a?
a+b
(@ + 2b)
a® — 4b2
3a2 — 3ab
2(6a* — 6b%)
(@ —b)® (c —d)®
(b—a)?(d—c)
17) l2zy—6y
822 —8x + 2

6)

8)

10)

12)

13)

14)

15)

16)

18) x2 - 3z — 28
z2 — 16

22—ax—86

22 —dox —3

a2 4 8a -+ 16

a2 — 6a — 40

22 4 3x — 40

22 — 13z + 15

32— b —2

62—z —1

322 — Tz + 2

622 — 5z 4+ 1

922 — (2 + 4)2

2—g—2

at—2a+1

ad—a®—a+1

28 + 222 — 92 — 18

224 52+ 6

a3 — 922 + 27x — 27
228 4 822 — 42x

a — 2ab + b2

a3 — 3a2b 4 3ab? — b3

4—a + ¢b—ab

5+ a -+ 5b+ ab

228 4 Ba?2 — 22— b

828 4 2022 — 62 — 16

a® + 2ab 4 b2 —¢?

a? — 2ac — b2 4 3

28— 2% —8x 4 12

a3 — 322 — 10z - 24

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)
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2. Réduisez au méme dénominateur :
7 3 13b
Vi " P e
bab2  13ab a®bc ot 2¢c
2503’ 15b% dbac 9ab2
a b ¢ ¢
€
(a—b) (b—c)' (b—a) (c—a) (¢—b) (a—c)
5 2 2
4) —, —— et —
a—b 3(a+bd) at—h
3 5 x
, — et
z—2 2244 22—4
z 2 " z+1
P Pz . P—l6a
a b 2a
_— — et —_—
1—3a 143a 9g2—1
3z 7 o —bz
22+ 32—10" 2248215 22+-2—6
z—1 x4+ 2 o z—3
22—6x+9 a2+ 22—15 22 + 10z + 25
x4+ 2 3 o 222
222 4 52 —3 522+ 17x + 6 1022 —x — 2

3)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

3. Effectuez :
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6)a’:_'_3_:&:2—3:1:4--9
x4+ 3
6 dz+41 7
7):;'+ %222  z—2
8) 3x3+1_ 2z 4
2—1 z+1 2—1
%) 3 . 2z . 6
242z a3-—a2 a2—1
10)3a:2+5:t+7_3x+5
22442+ 6 2x-44
T AL
a—3 a—3
z—5 =zz+4+2 2 6
12)x+2_a:i5—x—-5 z+ 2
z+1 8 z—5
l3)xi3_—x—-2_x2i5x+6
14) z 6 _ 2z
z+2 33—z 2x2—3
15)2:—5_ x2 4 47 z—4
z+4 224+2—12 2—3
16 2 3 4z + 3)
z+4+b6 x2—3 a2+42x6—156
17) 3z 11—z 2

z+2 22+7+10 z+6
2—a a+2 16
a—2 2—a a®2—4
4 3 1
x3—2z—x2—3a:+ x2 —5x + 6
a a 2a
1—da 1+ 4 16a2—1
2 (z2—1) z—1
2+ 2 —15 z+6

18)

19)

20)

21)

331
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2 4+ 5 1 522 —3xr — 2
) ¥l il F_8Ptm—1
23) 4 _ 3a— 1 2a¢ 4+ 4
a+2 a2+4c+4 a®+4 624 12¢ 4 8
24) 3z n 7 . 2z
22—1  22—22—3 a2—dx+3
25) 1 + 1 _ 1
22—dr -4 22—4 22—6x-1 8
1 2 3
M) T F_&t3 P—baté
21) z 4 2 z+3 . z+41
224 4x+83 22432+ 2 2245z 6
2% _ i + 1 2z + 2
222w+l 2—2+1 22—1 " (Z2—1)
4. Multipliez :
28 15a?
[T
D28
2)25xy2z.15yzz
ba2 3abc 10b%
"—%'_2?'(——6@—)
4) 15a% (—— _?_c_)gbjf
45b%/ a2
5):1:3+3w. 1628
x2? 328 4 922
6)x2—4.4x3+8x2
1622 z—2
z+ 2
7)(:»:2——6:1:4—9).;2\——__7_6
8)3:—4 z+43

22—9 22 —16
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22+3 22—z
9 .

) x—2 22—3
10 9a2 — 1 3

) 27 '1—3a

11) z+ 5 . z—3
2243z — 18 a2 —2x—20
224621+ 8 22—4x+ 3
24 32x—4 22—2—86
a2 — 4b2 30 — 6b
a® — dab + 4b2 " 4a + 8b
224 dx—21 2x+41
202 — 13z —17 x—38
822 — 2z —8 222 4 6z
522 + 13z — 6 922 4 122
22 —3%x—4 3224+ 2x—8 2224 3x—5

12)

13)

14)

15)

16 . .
)6::2——22:::—1-20 22 —1 22— 22 —38
17( 1 n 1 )z2—4
) z+2 z—2/ 62
8 2
18) (x3—2a:—|-4-——9x+ ).x+
z+2/ —3

2z b 2 z -+ 2
o () (e
z+3 x4+ 86 x+56 =z 4
(L2 l) i ( _i) zy
*) (1 5)(5”+;y+y2 P aytye \© zty) zty

6. Divisez :
5a?bc  10abc3
2d% 38
4a5h5 q3h?
) " 9ed " 6ed
27a3h2

) — 5o : et
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4) 9a2b : (— 30263‘
dcs
g 28 Gzt 10
22—25 x4 6
6 Z 2 . —sx+12)
bx 4 3
7 —963.2a,-|-3b
a2 — 4h? a—2b
8) b5x%y : 1022
22 —dy? a2 + day - 492
9)x2—3x—40:x+5
22—z —6 zr—3
10) z—10 : 22— 11z 4 10
22 4 9z 4 14 xz 47
11) 22 + 4z :2a:2+7x+6
22 —6x 4 8 22— 4
12) x2—dz + 3 :x2—5a;+4
22 —10x 4 21 22— 9z 4 20
13) 22—z —12 : 22 + dx— 12
222 4+ 32 —9 322—10x 4 8
14 3x2—11x+6.9x2—12x+4

6224 112—21 ~ 922 4 92 — 54
% y \.[ = _ y
15)(x+y+w—y)'( —y -'v+y)

a+b 1 ’cz).(l 2¢ )
2 ' 2a 2ab/) "\ a—b+e
X

17( z—2 z—1 )_5x2—12x+7

) 24+ 32+2 22—2—6/ 22—2w—3
1 22 6x

18) (1—-x+1+x+x2—1)’x2+2x+1

o (0o (125 2
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6. Simplifiez :

202 —z—1
322 — Tz — 6
24 2—2
322 48z + 4

1)

a—4

2+1 =246
zr—1 =x+43
r—2 zxz—4

z+3 x—1

4)

a? + b2 —¢?
2ab +1
a® — b 4 ¢2

2ac

5)

1 —

a+2 a—2

a—2 a+2
a+2 a—2

a—2+a+2

(+%) (=)
Z ax

1 2

ax a2 4 x2

6)

+ 2

7)

34 2 9 6
z—1 z+ 2
8) .

+1 3—

z—4 22 —1



CraprTRE XXXIV
SYSTEMES DE DEUX EQUATIONS A DEUX INCONNUES

1. Notion

A, 3z 4 y = 17 est une équation 3 deux inconnues : z et y.
z=56 => 3.64+y=17
> 15 +y=17
=> y=17—15
=> y=2
Nous disons que le couple (5, 2)
vérifie I’équation ou
qu’il satisfait I’équation ou
qu’il est une solution de I’équation 3z + y = 17.

A chaque valeur de z, correspond une valeur de y:

r=—3 => y=26
r=—2 => y=23
z=—1 = y=20
z= 0 =>y=1T7
zr= 1=>y=14
z= 2 =>y=11
z= 3 =>y= 8

L’équation 3z + y = 17 admet une infinité de solutions.
Nous représentons cet ensemble infini par A.
A={..,(—83,26),(—2,23),(—1, 20), (0, 17),

(1, 14), (2, 11), (8, 8),...}

B. L’équation 4z + 3y = 41 admet aussi une infinité de solu-
tions. ‘

e (), (2 m08) (1)

29
(2, 11), (3, 3) !
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C. Considérons maintenant les deux équations simultanément.
Elles constituent un systéme de deux équations & deux
inconnues.

3+ y=17

4z + 3y = 41
AnB={(211)}.
Le couple (2, 11) vérifie simultanément les deux équations.
Ce couple est appelé solution du systéme. Chercher cette
solution, c’est résoudre le systéme.

2. Résolution d'un systéme de deux équations a deux
inconnues.
1. Méthode par combinaison linéaire

FExemple 1.
5 —y =26

En additionnant les équations membre & membre, on trouve
’équation 8z =16 ne renfermant que 'inconnue z. L’inconnue y
a été éliminée.

On obtient ainsi le systéme :

8z = 16 z=2
%5x—y=6 ot % bz —y=6
En remplagant z par 2 dans la deuxidme équation, on trouve :
5.2 —y==6
10 —y=26
—y=6—10
—y=—a
y=4
La solution du systéme est donc E = { (2, 4) }.
Pratiquement :
x4+ y=10 8z = 16 z=2
br—y=26 br—y=26 bx —y =06
5.2—y=26
10—y =26
—y=6—10
—y=—d
y=4¢

E = {(2 4)}
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Exemple 2.
4z + 3y =1
br —4y = — 22
Pour éliminer I'inconnue y, on multiplie les deux équations par

des facteurs appropriés, puis on les additionne membre & mem-
bre.

x4+ 3y =1 X 4
br—dy=—22 | X3
16z + 12y = 4 dx + 3y =1 dr + 3y =1
162 — 12y = — 66 3le = — 62 =—2
4(—2)+3y=1
—8 +3y=1
3y=29
y=3
E={(—23)}

Ezemple 3.

On peut également combiner les équations de fagon & éliminer x.
2 -—6y=—5|—3
6z + dy = 42 1

— 6z 4 16y = 16 19y = 57 y=3
6z + dy = 42 %m+@=u 6z + dy = 42
6x 4.3 =42
6 4+ 12 =42
6r = 42 — 12
6z = 30
x=25
E = {(6.3)}
II. Méthode par substitution
Exemple 1.
b 4+ y =16
dx —by = 7

On déduit aisément de la premiére équation que y = 16 — bz.
Le systéme devient alors :

Yy =16 — bz

dx — by =17

La valeur de y étant la méme dans les deux équations, on peut
remplacer y dans la deuxiéme par 16 — 6z. ‘
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Cette substitution permet d’éliminer y.
dxr — 5 (16 — 5z) == 7
dr — 80 4 262 =17
dx + 252 = 7 + 80

29z = 87

z=3
Or y= 16 — bz
=16—5.3
=16—15

La solution du systéme est donc E = {(3, 1) }.
Pratiquement :

bx + y = 16 y=106—52z
4r — b5y =1 dr —by =17
dr —5(16 — bx) = 7 y=16—5.3
dr — 80 + 26x =T =16—15
dx 4 250 =7 + 80 =1

292 = 87

z=3
E={3,1)}

Exemple 2.
11 est évident que I’on peut également éliminer x.
53 ' 53

Ty = — 5 4 Ty = —

Sw tW=12 S TV =%

2 — by

x =

50 — 125y + 140y = 53
— 125y + 140y = 53 — 50
16y = 3
1

5

)

Bl o

y:

339
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III. Méthode graphique

3z + 2y = 12
%x— y=—1
3z + 2y = 12 représente une droite A €2
z=0 = 2y=12 |y=0 => 3x=12
> y=2=6 > =4
donc (0,6) e A donc (4,0) € A

Toutes les solutions de 3z 4+ 2y = 12 sont les coordonnées des
points de A.

2 —y = — 1 représente une droite B € 2
=0 »—-y:—l‘ y=0 >zx=—1
=>y=1

donc (0,1)e B done (— 1,0)e B

Toutes les solutions de z — y = — 1 sont les coordonnées des
points de B.

Y

(O e = e o -

A

La coordonnée du point A N B = { s } détermine la solution du
systéme.

E={(23}
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3. Problémes a deux inconnues

A) Mode opératoire
1) Choisir les inconnues.

2) Des données du probléme, déduire un systéme de deux
équations & deux inconnues.

3) Résoudre le systéme d’équations.

B) Exemples
1. Pour réparer un véhicule, un garagiste et son apprenis ira-
vaillent respectivement 6 et b heures. Le montant de la facture
est de 900 F. ;
Pour une autre réparation, le client paye 820 F pour 4 heures
de travail du garagiste et 7 heures de son apprenti.
Calculez le salaire horaire de chacun.

Résolution :
1) Le garagiste gagne x ¥ I’heure et son apprenti y F.

2) lére facture 2éme facture
6xF 4 5y F =900 F 4z F + TyF =820F
Donc é 6z + 5y = 900

4z + Ty = 820
3) 6z + 5y = 900 7"
dr 4 Ty = 820 —5

42z 4 35y=6 300 62+5y=900 | 6x-5y=900
% — 202 — 35y=—+4¢ 1003 22x=2 200 ; =100
600 4 5y = 900
5y = 900 — 600
5y = 300
y = 80

Réponse : le garagiste gagne 100 F I’heure et son
apprenti 60 F.

Preuve :
(100 F x 6) + (60 F x 5) = 900 F
—rPT T~ et~
600 F 300F

(LOOF x 4) + (60 F x 7) =820 F
R Vi g —t”T
400 F 420 F
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2. Deux roues dentées engrément emsemble. Le rapport des

1
nombres de dents égale e 8t chaque roue avait 5 dents de

1
plus, le rapport serait de 3 Calculez le nombre de dents de

chaque roue.
Résolution :
1) La premiére roue a z dents et la deuxiéme y.
z 1
2) == "_
y 4
z4+5 1
y+6 3
3) g§=1 S-’m—y
y 4 '
z+5 1
iy Al 3x+15=y+5
dr —y =0 Yy =4z
3x—y=—10 3x—y=—10
3r—dr=—10 |y=4.10
— z=—10 | y=40
z=10
Réponse : la premiére roue a 10 dents et 1a deuxiéme 40.
Preuve : E’=}
40 4

Exercices

1. Résolvez par combinaison linéaire :

n?
Tg

i

— 32— 10y = 5,6

z4y=112 4) \ 2z —5y =6
rT—y =24 ;5:::—53/:23
6xr — 2y = 25 6) \ix +3y=—23
— 3z + 2y = 68 ;5y—9.v=3

52 4 19y = 3

3z + 5y = — 8,8 6)?8x—]7y=——11
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7) ({42 —3y =38
—3x 4+ Ty=—26

8) | 3(z+2y) — 2(22—3y) =
2(x—4y) + 5(x+3y) = 21

2. Résolvez par substitution :

1) (3x=—15
2 — Ty = 32
2)%5y=7
dr + 3y =—5
zt+y=—2
Ty — 3z = 36
4 \22—y =11
3z + by = —3
5)§3x+8y=2
4y — by = — 11
6)\ —6x + Ty =—12
22 —3y=>5
3. Résolvez graphiquement :
1){3z=¢6
224+ y=2
2)\2y=—8
2r—3y =86
3)%z+y=4
22 —3y =—26
4z 4 3y = 12
z+3y=—86
5) ( 2z 4 3y = 18
3x—2y =14
4. Résolvez graphiquement :
1)V2x+ 3y=9
dx 4 6y =

9)’3:1:——-4+5y+2 5
S 4 3 6
(x——-l 2y +-3 2

5 15 3
NHyx+3y=286

5z — 4y = 30
S)Sﬁx 2y 59

Y2 3 6

z 3y 61
G+3—ﬁ

4r + 1 —
Q)S +15 3y 5—x+4

3 5

2y+22 y+15

( s 5 oty

5. Résolvez par les trois méthodes :

2z -3y =0
br—2y=0
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

Les droites ab, bc et ca déterminent le triangle abe.

Trouvez les coordonnées des sommets, sachant que :
ab=56x+3y—19=10
be=x+8+11=0
ca=4r—5y+7=0

Vérifiez graphiquement.

. La solution du systéme { 2z — 5y = 13  appartient &

z=y
I’ensemble des solutions de (m + 3)x + (4 —m)y =1 + m
Déterminez m.

. La droite (m + 1)x + 2 ny = 8 passe par les points (4, — 2)

et (10, — 7).
Déterminez m et n.

. Le polynéme 23 — a2? + bz + 4 est divisible par 2 — 1.

La division par  — 2 donne un reste égal & 6.
Déterminez @ et b.

Démontrez que les droites suivantes passent par un méme point:
x—by=—9, —2x+3y=35 br—y=1717

La somme de deux nombres égale 33 et leur différence 17.
Trouvez ces nombres.

La différence de deux nombres égale 4. Le quintuple du premier
et le triple du deuxidéme admettent 2 comme différence.

Cherchez ces deux nombres.

Pour payer la somme de 41 F, une personne débourse 7 pidces
de 5 F de plus que le nombre de pitces de 1 F. Calculez le
nombre de piéces de 5 F et de 1 F.

Dans un stade de football se trouvent 9 354 spectateurs. Une
place debout cofite 50 F' et une place dans les tribunes 70 F.
Sachant que la recette est de 491 700 F, calculez le nombre de
Places vendues de chaque sorte.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21,

22,

23.
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Un commergant mélange du vin & 35F le litre et du vin &
50 F le litre. Il obtient ainsi 6301 de mélange & 42 F le litre.

Combien devait-il en prendre de chaque qualité?

Un nombre est le quintuple d’un autre nombre. 8i on augmente
les deux nombres de 13 unités, le premier devient le triple du
second. Quels sont ces nombres?

Dans un triangle, on donne [ab] = 3 [bc]. En diminuant [ab]
de 15 cm et en augmentant [bc] de 15 cm, le triangle devient
isocéle.

Calculez [ab] et [bc).

Pierre achéte 8 kg de cerises et 6 kg de péches pour la somme
de 353 F. Jean paye 321 F pour 6 kg de cerises et 7 kg de péches.
Quels sont les prix unitaires?

Un commergant paye 40 marteaux et 30 pinces, 7 200 F.

Il vend 18 marteaux et 12 pinces pour la somme de 3 366 F. Le
bénéfice réalisé sur un marteau est de 156 F' et sur une pince, 3 F.

Calculez le prix d’achat d’un marteau et d’une pince.

Un pére de famille partage une certaine somme entre ses en-
fants. 8’il donne 400 F & chaque enfant, il lui restera 200 ¥. Par
contre, il lni manquera 300 F, s’il donne 500 F' & chaque enfant.

Quelle est la somme & partager et quel est le nombre d’enfants?

La largeur d’un rectangle est de 4 m plus petite que la longueur.
Si on ajoutait 1 m aux deux dimensions, la surface augmente-
rait de 27 m2. Quelles sont les dimensions?

Un nombre est composé de deux chiffres. La somme de ses
chiffres égale 186. Si I’on inverse 1’ordre des chiffres, le nombre
augmente de 18. Trouvez ce nombre.

3
Le rapport des nombres de dents de deux roues dentées égale 5
Si la premiére roue avait 5 dents de plus et la deuxiéme 8 dents

1

de moins, le rapport serait 5 Combien de dents comporte

chaque roue?
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24. Deux oavriers effectuent un travail en 12 jours. Si le premier

25.

travaillait seul durant 10 jours, il faudrait encore 15 jours au
deuxiéme pour terminer le travail. En combien de jours chaque
ouvrier pourrait-il effectuer le travail?

Un commergant place son argent dans une banque: une premié-
re somme & 4 %, et une deuxiéme & 5 %,. Son argent lui rapporte
annuellement 16 000 F' d’intérét, mais lui rapporterait 500 F
de moins, s’'il permutait les deux taux. Quelles sont les deux
sommes ?



CuarrrRe XXXV
LE CERCLE

1. Cercle

Un cercle est ’ensemble de tous les points z € IT également dis-
tants d’un point donné o e1II.

C(o,r)={z|zel'l et |0x|=,-}

o est le centre

[0z] est le rayon

[mn) est le diamétre

[»gq] est une corde.

La partie de II intérieure au cercle est appelée disque.
Disque(o,7) = {y |yell et |oy| < r}

2. Cercle par trois points
1. Soient les deux puints & et b € II. Construisons la médiatrice

M de [ab). ‘
Tout point 0 e M est & égale distance de a et de b.
D’ou | oa | =|ob |
|va]=|o'b|
|o"a|= 0" |

M, IITb — 12
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Tout point 0 € M peut donc étre le centre d’'un cercle passant
par a et b.

Puisque M comporte une infinité de points, nous pouvons con-
clure que par deux points ¢ et b passent une infinité de
cercles.

2. Soient dans II trois points @, b et ¢ non alignés.
Construisons les médiatrices M de [ab] et N de [be].

Le centre o d’un cercle passant par a, b, et ¢ doit satisfaire & :
|oa | = [ob|={oc|
St S~
Yy
oeM o0eN

{o}=MNnN
o est donc le point d’intersection de M et N.
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Ce point d’intersection existe, car

M | ab
Nilb |=MAN={o}
ab - be

M et N ayant un seul point d’intersection, nous pouvons con-
clure que par trois points non alignés passe un et un seul
cercle.

Conséquences :

1. Un cercle est compldtement déterminé par trois pointe
non alignés.

2. Deux cercles distincts ont au plus deux points communs.

3. Par trois points alignés ne passe jamais un méme cercle,
Une droite et un cercle ont done au plus deux points com-
muns.

4. |oa|= |ob|=oc]

= |oa|=|ob| = 0 € M médiatrice de [ab]
= |ob|=|oc| = 0 € N médiatrice de [be]
= |oa|=|oc| = o e P médiatrice de [ac]

Les trois médiatrices d’un triangle passent par un méme point.
Ce point est le centre du cercle circonscrit au triangle.

3. Symétrie dans‘ le cercle
1. Considérons le diameétre A de C(o, r) tel que o€ A.
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aeC

Sa(e) =a' e, (

SA(0)=0 :SA([W])—-[OG] (»a'ec
[oa] =7 = [oa'] =1

L’image d’un point @ € C par S, est un point a’ € C.
A est donc un axe de symétrie du cercle.
Tout diemdtre est un axe de symétrie du’cercle.

2. Considérons le centre o de C (o, ).

aeC
So(a)=a' - ,
So (0) =0 = 8o (l0a]) = [oa’] >a'eC

[oa] =7 = [oa']=Tr

L’image d’un point a € C par S, est un point a’ € C.
o est done le centre de symétrie du cercle.
Le centre d’un cercle est le centre de symétrie du cercle..
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3. ¢ milieu de [ad] = |ca | = |cb | = ¢ € M médiatrice de [ad].
o centre de C = |oa | = |ob| > 0eM.
Donce M = oc tel que oc | ab.
M est un axe de symétrie de [ab].

Le diamétre qui passe par le milieu d’une corde est perpendi-
culaire & celle-ci.

La droite M satisfait donc aux trois conditions suivantes :

1) elle passe par o

2) elle passe par le milieu ¢ de [ab]

3) elle est perpendiculaire & [ab].

Une droite satisfaisant & deux de ces conditions, satisfait

aussi & la troisidéme. D’oul les propriétés suivantes :
1) La médiatrice d’une corde passe par le centre du cercle.

2) Le diameétre perpendiculaire & une corde, divise celle-ci
en deux parties égales.

Exercices

1. Définissez I’ensemble des centres de tous les cercles passant par
o et b.

ae eb
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2.

6.

Définissez I’ensemble des centres de tous les cercles passant par @
et de rayon 7.
° r

Construisez tous les cercles de rayon r = 4 cm et passant par
@ et b. Combien en trouvez-vous?

b
G0

. Construisez un cercle de rayon égal & 7 cm & partir d’une corde

de 6 cm.

. Construisez le cercle passant par a, b et c.

@ ¢
° [ ]

eb

Construisez les cercles circonscrits aux triangles abe.

a a a
bAckc b&uc

7.

Le segment [mn] du diameétre perpendiculaire & la corde [ab] est
appelé fléche de 1’arc ab.

L L

n
Construisez un cercle de corde [zy] et de fléche [ab].
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8. Déterminez le centre du cercle.

9. Construisez le triangle ayant A, B et C comme cotés.

10. Construisez les points également distants de b et ¢ et situés & une
distance [ mn | de a. Cette construction est-elle toujourspossible ?

ob
a m n
® | ®
®c
11. On donne : |ab| = |cd|
om | ab
on | cd
Démontrez que |om | = |on |.

Enoncez la propriété. Quelle est la propriété réciproque?
Démontrez celle-ci.
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12, On donne : |pm|= anl
Démontrez que |op | = |og |

13. Deux cercles ayant le méme centre sont dits concentrigues.
On donne : C(o,r) et C' (o0, ") cercles concentriques.

A sécante.

Démontrez que |ac| = |db|.

14. Entre la coordonnée (x, y) de @ et le rayon r existe une relation,
appelée équation du cercle.
Ecrivez cette relation.

Application :
a(3,—4)eC(o,r). Quelle est la valeur de 7?



15.

16.

17.

18.

19,

20.

21.
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Les points a (z, 3) et b (— 7, y) se trouvent sur le cercle C (o, 7)
d’équation 22 4 y2 = 61. Déterminez z et y.

Le cercle C (o, r) a pour équation 22 + y2 = 100.
Vérifiez si les points suivants appartiennent au cercle :

a(7, —4) b(—9,8) ¢ (—9,3)
d(—8,—6)  e(—8,—8) [ (2V7, 6V?2)

(N
i

Dans un cercle de rayon égal & 13 cm, on trace une corde de
10 cm. Quelle est la distance de la corde au centre o?

Une corde d’un cercle a une longueur de 32 cm et est située &
12 ecm du centre o. Quel est le rayon?

Dans un cercle de rayon égal & 43 cm, une corde est située a
27 cm du centre o. Calculez la corde & moins de 0,01 cm prés.

On donne : |oa | = 27 cm
ab|=34cm
On demande |4 |.

Un diamédtre de 88 mm, passant par ’extrémité d’une corde,
fait avec celle-ci un angle de 420 36’ 24",

Quelle est la longueur de la corde et & quelle distance se trouve-
t-elle du centre o?



CraPITRE XXXVI
TANGENTE, CERCLE ET ANGLES

1. Tangente

Toute droite comprenant un et un seul point d’un cercle est
tangente 3 ce cercle.

(]

A est une tangente & C(0,7) <> ANC={a}
a est le point de contact.

2. Théoréme 1

Une droite, perpendiculaire au
rayon en un point d’un cercle,
est tangente au cercle.

aeCo,7)
acA =>ANC={a}
A | oo
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Démonstration :

Deux cas peuvent se présenter : ANC(o,7) = {a,b} et
ANnC(o,r)={a}

1°ANnC(o,7)={a,b}
M est un axe de symétrie de C (o, 7)
beClo,7r) = Su(d) =b'eCo,7) =>beANC(or)
Mest 'axe de symétrie de A
beA =>8Sy(d)=0b'€A

La. droite A et le cercle C (o, 7) ont alors les trois points
a, b et b’ communs. Ce qui est impossible.

20 Donc ANC(o,7) = {a} = A est tangente & C (o, 7).

3. Théoréme II
Une tangente & un cercle est perpendiculaire au rayon au point
de contact.
AnC(o,r)={a}=A1oa
Démonstration :

Tragons le diamétre M | A.
Deux cas sont possibles :

1o M £ o0a
M est un axe de symétrie de C (o, 7)
aecC(o,7) =Su(e)=a"€Co,7)
M est I’axe de symétrie de A
acA =>8y(@@)=a €A
A et C (o, 7) ont alors les deux points @ et ¢’ communs.
Ce qui est en contradiction avec les données.

20 Donc: M=o0a ouoca | A=A ] oa.

>a'€eANCo,7)



358 LA MATHEMATIQUE DANS L’ENSEIGNEMENT TECHNIQUE

4. Angle au centre

Un angle qui a son sommet au centre d’un cercle est appelé angle
au centre.

A chaque angle au centre correspond un arc. On dit que ’angle
au centre inlercepte cet arc.

01 intercepte 1’arc [EE], 63 intercepte 1’arc [&.

5. Angle inscrit

Un angle formé par deux cordes qui se coupent sur le cercle est
appelé angle inscrit au cercle.

a4 intercepte l'arc [l;?], b intercepte ’arc [a’a].
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6. Théoréme III
Un angle inscrit vaut la moitié de ’angle au centre interceptant
le méme arc.

angle inscrit & intercepte l'arc [ZZ] f - Iﬁ | 1 | p l
angle au centre 6 intercepte 1’arc [bc) T2

Démonstration :
1. o se situe sur un coté de Uangle inscrit a.

Dans un triangle, un angle extérieur est égal & la somme des
deux angles intérieurs non adjacents.

|a|+|5]=]6]

Mais |8 | = |6 | car |oa|=]|0b|=7r

donc 2 |a|=|6]

1
ou a|=-|6
ja]=31]
2. o se gitue & Uintérieur de Uangle inscrit a.

Tragons le diameétre [ad].
En appliquant le cas précédent, on trouve :

1
|a1| =5 |é|
+laa|=3a|
1
|2 |=5]6]
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3. o se situe & Vextérieur de Uangle inscrit a.
Tragons le diamétre [ad].

En appliquant le premier cas, on trouve :

1
] =36

1
— |aa| =36

—
la| =26l
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7. Conséquences

‘1. Tous les angles inscrits interceptant un méme arc sont égaux.

u

1
ja]=15[=". =51l

2. Tout angle inscrit interceptant un demi-cercle est un angle
droit.

| 6] = 1800

1
la|=6|=|e|=.=5|6]=
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3. Un quadrilatére est dit inscriptible & un cercle lorsque les
quatre sommets peuvent étre situés sur un méme cercle.

Propriéié :
1
|3|=§|§1|
1
|| =3]6]

1
||+ 13| =5(a]+|&)
|a|+|d|=-;.360°=180°

De la méme maniére, on trouve |5 | 4 |2 | = 180°.

Dans un quadrilatére inscrit & un cercle, les angles opposés
sont supplémentaires.

8. Théoréme IV
Un angle formé par une tangente et une corde issue du point de
contact, est égal & ’angle inscrit interceptant le méme arc.

A tangente en a

[ab] corde = |2 | = un angle inscrit interceptant [;5].
Démonstration :

Nous devons démontrer que |2 | = |2 |
Par a, tracer le diamétre [ac] et joindre ¢ & b.

¢ est alors un angle inscrit interceptant [03].
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b intercepte un demi-cercle = |b|= 90c.

Dans le triangle rectangle, on a :
[2|+ || =900 = |2|=900—|a |

Aestla,tangénteena.DoncAloatelque =[a|=e|
la|+ || =1900=|a|=900—]a|

Exercices

1. Construisez en a la tangente au cercle.

2. Construisez les tangentes au cercle paralldles & A.

RO
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3. Construisez les tangentes au cercle perpendiculaires & B.

4. Construisez le cercle tangent 3 A et B et dont le centre est un
point de C.

5. A//|BHC
Construisez le cercle tangent & A, B et C.

c

6. Le cercle tangent aux trois c6tés d’un triangle est dit cercle
snscrit.
Les cercles tangents & un c6té et aux prolongements des deux
autres cOtés sont appelés cercles exinscrits.
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Construisez les cercles inscrits et exinscrits au triangle abc.

7. Par a, construisez un cercle de rayon r et tangent au cercle
donné.

o8

8. Construisez un cercle de rayon 7 et tangent aux cercles C et C',

C'

9. Démontrez que les tangentes & un cercle, tracées aux extrémités
d’un diamétre, sont paralléles.

10. On donne : A tangente en a
mn [{ A
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Démontrez que : [mp] = [pn]

11. De &, on méne les deux tangentes au cercle C.

Démontrez que :

L. |am | = |an |

2. || =|az|

3. mn | oa

4. |mz|=|on |

5. & |= 6]

6. |6]+ |a|=1800
~ 1

7. |m1|=-2-la|

5. |a] =[] + |a]

12. On donne : C et C’ cercles tangents
A et B tangentes communes
ANB={m}

Démontrez que |bm | = | mc |
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13. A est tangent & C et C' en @ et b.

Démontrez que oa [f 0'b.

14. Les deux tangentes au cercle C, issues de @, forment un angle
|a | = 56e.
Caleulez | 6 | et |62 |.
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15. De a, mener les deux tangentes au cercle C.
|6]=1700

Calculez les angles des triangles mon, oma et man.

16. Dans un cercle C, construisez des angles inscrits de 450, 22030,
300, 150,

17, On donne :

On demande : |61 |, |62 ], | 6s |

18. abc est un triangle équilatéral.
Quelle est la valeur de |Z |
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19. Dans le triangle abe, | b | = 400 et | 2 | = 750,
Calculez les angles du triangle dbc si |db | = | de |.

do—d

20. ¢ et d sont des angles inscrits interceptant I’arc [a’;].
Démontrez que leurs bissectrices se coupent au milieu de 'are
[ab].
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22. Construisez un angle droit tel que son sommet se situe sur A et
les cotés passent par a et b.

A
a./
e)

23. A et B sont tangents au cercle C en a et b.
A [/ B.

Démontrez que tout angle, dont le sommet se trouve sur le
cercle et dont les c6tés passent par @ et b, est un angle droit.

a A

-

24. Construisez un triangle rectangle d’hypoténuse [ab].
Combien de solutions trouvez-vous?

o

a
P

25. Démontrez que dans un triangle rectangle, la médiane issue du
sommet de ’angle droit et limitée & I’hypoténuse, égale la
moitié de celle-ci.

26. Un angle formé par deux sécantes se coupant & I’'intérieur d’un
cercle est appelé angle intérieur.
|6 ]+ ]

Démontrez que |2 |= 5
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Enoncez la propriété.

27. Un angle formé par deux sécentes se coupant & P'extérieur d'un
cercle est appelé angle extérieur.

Démontrez que | p | = M’;l;_‘_l_él_l

/

Enoncez la propriété.

28. Avec la hauteur [ad] du triangle abc comme diamétre, on décrit
un cercle coupant [ab] et [ac] respectivement en e et f.
Démontrez que les angles des triangles abc et aef sont égaux
chacun & chacun.
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29, Vérifiez de deux maniéres différentes que le quadrilatére est
inscriptible.

30. Un parallélogramme inscriptible & un cercle est un rectangle.
Démontrez.

31. Un trapéze inscriptible & un cercle est isocéle. Démontrez.

|
32. Dans un quadrilatére inscriptible, on a I—:;—I = I—B-I = I-E—'

Calculez les angles du quadrilatére.

33. On donne : r = 65cm
¢ = 8cm.

N
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On demande : 1. Calculez I’arc correspondant & la corde c.
2. A quelle distance se trouve la corde ¢ du
centre o?
3. Quelle est la fldche du plus petit arc ¢?

34. A un angle au centre de 106° correspond umne corde située &
3,2 cm du centre.
Calculez le rayon du cercle.

35. L’angle au sommet d’un triangle isocéle mesure 52° et la base
égale 42 mm.
Calculez le rayon du cercle circonscrit.

36. Un point a est situé & 70 mm du centre d’un cercle.
Les tangentes au cercle issues de a forment un angle de 15°10°36".
Calculez le rayon du cercle.

37. Deux droites A et B se a
coupant sous un angle
de 830, doivent é&tre
jointes par un arc dont
les points de contact
sont situés & 45 mm du
point d’intersection @
des droites A et B.
Calculez | 0a | et le rayon N
de larc.

——— e

o

38. x = 36¢°
r = 17mm
' = 9mm

Calculez oo’ | et !ab |.
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39. Un roulement & billes

est composé de 25 bil-
les.
Sachant que le diamétre
de 'axe mesure 7 cm,
quel est le diamétre des
billes ?

40. Le diamétre d’'un axe n’é-
] . tant pas mesurable & 1’aide
d’un vernier, déterminez-le
au moyen des données de
82 la figure.

4

- D o —

]

41. Démontrez dans les assemblages en queue d’aronde suivants
que :

cl=B—d(1 +cotgg)

cg=B—2hcotga + d (1 + cotvgg)

Calculez c; et ¢z & moins de 0,001 prés, sachant que :
B = 60 mm a = 60°
h = 20 mm d = 12 mm.



CaAaPITRE XXXVII

SIMILITUDE

1. Notion

Considérons 'isométrie Sy o £ o Sy appliquant F sur F’ et ’homo-
thétie % (0, 2) appliquant F’ sur F”".

F” est 'image de F par la composée d’une isométrie Ss o £ o S; et
une homothétie % (o, 2).

Cette composée & (0, 2) 0 Sa ot oS, est appelée similitude.

T et F” sont semblables, soit F co F”.

Toute composée d’isométries et d’homothéties est une similitude.
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2. Etude approfondie

L.s=h(o 1)eH
Saoto8;el
SactoS; =Sa0t08z08 =S8s0t08;0k(0,1)

Toute isométrie est une similitude.
2, t=S8a08,€l

h(o,r) e H?
k(o,r) =h(o,7) ot =h(0,7)oSao8a

Toute homothétie est une similitude.

3. ¢ est une isométrie (Sa o Sa) et une homothétie (% (o, 1)).
La transformation identique ¢ est une similitude.
4. Toute isométrie € I est une permutation de II et toute homo-

thétie € HY est une permutation de II. La composée de per-
mutations est une nouvelle permutation.

Toute similitude est une permutation de II.

3. Rapport de similitude

1. L'image d’un segment [ab] par une isométrie est un segment
égal [a’ b'].

|ab|=|a% | =|a%" | = ..
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2. Une homothétie peut modifier la longueur de segments.
Par % (0, 3) un segment est multiplié par 3.

|a'b'|=3|ab|

Par (0, — 2) un segment est multiplié par | — 2 | = 2.

bl

|’ |=|—2]|.|ab|=2|ab]
Par k (0, — 2) o k (0, 3) un segment est multiplié par | 3 |. | —2|
=3.2=6. :
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Le produit des valeurs absolues des rapports des homothéties
figurant dans une similitude, est appelérapport de similitude .

Remarques :

1. Toute similitude composée uniquement d’isométries a un
rapport de similitude & = 1.
Dans ce cas, les figures sont congruentes.
Des figures congruentes sont toujours semblables.

2. Si, dans une similitude, se présente une seule homothétie
% (o, r) € HY, le rapport k = 7.

4, Figures semblables

Considérons la similitude s = % (0, 2) o £ 0 Sz 0 k (o, 3).
k=2.3=6

a’' b’ ¢’ d' oo abed

rbrl
Donc |(ad'|= 6|ab| = |a =6

yyr b'd’

., dlcl
Idc|= 6|dc| »lldcll =6
e | = 6|ca | KLl 6

| ca |

W Ll _|ae|_|ew|_

|ab| [ed| [de| |ea]

La valeur des angles n’est pas modifiée par une similitude. Nous
avons donc :

||
Deux polygones semblables ont leurs angles égaux chacun &

chacun et les cétés homologues proportionnels. Bt réciprogue-
ment.

il
~ oo

f

ja|=|a
6| =15
le|=|¥
|d)=
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SIMILITUDE

5. Le groupe des similitudes

L’ensemble de toutes les similitudes sera représenté par &.

Examinons la structure &, o.

M., IIIb — 18
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1. 8 € & = 8 est une composée 83 o 8 .est une composée
d’isométries et d’homothéties d’isométries et d’homo-
83 € & = 8 est une composée =) théties
d’isométries et d’homothéties => 8308 € &.

V8,88 : 808€Y

La composition de similitudes est interne et partout définie.

2. La composition de relations étant toujours associative, il en
est de méme pour la composition de similitudes.

V3y,83,836 S : 830(83081) = (83082) 081 = 83083081

3. La transformation identique ¢ est I’élément neutre pour la
composition de similitudes. :

Vese#,3teF : 808 =8=1%038

4. a) La réciproque d’une similitude est une nouvelle similitude.
s=hop1ef >8t=(hof)l= i'llok'l

ittel

1 & HO >ilohl=3s1led
0

b) La composition d’une similitude 8 et de sa réciproque s-1
égale 1.

s="hot =>8"1=i_110h"1

8081 =(hot)o(ijlohl) | slos = (ilok)o(hod)
=hoiloiIloh-1 ='Iloh'1ohoi]_ ‘
= ho(f10472) 0o b1 =4lo(h10h)odr
=hogohl =1lotog
=hohl =1jlog
=1 =4
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Tout élément s € & a un élément symétrique s—1e & tel
que leur composée égale 1’élément neutre <.

Vee P, 1e P : 808 l=4i=4810s

Conclusion :

&, o est un groupe

La composition d’isométries (€ &) n’étant pés commu-
tative, nous écrivons :

&, 0 est un groupe non commutatif

6. La relation «...co...» dans I'ensemble des figures de II

Cette relation est :
1. réflexive

Toute figure F peut étre sa propre
image par la transformation iden-
tique ¢, qui est une similitude.

2. symétrique
F’ est I'image de F par se€ & = FoOoF
F est 'image de F' par s1e &

FOoF =>FoF
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3. transitive

F’ est 'image de F par s, € &

F” est 'image de F” par s; € & = F s’applique sur F” par

830316‘?.

82 0 81

FooF

Foofr{ = FOF

Conclusion :

¢...00 ... » est une relation d’équivalence

Chaque classe d’équivalence comporte des figures semblables
entre elles.

Exercices

1. Dessinez I'image de abc par les similitudes :

o0

w\

ox
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s1=1toho,?2)
Sa=h(o,—2)o8S;
83 =Sgo0h(z,3)

— = l
83 =10t (A,B) ok (o, 2)
8 = Sz of
8
8:1

2. Quel est le rapport de similitude de :
2
a) 81 = Spoh(o,—3)otoh (o,g)?
1
b) s =1 (x,é) oh(y,58)oh(z,—3)?

1
c) s3=h(o,g) oS.'cotoh(o,— 3) ok (o, 5)¢

Et de s71, 831, s3tt

3. Dessinez hy(x, 2) o k2 (y, 2) et ha(y, 2) o b1 (x, 2) de abe.
Quelle est votre conclusion ?

X

ye

i 4. ) Démontrez que I'image d’une droite par une similitude est

B+  fune droite.

"~ b) Démontrez que I'image d’un segment par une similitude
est un segment.
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5. Démontrez que :
a) Les images de deux droites paralléles par une similitude sont
deux droites paralléles.
b) L’'image d’un parallélogramme par une similitude est un
parallélogramme.
¢) La similitude conserve I’équipollence.
d) La similitude conserve le milieu.

6. Les segments [ab] et [cd] sont entre eux comme 2 est & 7.

Appliquez I’homothétie % (o, 5). Quel est le rapport des nou-
veaux segments?

7. Appliquez I’homothétie % (o0, 2) au cercle
C (0, 7). Quels sont le centre et le rayon
du cercle obtenu? ‘

8. On donne : 8, = %k (o0, 8) 0 Sa
82=SAOh(O, 3)

A Yaide des figures, démontrez :
8) 0€EA =8 = 8 b) 0¢ A =g £

L D

-
o

A

9. Les ctés du triangle abc sont |ab | =15 cm, | 8¢ | = 20 cm
et|ca|=20cm.

2
a'b’c’ coabe et le rapport de similitude égale 5 Calculez les

cotés de a'db’c’.
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11.

12.

13.

14,

16.

SIMILITUDE 385

. Le triangle abc avec |ab|=3m, |bc|=4m et |ac|=5m
est appliqué sur a'b’c’ par la similitude

3
8§=1=toh(0o,—2)08; otoh(o,-—z).
Calculez les cotés de a'dc’.

Le triangle abc est appliqué sur a'b’c’ par

2 6
8=toh(o,—§) OSth(z,B)

|@'b'|=12cm, |b'¢c'|=24cm et |@'c’|=16cm.
Calculez les cotés de abe.

b

On donne : |ab|=5cm e

|6d|=17cm

|de | =8 cm

|ea|=9cm

abod o a'b'c'd’ d

|a'd' | =16 cm
On demande : |b'd’ |, |d'c'| et lc'a’ |

c

Démontrez que les périmétres de deux triangles semblables
sont entre eux comme deux cétés homologues.

On donne le triangle abc.
|ab|=5m
|bc |=11m
|ca|=7m
a'b’c’ oo abe
|’ | + |[b'c’|=32m
On demande : |a'd’ |, | b'c’ | et | c'a’ |
On donne le triangle abe.
Iab | =5m
|oc|=11m:
ca|="Tm
a'b’c’ oo abe
|b'e’|—|a’e’ | =16m

On demande : |a'b’ |, | b’ |et |c'a’ |



CHAPITRE XXXVIII
SIMILITUDE DE TRIANGLES

1. Triangles semblables

1. Deux triangles sont semblables si on peut les appliquer I’'un
sur I'autre par une similitude.

abec oo a’b’e’ oo a’be”
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2. Deux triangles semblables ont les angles égaux et les cotés
homologues proportionnels. Bt réciproquement.

g la|=|a'[;1b]=|b||e|=]2]
abcooa'd’c’ <. }a'b' _lb'c' _|c'“'|__k
[ Tab] ~TaeT ~ Tea]

Mais sachant que :

les cing conditions peuvent se ramener & quatre.

Dans les théorémes suivants nous allons démontrer que deux
de ces conditions, judicieusement choisies, suffisent pour con-
clure & la similitude de deux triangles.

2. Cas de similitude de triangles

Théoréme I

Deux triangles sont semblables lorsqu’ils ont deux angles égaux
chacun & chacun.

; = abcooa'b’e

b b
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Démonstration :

Soit llaTI;—|I = k. Appliquons & abc, ’homothétie % (o, k) et on

trouve a"b"¢” tel que

L |a|=|a"| mais la|=|a’|
= || =|a|
2. |[6|=16"| mais |6]|=|6"]
= |6 =15
3. |a"" | =k.|ab| mais |a’®’ | =k.|ab |
= o'’ | = |a"" |
bl

’c
=>a'b'¢ iso a"b" ¢”
=>a'b'¢ coa"bc" = abc oo a’ b’ ¢’ (transitivité)
mais abc co a” b" ¢”
Théoréme II
Deux triangles sont semblables lorsqu’ils ont un angle égal
compris entre c6tés proportionnels.
la'b" _ |G'G'| ?
]ac] - =>abccoa'b’c’

2] = |a])
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b’ G’
b
b &
[+
al

Démonstration :

bl

o | _|ae|_, _{la¥|=F.|ab]|

|ab| — fac] |ae' | =k.|ac]

Appliquons & abe, I'homothétie % (o, k) et on trouve a” b ¢’
tel que :

1. |a|=|a"| mais la|=|a|
NPT

2.|a”b"|=k.[ab| mais |a’b'|=k.|ab|
=>|a’b’|=|a”b"|

3.|a""|=k.|¢w| mais |a’c’|=k.|ac]

= |a’c’ I = |a”c"[
= a'b’c’ iso a"d"c” .
= a'b’c’ coa’d’c’ e

. . = abe oo a'b’e’
mais abc oo a"b"¢”
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Théoréme III

Deux triangles sont semblables lorsqu’ils ont les trois cotés pro-
portionnels.

ja’b' I lbrcl I 'o:ar .
= = abc oo a'b'c’
[ab] — [be] — fea]

bl
b ,
c
a A c p
al
Démonstration :
bl
p g
al

I“’bll_lb'c'l_lcla"_k 'a’b'|=k'|abl
(@] = Toe] = Tea] —% =) 12| = |ie]
|c’a’|=lc.|ca|
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Appliquons & abe, I’homothétie (o, k) et on trouve a”b"c” tel que

1. |a" |=k.|ab| mais [a'b’l—k |ab|
=>|a’b' | = |a"" |

2. | 0% | =k.|be| mais |o¢’ | =Fk.|be|
=> | b'e’ | = | b%" | :

3. |¢'a” |=k.|ca| mais |ca’ |=k.|ca|
»Ic'a’]=|c"af'|

= a'b'c’ iso a"b"c"
= a'b’c’ oo a"b"c’

mais abec oo a”b"c” = abe co a’b'c’

Exercices

. Deux triangles rectangles sont semblables :
a) quand ils ont un angle aigu égal;
b) quand ils ont les deux cotés de I’angle droit proportmnnels
¢) quand ils ont un c6té de I’angle droit et ’hypoténuse propor-
tionnels.
Démontrez.

. Deux triangles isocdles sont semblables quand ils ont méme
angle au sommet ou deux angles & la base égaux. Démontrez.

. Des triangles équilatéraux sont toujours semblables. Démontrez.

. Deux triangles sont semblables lorsqu’ils ont leurs cétés paral-
l8les chacun & chacun. Démontrez.

. Deux triangles sont semblables lorsqu’ils ont leurs cétés per-
pendiculaires chacun & chacun. Démontrez.

. On donne : m milieu de [ab]
n milieu de [ac]

p milieu de [bc]

Démontrez que abc oo mnp

a
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7. Une droite paralléle & un c6t6 d’un triangle détermine avec les
deux autres cotés un triangle semblable au premier.
Démontrez.

e d A
D
a \ 7 a
a
d e A
b c b c b ¢
A A \
S - A -
d €

8. Une droite, paralldle & un c6t6 d’un triangle, divise les deux
autres c6tés en segments proportionnels entre eux et aux cotés.
Démontrez.

9. A//be a
deabtelquel%ll=g A 4 e
|ab | = 32 em
|ac | = 24 cm
Calculez | ae | et | ec |. b ¢
@
10. A /[ be
|am | =16 cm
| mb | = 6cm
AT w |an | =12 cm

Calculez | ne |-

b ¢

11. On donne : ab / cd
ac [[ bd
A droite par a
Anbd={e}
Anbec={f}

Aned={g}
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c 4 ~°=-= A

Démontrez que :
fe
of |

12. On donne : &

zeB
zeCet C1LA
meA
meD et D1 B
CnA={y}
DNnB={n}.

Démontrez que ayz oo amn.

—

af
fa

13. On donne : A, B et C trois droites par x
D droite telle que : AND = {a}
BNAD={b}
CNnD={ct

Tracez : aa’ 1. B &
c’ 1 B.

Démontrez que
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14,

15.

16.

17.

Dans tout triangle rectangle :

1) Chaque coté de 1’angle droit est moyen proportionnel entre
I’hypoténuse et sa projection sur I’hypoténuse.

2) La hauteur correspondant & I’hypoténuse est moyenne
proportionnelle entre les deux segments qu’elle détermine
sur ’hypoténuse.

Démontrez.

On donne : |@|=|5|=|é[=|a|:
jos | =2 2]

1

Démontrez que ad 1 be.

Dans tout triangle, la bissectrice d’un angle divise le coté
opposé en deux segments proportionnels aux c6tés adjacents.
|| _ |ab]|

Démontrez que
[de] ™ [ae]” /

b

Si d’un point pris dans le plan d’un cercle, on méne deux sécan-
tes & un cercle, le produit des distances de ce point aux deux
points d’intersection de chaque sécante avec le cercle est con-
stant.
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Démontrez que |ap |.|pb|=|dp|.|pc]|.

18. Si par un point extérieur & un cercle, on méne une tangente
et une sécante, la tangente est moyenne proportionnelle entre
la sécante entidre et sa partie extérieure.

b a
p
c
Démontrez que |pc 2= |pa|.|pb]
19. On donne : |ab | = 54 cm

|cd|=46cm c

| #b | = 12 em. a b
On demende : |pc| et |dp . d

20. On donne : ad | be .
[ze] diametre.
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Démontrez que |ab |.|ac|=|ae|.|ad].

Enoncez la propriété.

21. Un phare se trouve & 18 m d’un mur. Un poteau de 3 m projette
sur le mur une ombre de 9 m. Trouvez la distance du phare au
poteau.

9m

3m
ism
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