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AVANT-PROPOS

Le présent ouvrage contient la matiére correspondant au pro-
gramme de deuxi®me année des écoles techniques.

11 g’inspire des principes qui avaient été retenus lors de la compo-
sition du Tome I.

Les premiers chapitres ont ét6 consacrés & la révision des notions
essentielles sur les relations et leurs propriétés ; ceux-ci constitue-
ront sans doute un précieux rappel & la disposition permanente des
maitres et des éléves.

Le grand nombre d’exercices proposés permettra au professeur
d’établir un choix en fonction des caractéristiques propres & chaque
classe. Les difficultés qu’ils présentent ont été spécialement étu-
dides en vue d’une adaptation parfaite au niveau des éléves de
seconde année.

Nous tenons  remercier la maison d’éditions L'Elan du soin tout
particulier apporté & 'impression et & la présentation de cet ouvrage.

En espérant, par la publication de ce manuel, servir la cause de
’enseignement technique, mnous accueillerons favorablement
toutes les remarques ou suggestions que nos collégues jugeraient
bon de nous adresser; nous en tiendrons compte lors d’une prochaine
édition. .

AVANT-PROPOS (2 la 2° édition)

Au moment ot la deuxidme édition de cet ouvrage est sur le
point de sortir de presse, ’occasion nous est offerte de remercier
nos collégues, professeurs du Technique, de la confiance qu’ils ont
bien voulu nous accorder en adoptant ce manuel & I'intention de
leurs él&ves.

Nous avons apprécié les remarques trés judicieuses qu’ils ont
bien voulu nous adresser. Mais la loi du temps s’est imposée & nous;
seules les corrections dites « de forme » ont été apportées.

L’ouvrage continue donc & s’inspirer des principes qui avaient
ét6 retenus lors de la composition du tome I.

Les Auteurs.



CHAPITRE 1

RELATIONS D'UN ENSEMBLE VERS UN ENSEMBLE

1. Relation A— B
A={123,4}
B=1{0,1,2,314}

Ri:A>Bg...'< ...r=
{1, 2), (1, 3), (1, 14), (2, 3), (2, 14), (3, 14), (4, 14)}

B

14 -

Une relation est un ensemble de couples.

R:A—>B={a,b)|acA en beB en aRb}

2. Relation réciproque
A=1{1,234}
B={0,1,2,3,14}

Re:B>A¢... > ..ov =
{(2, 1), (3, 1), (3, 2), (14, 1), (14, 2),(14, 3),:(14, 4)}
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0 1 2.3 14 B
Rz est la relation réciproque de Ry, soit Ry = R7!
'Ry est la relation réciproque de Rg, soit Ry = Rj!

3. Relations particulidres A— B
1) Fonction
A=1{34,5,1537}
B={2,5178}
Rs: A—Bg... est multiplede ... » = { (4, 2), (5, 5), (15, 5) }

IEEES

3 4 5 15 37 A

De chaque élément de I’ensemble de départ A, part au plus
une fleche (done 1 ou pas du tout).
Rs est une fonction de A vers B.
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2) Application
A={11,12,283 34}
B = {10, 21, 22, 43, 54, 65 } ,
Ry : A— B «... se termine par le méme chiffre que ...» =
{11, 21), (12, 22), (23, 43), (34, 54)}
B . i

66

54 B
43 L
22 $
21 @
10

11 12 23 34 A

De chaque élément de I’ensemble de départ A, part une et
une seule flache.

R4 est une application de A vers B.
3) Bijection
A={1—-2,3—4}
B={—1,2,—3,4}
Rs: A—>B«... est 'opposé de ...» =
{(1’ —1), (_ 2, 2)’ (3’ - 3):‘ (_ 4, 4) }

B
-
-3 +
2 —
1 —2 8 —4 A

De chaque élément de I’ensemble de départ A, part une et
une seule fldche et chaque élément de ’ensemble d’arrivée
est I'extrémité d’une et d’une seule fléche.

Ry est une bijection de A dans B.
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4. Composition de relations

A=1{1,234}
B={1,2314}
C=1{1,23,10}
Re:A—>B,<” =
{(1,2),(1,3),(1, 14), (2, 3), (2, 14), (3, 14), (4, 14) }
R7:B—>C,,<” =
{(1,2),(1, 3), 1, 10), (2, 3), (2, 10), (3, 10) }

RroRe:A—>C = {(1,3),(110), (2, 10) }
R70Rg est la composée des relations Rg et Ry

5. Propriétés de la composition de relations
1.

RaoR; #Rjo0Rg

La composition de deux relations n’est pas commutative.

Rso(RzoR1) =(RsoRz)o Ry =RgoRao Ry

Nous pouvons déplacer arbitrairement les parenthéses ou
méme les supprimer.

La composition de deux relations est associative.
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3. Réciproque de relations composées. -
- La relation réciproque de R o Rg est (R7 0 Rg)-1

(R70 Re)! = {(3, 1), (10, 1),(10, 2) }

Examinons également
R1:B>Ac¢... > ..o =
{(2,1),(3,1),(3, 2), (14, 1), (14, 2), (14, 3),(14, 4) }
R1:C>B¢... > ...» =
{(, 1), (3, 1), (10, 1), (3, 2), (10, 2), (10, 3) }
et
RzloR;!:C— A = {(3,1),(10, 1), (10, 2) }

Done :

La relation réciproque de la composée de deux relations est
égale & la composée des relations réciproques des deux rela-
tions, prises dans Uordre inverse.

(R70Re)™ = Rglo R;!
| —

6. Composition de fonctions, applications et bijections
A={2341711,13}
B ={11,12,49,53, 73 }
C = {7,18, 22, 24, 37, 146 }
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Ri: A—>B«...divise ...» = R T
{(2 12), (3, 12), (4, 12), (7, 49), (11, 11)} ‘est une.fonation.

R;: B>C:iz—>2r=
{(11 22), (12, 24), (73, 146) } est une fonctlon

RzoRy: A—C = {(2, 24), (3, 24), (4, 24), (11, 22) } est une
nouvelle fonction.

La composition d’applications et de bijections conduit & la
méme propriété.

La composée de deux fonctions est une fonction.
La composée de deux applications est une application.
La composée de deux bijections est une bijection.

7. Notations

1. Des fonctions sont représentées par f, g, &

2. f: A>B «... a pour triple ...» g’écrit plus simplement
f:A>B:z—>32
Exemples :
f: A—->B«...estletriplede...»
4 <f:A->B: x—>§
f: A—>Bu«...est ledoublede ... » '

<f:A>B: x—>§
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f: A—> B«... est de 7 unités plus grand que ... » :
<>f:A->B:z>2—17

f: A—>B... est de 5 unités plus petit que ... »
=f:A>B:x>z+5

8. Image par une fonction

Exemple :

fiA>B: 2> 3

L’image de 4 par la fonction f est f(4) = 12,

en d’autres mots, 12 est la valeur de la fonction, pour = 4.
D’une fagon générale :

Lorsque a est un élément du domaine, I'image de @ est représentée
par f(a).

9. Image par une fonction composée

Soit fi: A->B
Je: B—>C
et f20f1:A—>C

f2(71(a))
(f20r51) (a)

De la figure, on déduit que f3(fi(a)) = (f2 0 f1) ().
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Ezemple :
N1:A->B:a2— 38
Je:B>C:iz>2z—2

Si @ = 5, nous obtenons : fj (5) = 156
J2(16) = 13

Done : (f2 0 f1) (6) = f2(f1(5))
= f2(15)
— 130

Exercices

1. A={4,6,12,15,24 }
B={23,5,6,12}
Donnez les trois représentations des relations suivantes :

a) R1: A— B «... est multiple de ...»

b) Rz: A— B «... est le double de...»

¢) Rg: A— B «... donne, aprés division par 4, le méme reste
que ... » :

Donnez également les trois représentations des relations réci-
proques et énoncez les relations.

Définissez, dans chaque cas, le domaine et I'image.

2. A={7,9,18,21}
B = {10,13, 21,24}
R :A—> B = {(7, 10), (18, 21), (21, 24) }
&) Enoncez la relation.
b) Ecrivez la relation réciproque.
c¢) Enoncez la relation réciproque.

d) Dessinez le graphe et le réseau des deux relations.
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3. A={13,16,17,26,43}
B = {16, 24, 36,47, 57 }

Définissez en extension cette relation et dessinez le réseau.
Enoncez la relation.

Donnez les trois représentations de la relation réciproque.
Enoncez la relation réciproque.

4. A={3,4,6,9,15}
B ={6,12,18,21,24}

B

24
21
18

12

6

3 4 6 9 15 A

Définissez en extension cette relation et dessinez le graphe.

Enoncez la relation.
Donnez les trois représentations de la relation réciproque.
Enoncez la relation réciproque.

15
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5. On donne une relation par énumération de ses couples.
Comment peut-on reconnaitre une relation, une fonction, une
application ou une bijection ?

Faites la distinction parmi les relations suivantes :
A={a,becd}

B=1{1,23,4}
Ri:A->B={(a2),(2),(c4),(d2)}

R::A—> B = {(a,2),(1),(d,2),(d3),(d4)}
R3:A->B = {(a, 1), (b, 8),(c, 4),(d, 2) }
Ri:A->B = {(a,1),(51),(c2),(d4)}
Rs:A—>B={(a,2),(2),(d,3)}

Définissez, pour chaque cas, le domaine et I’image.

6. Que représentent les graphes suivants (relation, fonction,
application, bijection)?
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7. Que représentent les réseaux suivants?
B B B
¢ 4 ¢
3 '3 3 *—9—
2 —— 2 2
1 r 1 —T 1 ﬂ

a b ¢ d A e b c dA a p ¢ d A
B B B
- o L
3 ﬂL 3 3 $
2 —+- # 2 -—+ 2 —
1 ——* 1 1 —T

e b ¢ dA a b ¢ dA e b c g A

. A = {16,25, 36,49, 81,121}

B={4567911}
Dessinez le graphe des relations suivantes :

Rl B A—)B«

Rz: A->B«...
R3: A—->B«...
R4 :A->Be...

... & la méme somme des chiffres que ... »
ge termine par le méme chiffre que ... »
est le carré de ...» :

admettent pour somme un nombre pair ... »

Précisez ces relations et justifiez votre réponse.

.A=1{0,2,4,51317}

B={4,56,817}
C = {17, 18, 20, 24, 25 }
D = {13, 16, 17, 20, 22 }

Exprimez des trois maniéres :

Ri: AnNB—-CnNnD ..divise...»

Rz: AnNB—>CuUD«...ont pour somme 30»

Rs : AU B—>Cn D«... ont pour somme un nombre = 25»
Rs: AU B—>CuU De«... ont pour différence 0, 10, 20 ou 30 -
Précisez ces relations.
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10.

11.

12.

13.

14,

LA MATHEMATIQUE DANS L’ENSEIGNEMENT TECHNIQUE

A={671,1217 23}
B = {5,19,21,24,34}
Trouvez R; : A—B«... divise ... »
Re : A— B«... ala méme somme des chiffres que ... »
Les relations R; et R sont-elles des fonctions? Pourquoi ?
Les relations R;? et R;? sont-elles aussi des fonctions? Enoncez
la relation. |
Complétez : La relation réciproque d’une fonction est ...
A={—5 —3, —2,2, 5}
B={—5 —21,2 35}
Trouvez R; : A— B «... a pour valeur absolue ... »
Ry : A—> B «... a pour opposé ...»
Les relations Ry et Ry sont-elles des applications? Pourquoi ?
Les relations R;? et R;? sont-elles aussi des applications ? Enon-
cez la relation.
Complétez : La relation réciproque d’une application est ...
La relation réciproque d’une application est-elle une applica-
tion? Justifiez.
A={24,68,10}
B={4,6,8,10,12 }
Trouvez Ry : A— B«... est de deux unités plus petit que ... »
Rz : A— B«... ont pour somme 14 »
Les relations R, et R2 sont-elles des bijections? Pourquoi?
Les relations R;* et R;* sont-elles aussi des bijections ? Enoncez
les relations.
Complétez : La relation réciproque d’une bijection est ...
A={8 —2,5 —8,9}
B={1,8 —2, 5 —8,9, —10}
C={—20 —5 2 —11, 6, —13, 16}
Définissez en extension et dessinez Ry : A—B¢... = ...»
R;: B>C:z2—>2—3
Définissez en extension et dessinez Rso R;.
Précisez R;, Ry et Rz o Ry.
Complétez : La composée de deux ... est ...

Supprimez les parenthéses.
(Rl o Rz)‘l =

(Ri* o Rg)t =

(RioRzY) 1l =

(Ri'o Ry')1 =
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15. A = {6, —12, 18, —24, —30}
B={3 —6,9 —12, —15}
C=1{1,—2,8 —4 —5}

z
Définissez en extension et dessinez : Ry : A—~B : 2z — 3

R:: B->C: x—>§

Définissez en extension et dessinez Rz o R;.
Précisez Ri, Rz et Rao Ry.
Complétez : La composée de deux ... est ...

16. Préoisez R; : A—B

et Rz : B — C
Dessinez Rga o Ry et précisez la composée.
B C




Crarrree 1T
RELATIONS DANS UN ENSEMBLE

1. Relation A— A

A={1,2 3 4}
Ri: A>Ac... <..o={(L,2),(1,3),(1,4),(2 3),(2 4), 3,4}

Une relation est un ensemble de couples.
R:A>A={(@b|acAenbecAenaRbd}

2. Relation réciproque

A=1{1,234)}
Re: A>Ac... > ..o ={(2,1),(3,1),(3,2),(4 1), (4 2), (4, 3) }

1 2 3 4 A

Rz est la relation réciproque de Ry, soit Ry = Ryl
R1 est la relation réciproque de Rq, soit Ry = R;.
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3. Relations particulidres A—> A . : : o
1. A={1,2,3,4} v ST
Rs: A— Aq... est d’une unité plus grand que ... »
= {(2’ 1),(3,2), (4 3) }

A
4
3 *—
2 —9—
1 $

1 2 38 4 A

De chaque élément de 'ensemble de départ A, part au plus
une fléche. '
Rs est une fonction dans A.
2.2) No={1,2,3,4,.. }
"~ Rg: No— No¢... est d’'une unité plus petit que ... »
=1{1,2),(23),(3,4),(4..) o}

No A
" 4
3 L 4
2—¢
1
I 2 3 4 ascave No

De chaque élément de I’ensemble de départ No part une et
une seule fleéche.

R4 est une application.

Une application A — A est une transformation de A.

R4 est une transformation de No.
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b) N={0,1,2,3,4,5,... }
Rs;: N> N«¢... a pour double...» =
{(0,0),(1,2),(2,4),(3,8),(4,8), ... }

N

8

7

¢ 1
5

4 %
3

2

1

1

012345678-"""N

R; est une transformation de N.
Dans cette transformation, le nombre zéro est sa propre
image.
Un point qui est sa propre image est appelé point fixe de
la transformation.

c) A={23,4,5,6}
Re: A>Ac...=...» {(2,2),(3, 3), (4, 4), (5, 5), (8, 6) }
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Dans cette transformation, chaque élément est sa propre
image ; en d’autres mots : chaque élément est un point fixe.
Une telle transformation est appelée transformation iden-
tique : ¢.
3.Z=1{0,—1,1, —2,2 —3,3 —4,4, ...}
Re : Z— Z« ... est d'une unité plus grand que ... »
{(0, —1),(—1,—2),(1, 0),(—2,—3),(2, 1), (—3,—4),(3,2), .}

zZ
] n
4
3 +
3 —e-
2
2
1
19—
0"1 1-—2 2-—3 3—4 4 .Oo-oo.Z

De chaque élément de l'ensemble de départ, part une et
une seule fléche et chaque élément de ’ensemble d’arrivée est
P’extrémité d’une et d’une seule fldche.

R est une bijection.

Une bijection A — A est une permutation de A.

Sur un axe, sur lequel on & représenté les nombres entiers,
cette permutation se présente de la faqon suivante :

-5432—101345

4. Composition de relations A— A
A=1{1,23}
Ri: A>Ac... > ..o ={(2,1),(3,1),(3,2) }
Re: A—>Ac... divise ... » = {(1, 1), (1, 2), (1, 8), (2, 2), (3, 3) }
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(1,1)o(2,1) = (2,1)
(1, 1) ° (3, 1) = (3’ 1)
(1,2)0(2,1) = (2, 2) .
(1,2)0(3,1) = (3, 2)
(1, 3) ° (3’ 1) = (3! 3)
(1,3)0(2,1) = (2, 3)
(2v 2) ° (3’ 2) = (3’ 2)

ReoRy: A— A= {2, 1),(3,1), (2, 2),(3,2), (3,3),(2,3)}
Rz0R; est la composée de R et Rs.

Exercices

1. A={24,6,810}
Donnez les trois représentations de :

a) Ri: A— A¢...divise...»
b) Rz : A— A«... ont pour somme 12 »
¢) Rg: A~ A«¢...estlamoitiéde...»
. d) Rg: A— Aq... ont pour différence — 4 »
Donnez les trois représentations des relations réciproques et
énoncez ces relations.

2. A= {3,568} ‘
R:A>A= '
{(3,3),(3,5),(3,6),(3,8),(5, 5), (5, 6), (5, 8), (6, 6), (6, 8), (8, 8) 8
a) Enoncez la relation. '
b) Définissez en extension, la relation réciproque.

¢) Enoncez la relation réciproque.
d) Dessinez le graphe et le réseaun de ces relations.
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3. A={3,56,1525}

Définissez cette relation en
extension et dessinez le
réseau.

Enoncez la relation.
Représentez la relation réci-
proque de trois maniéres
différentes.

Enoncez la relation récipro-
que.

4, A = {86, 15, 24, 36, 45, 61 }

A

61
45
36
24
16

6

extension et dessinez le

+‘ Définissez cette relation en

graphe.

D Enoncez la relation.

Représentez la relation réci-
proque de trois maniéres
différentes.

Enoncez la relation réeipro-

6 15 24 36 456 61 A due

5. Une relation est donnée par énumération de ses couples.
Comment peut-on reconnaitre une relation, une fonction, une
transformation, une permutation ?

Faites la distinction parmi les relations suivantes dans

Ry
Re
Rs
R,
Rs

A={abcde}

:A— A = {(a,b), (b, a),(c,c),(d,e),(e,d) }
:A—>A = {(b, e),(c, a), (d, a), (¢, a) }

:A— A = {(a,a),(a,b),(d,c),(cc)dc)}
tA->A= {(a’ a), (d, b)s (c, ¢), (d’ d)r (e, €) }
:A—A = {(a,a),dec)c)(de),ld)}

Définissez, pour chaque cas, le domaine et I'image. Y a-t-il des
points fixes? Y a-t-il une transformation identique?
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6. Quelles relations représentent les graphes suivants?

f oo 8o P

Y a-t-il des points fixes? Y a-t-il une transformation identique #
7. Quelles relations représentent les réseaux suivants?

A A

) S
4
Qoo s
1
Qo0 e
9
9

»

QAaco&e

Qoo e

b

oo e P

I~ -

abcde A abcde A abcde A
Y a-t-il des points fixes? Y a-t-il une transformation identique ?
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8. A={0,1,—1,2,—2}

Desginez le graphe des relations suivantes, si z€ A et y € A.

Ri: A>A:z—>|z| Rs: A>A:z>2+1
Re:A>A:z+y=0 Re: A>A:ay=|2|
R3: A-A:z>—2z Ry:A-A:a2y=0

Ri: A>A:ay=2 Re: A-A:z2—y=2

Précisez ces relations.

9. Représentez les relations suivantes sur un axe et définissez-les.

R, R, R, R, R,

2>z 4+ 3|z>2x—1|2>—2 | 2 |z| x>
N->N
No>N
Z>2
Z,>Z,

10. Représentez sur un axe :

Ri:Z>Z:2>—2x
Re:Z>Z:z2>2+2

Dessinez Rz o Rl et Rl o Rz.
Préoisez les relations R;, Ra, Rz 0 R; et R; 0 Ra.
Complétez : La composée de deux ... est ...

1. f1: 22 :x—>§

fe:2>Z:z>216
Caloulez (fz o f1) (z) et (f1 o fa) (x) pour x = —36,—9,0, 18, 72.

Pouvez-vous en déduire que la composition de-relations n’est. .
pas commutative ?

Caloulez les images pour fiof1 et fz2o0 fa.
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12. Z={0,1,—1,2,—2,3,—3,... }
Complétez les tableaux suivants :

relations pour f : Z—> zZ

z J=) :éf>:;:+2 z>—3 + 1 ':c—>a:--,7 z—)Tg‘-l-4
6 | f(6)
— 2 | f(-—2)
0 | /0)
8 | f(8)
— 10 | f(—10)
| im?:.gede
z | fizz>z+1l |faira>xz—6]| facky (ich| fichh | fr
—8 ‘
0
3
— b
a

13. Dessinez toutes les transformations possibles. Combien en
trouvez-vous? '

A

14. Dessinez toutes les permutations possibles. Combien en trouvez-
vous ?

A




CrarrTrE IIT
PROPRIETES DES RELATIONS DANS UN ENSEMBLE
1. Prd;iﬁéiés'
1. Réflexivité

A={2,4,5,10}“ o
R: A->A¢...divise...» = :
{(2,2), (2,4), (2,10), (4, 4), (5, 5), (5, 10), (10, 10) }

R contient tous les coﬁp]es identiques.
R est réflexive. ‘

R: A— A est reflexief < (VaeA =(a,a)eR)

2. Antiréflexivité

A={24510}
R:A-Acd... > ...o= -
{(4, 2),(5, 2), (5, 4), (10, 2),(10, 4), (10, 5) }

R ne contient aucun couple identique.
R est antiréflexive.

R : A— A est antiréflexive <> (VaeA =(a,a)¢R
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Remarque :

11 existe évidemment des relations qui ne sont ni réflexives,
ni antiréflexives. ‘ 3
A={1,—1,2,—2,3—3}

R: A— Aq...a pour valeur absolue ... » =

{(ls l)s (_ 1, l): (2s 2): (_ 2, 2): (3» 3):'(— 3, 3) }

R n’est pas réflexive, car (—1,—1)¢R

(_ 2: - 2) ¢ R
R n’est pes antiréflexive, car (1,1)eR
2,2)eR
3,3 eR
. Syméirie
A=1{12,4,5}

R: A— Aq... ont pour différence un» =
{(l, 2)’ (2’ l)’ (4’ 5)’ (5) 4) }

Si un couple appartient & la relation R, le couple réciproque
appeartient également & la relation R.
R est symétrique.

R :A—> A est symétrique <>
(Va,be A et (2,b0)eR = (b,a) eR)
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4. Antisymélrie
A={123,4}
R : A— A¢... est d’une unité plus grand que ... » =
{(2,1),(3,2),(4,3)}

Si un couple appartient & R, son réciproque n’appartient pas
a R.
R est antisymétrique.

R: A— A est antisymétrique <=
(Va,be A et (a,b)eR = (b,a)¢R) si a #b

Remarqués :

l L’antisymétrie concerne toujours deux éléments différents
(@ ). Cependant, un couple identique ne compromet
pes Pantisymétrie. '

2. 1l existe des relations qui ne sont ni symétriques, ni anti-
symétriques.

- 8. Transitivité

A={5"70911}
R:A>A¢... < ...h =
{(5,7), (5, 9), (5, 11),(7, 9), (7, 11), (9, 11) }
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Si deux couples (a, b) et (b, c) appartiennent & la relation R, le
couple (a, ¢) appartient également & la relation R.
R est transitive.

R : A— A est transitive <=
(Va,b,ceA et (a,b)eR et (b,c)eR = (a,c) eR)

2. Relation d’équivalence
A={3,5,6,10,12,18}
R: A— A ... divise ou est multiple de ... »

= { (3, 3), (3, 6), (3, 12), (5, 5), (5, 10), (6, 3), (8, 6), (6, 12), (10, 5),
(10, 10), (12, 3), (12, 6), (12, 12), (13, 13) } 1

Cette relation est; :
a) réflexive,

b) symétrique,

¢) transitive.

Une relation dans A est une relation d'équivalence si et seulement
si elle est & la fois réflexive, symétrique et transitive.

Remarque

Une relation d’équivalence fournit une partition.

Une partition implique la relation d’équivalence « ... appartient
4 la méme classe que ...»

P={{3,6,12},{5,10},{13}}

{38,6,12}, {5,10 } et { 13 } sont les classes d’équivalence.
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3. Relation d’ordre

1. Notion
A = {13, 16, 33, 36 }

R:A—>A «... > ..»= {(13, 13), (16, 13), (16, 16), (33, 13),
(33, 16), (33, 33), (36, 13), (36, 16), (36, 33), (36, 36) }

Cette relation est :
a) réflexive,

b) antisymétrique,
¢) transitive.

Une relation dans A est une relation d’ordre ou ordre, si et
seulement si elle est & la fois réflexive, antisymétrique et transi-
tive. ' S

2. Remarques

a) Un ensemble A, pourvu d’une relation d’ordre R est appelé
ensemble ordonné A, R.

b) Lorsque, dans un ensemble ordonné, deux éléments sont reliés
par une fléche, on dit que ces éléments sont comparables.

¢) Lorsque, dans un ensemble, deux éléments quelconques sont
toujours reliés par une fléche, I’ordre est total et 1’ensemble est
totalement ordonné par cette relation.
Une relation d’ordre, pour laquelle deux éléments quel-
conques ne sont pas toujours reliés par une fléche, est appelée
ordre partiel.

M 2—=2
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Exemple

A=1{2487"1}

R: A—>A «... divise...»

R= { (2! 2)9 (2’ 4)’ (2’ 8)» (4’a 4): (4’ 8)’ (8: 8)’ (73 7) }

R est un ordre partiel.

d) La relation ... > ...» dans 'ensemble A = { 13, 16. 33,36 }

géceritR: A>A¢... > ..o = o
{ (16, 13), (33, 13), (33, 16), (36, 13), (36, 16), (36, 33) }

13 Cette relation est :
a) antiréflexive,

b) antisymétrique,
o) transitive.

36 33

Elle est appelée un ordre strict.
Un ordre strict peut étre total ou partiel.

réflexive 2

antisymétrique } = R est un ordre
transitive S

R est

antiréflexive
antisymétrique
transitive

R est = R est un ordre strict
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3. Ordre sur la droite

Pour orienter une droite, on indique le sens positif par une
pointe de fléche.

b
a g a<b
R A psa

a) La relation «... <...» dans I'ensemble A = {a,b,c} est
un ordre total. Vérifiez.

b) Larelation R1: A—>A¢... =2 ...» =
{ (a, a), (b, a), (b, b), (¢, @), (¢, b), (c, ) } est également un
ordre totel.

Donc :

Sur toute droite, il existe deux ordres totaux,
réciproques I'un de ’autre.
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4, Ordre dans N et Z

Portons les éléments de I’ensemble Z sur une droite orientée.

— P < > Dt i < B?
esssse —3 —2 -—1 0 1 2 3 oolcco' ‘A
Donc R; : N—>N «... <...» est un ordre total.

Ri! : N—N «... > ...» est un ordre total.

Ry :Z—~>Z «...<...» est un ordre total.

R;!':Z—>Z «...>...» est.un ordre total. .
Remarque :

Dans un ensemble totalement ordonné, on peut écrire les 16-

ments de telle maniére qu’il existe une relation entre cha.ciue
élément et le suivant.

L’ensemble ordonné N peut s’écrire :
{0,1,2,3,4,5,...}
telque 0 <1 1 <2 2 <3 3 <4 4<5
0<2 1<3 2 <4 3 <56
0 <3 1 <4 2 <5

0 <4 1<5
0 <56

L’ensemble ordonné Z peut s’écrire :
{,—3,—2,—1,0,1,23, ..}

Exercices

1. Quelles sont les propriétés des relations suivantes dans P’en-
semble A = {a,b,c,d,e}?

Y trouvez-vous des relations d’équivalence? Si oui, écrivez
les classes d’équivalence.

Ri: A— A = {(a, d), (b, a), (b, ¢), (¢, b), (a, ¢), (¢, @), (e, d), (d, &)}
Rz : A~ A = {(a,d), (¢, d), (¢, @), (b, ), (b, ¢), (¢, ¢), (c, b)}

R3: A—> A = {(a, a), (b, b), (c, ¢), (d, d), (e, €)}

R4 : A~ A = {(a,a), (b, a), (¢, a), (d, a), (¢, b), (2, €)}
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2. Méme question pour : .

3. Quelles sont les propriétés des relations suivantes?

Y trouvez-vous des relations d’équivalence? Si oui, écrivez les
classes d’équivalence.

a"A={2!3’4’5}
R: A— A «...n’est pas plus petit que ...»
(128411 9 '
.A= -y =3 =) =3 —3 —) —
b $2 556 3 4 12%

R: A— A «...ont pour somme un»

c. A={3,4,6,7,8,18}
R: A—> A «...divise...»

55557789
R: A—A«...a le méme dénominateur que...»

1 2 4 2 4 2
d.A=g 3 %
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4. Ajoutez le moins possible de fleches pour que la relation ait
les propriétés données.

réflexive, symétrique symétrique et réflexive et |
et transitive transitive transitive

5. Supprimez le moins possible de fléches pour obtenir une relation
syant les propriétés données.

antiréflexive et antisymétrique et antisymétrique et
antisymétrique transitive transitive

6. Quels couples doit-on ajouter pour que les relations suivantes
aient les propriétés données ?
A={a,b,c,d,e}
Ri: A— A = {(a, a), (a, b), (b, ), (b,¢),(d,d)}
transitive et symétrique.
Rz : A—> A = {(a,b), (b, a),(c,d),(e,d) }
réflexive et transitive.
R3:A—>A={(a,a),((bd)}
réflexive, antisymétrique, symétrique et transitive.
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7. Quelles sont les propriétés des relations suivantes?
R:N>N:z—»>2?
R:N->Ne¢«...=..»
R: N->N«... > .0»
R:Z5Z:2->—
R:Z->Z¢...<..o»
R:Z-—>2Z ¢... ont pour somme 4»

8. E est 'ensemble des segments de droite de la figure ci-dessous.
Ecrivez en extension : R; ¢ E—E «... [[ ...»

Re:E->E«¢... ] ...»

Rs: E->E ¢...=..»

a b

A d

. Quelles sont les propriétés de chacune des relations?

9. Méme exercice pour :
a b e b
[ e ] .
c d c é
10. Soient les ensembles : &, {2}, {1,2}, {1,2,4}, {1,2,8,4}
et D={z,{2}(1,2},{1,2,4},{1,2,3,4}

Définissez et dessinez R : D—D ¢...c...»
Quelles sont les propriétés de R ?
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12.

13.

14.

LA MATHEMATIQUE DANS L’'ENSEIGNEMENT TECHNIQUE

Les relations suivantes sont-elles des relations d’équivalence?
Si oui, donnez les classes d’équivalence..
a) A={5,7,8,9,10,13,15 } |
R: A—>A «... divisé par 5, donne le méme reste que dod
b) B = {14, 23, 32, 41, 167, 176, 671, 761 } ‘
R : B—B «... a une méme somme des chiffres que ... >
¢) C={—3—2—1,01,23}
R.: C—C «... est la valeur absolue de ...»

Ajoutez le moins possible de fléches pour que les relations sui-
vantes deviennent des relations d’équivalence.

Pouvez-vous; tout en conservant une relation d’équivalence,
supprimer deux fldches dans la relation d’équivalence suivante?

Examinez pour les points suivants de II :

R : II - II «...se trouve sur la méme droite que ...»
Quelle relation obtenez-vous ?

Quelles sont les classes de la partition?
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Quelle est votre conclusion pour dir A, si vous considérez tous
les points de IT?

°
@ \p

i

f
n
’2/

156. A= {2,3,5,7}

Dessinez et définissez A X A. Le produit A X A est-il une rela-
tion d’équivalence ? Si oui, écrivez les classes d’équivalence.

o

16. Dites si les relations suivantes sont des relations d’ordre.
Précisez.
a) A = {4, 16, 64, 256 }
R: A->A¢... divise...»
b) B = {2,5,10,12,20}
R : B—>B «... est multiple de ...»
c) C={2,5,13,27,123 }
R: C—C «... comporte 1 chiffre en moins que ... »
d) D = {11, 22, 126, 413, 1212 }
R: D—D «... contient plus de chiffres que ...»
e) E={—5,0,5—3,27}
R: E—E ¢... est plus grand d’un multiple de 5 que ...»
tN->N¢«... < .oo»
I N->Ne...<.o»

Z>Z:z>2x+2
1 Z2->2:x2—>22

g V={g,{a},{b},{a,b},{a,bc}}
R: E—~E ¢...a un nombre cardinal plus petit que ... »

f)

oW w
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A=1{5,6,7,89}

Dessinez R : A— A =

{(5, 8), (5, 7), (5, 8), (5, 9), (6, 7), (6, 8), (6, 9), (7, 8), (7, 9), (8, 9)}
Dessinez également R-1: A— A.

Précisez la relation. -

R est-il un ordre? Et R-1?

A=1{2,3,4,6}

Dessinez :

Ri: A>A= {(2: 2), (2, 3), (2, 4), (2, 6), (3, 3), (3, 4), (3, 6),
(4,4),(4,6),(6,6)}

Ra: A—> A = {(2,2),(3, 3),(4, 4), (6, 6), (6, 2), (6, 3), (4, 2)}

Rs: A—> A = {(6, 4), (6, 3), (6, 2), (4, 3), (4, 2), (3, 2)}

R4 tA>A= {(2: 6): (2: 4)’ (3: 6)} ‘

Précisez les relations Ri, Rz, Rg et Ry?

Définissez et dessinez Ry?, R7%, R3! et R De quelles relations

s'agit-il?

Comparez chaque relation & se réciproque et complétez :

R est un ordre strict <> R-1 est ...

R est un ordre < R-1est ...

R est un ordre total < R-1 est ...
R est un ordre partiel <> R-1 est ...

Dites si les relations suivantes sont des relations d’ordre.

Qa "o & P

a becd A abcd A ea bed A
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20. A={17,9,67,126 }

Ecrivez et dessinez : Ry : A>A ¢...<...»
Ra: A=A c¢...<..0»

Précisez la relation.
21. E={A,B,C,D}
Définissez : R: E—>E«...c...»
La relation est-elle un ordre? L’ordre est-il total ? Justifiez.

B

22. A= {5,10,15,30}
Ecrivez et dessinez : R;: A— A «...divise...»
Rz : A— A «...est multiple de ...»

De quelles relations s’agit-il ¢
Trouvez R; N Ra. Quelles est votre conclusion ?
23. A={23,4,6}

Ecrivez et dessinez R;: A—>A«¢... < ...»
Ro: A>Ad...> ..0»

De quelles relations s’agit-il?
Trouvez R; N R2. Quelle est votre conclusion ?

24, Examinez

Ri: A=A «...<o»

Rz : AsrAd.. < ...))A‘—_’__—.’——__-._—_-
Rs: A=A c«...>..0» a b ¢

Ri: A—>Ac¢...> ...»

Quelles relations obtenez-vous?
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25. Donnez tous les ordres possibles dans ’ensemble A = {1, 2}
Dessinez le graphe. Précisez les relations. -

26. E = { [ad], [ac), [ab], [cb], [cd], [bd] }
Examinez R : E—E «...c...n
De quelle relation s’agit-il?
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DIVISIBILITE

1. Division

- La pratique de la division nous est suffisamment familidre.

24192 16

16 1512
81
80
19
16
32
32
0

24 192 est le dividende (D)
16 est le diviseur (d)
1512 est le quotient (q)
0 est le reste (r)

Le reste de la division étant
nul, la division se fait exacte-
ment; d divise D.

24192 =16 X 1512

D=dg

D,deN=D:deN
2. Divisibilité

76429 24
72 3184
44

24

202

192

109

- 96

13

76 429 est le dividende (D)
24 est le diviseur (d)
3184 est le quotient (q)
13 est le reste (r)

Le reste de la division étant
7% 0, d ne divise pas D.

76429 = 24 X 3184 4+ 13
13 <24

D=dgqg+r
r<d

D,deN =D :d¢N

-~ Un nombre est divisible par un autre, si la division du premier

par le second se fait exactement.
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Ezxemple :
36 est divisible par 9 car 36 : 9 = 4
9 est diviseur ou facteur ou sous-multiple de 36.
Notations :
L’expression «9 est un diviseur de 36» ou «9 divise 36 »s’éarit
9|36

« 7 n’est pas diviseur de 36 » ou « 7 ne divise pas 36» devient alors
7} 36.

3. Relation «...divise...» dans N

N=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,... }
R: N N,[" = {(0,0), (1, 0), (1, 1), (L, 2), (1, 3), .., (2, 0),
(2,2),(2,4), .-, (3,0),(3,3),(3,6), ..., (4,0), (4,4),(4,8), ..}

Cette relation est :

1. réflexive : VaeN:a|a
0lo, 1|1, 2|2, 3]3,.. ~
2. antisymétrique : Va,beN : a|b =b fa(sia #b)
1|2=>241,3|6=6/t3,..
3. transitive : Va,b.ce€Z :a b g
=>a|6

bie

2|4et 4]8=2]8,... ‘

R:N—>N<<...|...»estunordre partiel car les éléments ne

sont pas tous comparables deux & deux. i
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4. Relation «... | ...» dans Z

Z={.,—3—2—1,0,1,23,..}
R:Z->Z,"={...,(—3 —3),(—3,0),(—3,3),..,

(_ 2,— 2): (_ 2, 0): (_‘ 2, 2):'--a (_' 1, — 3)’ (— 1, — 2)’ (_‘ 1,
—1),(—1,0),(—1,1),... }

Cette relation est :

1. réflexive : —38|—38—2|—2,—1|—10]0,.

2. transitive : —3|3et 3| —3=>—3|—3
1|3et3|—3=1|—3..

mais elle n’est

3. ni antisymétrique : —3|3et 3| —3,2|—2et —2|2,..

4. ni symétrique : 1|3et 341, 2(0et0)2,...

R:Z->Zs...|.. » n’est ni un ordre ni une équivalence.

5. Diviseurs d’'un nombre

L’ensemble de tous les diviseurs de a
= {z |z divise a } = {z |z€Zo ot z|a}

= diva

Exemples :

divs = {1,—1,2,—24,—4,8—8}
divl? = {1,—1,17,—17}

div(—12) = {1,—1,2,—2,3,—3;4,—4,6,—6,12,— 12}
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L’ensemble de tous les diviseurs positifs de a

={z|zeNoetz|a}

= divta
Exzemples :
div+ 8 = {1,2,4,8}
divv17 = {1,17}

divt(—12) = {1,2,3,4,6,12}

Remarques :

1.

Tout nombre naturel est toujours divisible par 'unité et par
lui-méme : VaeN : 1edivta
acdivta

. Un nombre naturel a est appelé nombre premier si et seule-

ment si divt a est une paire.
17 est un nombre premier, car div+ 17 = {1,17 }

. Un nombre naturel @ n’est pas un nombre premier, ssi

div+ a n’est pas une paire.

20 n’est pas un nombre premier, car div+ 20 =
{1,2,4,5,10,20}

1 n’est pas un nombre premier, car divt 1 = {1}

. Comment peut-on déterminer div et div+ d’un nombre entier ?

a. Le nombre entier est positif
On divise successivement le nombre par les nombres natu-
rels consécutifs jusqu’a ce que le quotient devienne infé-
rieur au diviseur. ‘
Diviseurs et quotients constituent I’ensemble des diviseurs
du nombre.

Trouvez div 30 et divt 30.
1 2 3 5 l 6
30 15 10 6 I 5

div+ 30 = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}
div 30 = { 1: _1: 2: —2’ 3: _3’ 5’ _5’ 69 '——6’ 109 '—'10’
15, —15, 30, —30 }
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b. Le nombre entier est: négatif ,
Deux nombres opposés admettent les mémes diviseurs.

div+ (—30) = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30 }
div (—30) = {1,—1,2,— 2,3, — 3, 5, — 5, 6, — 6, 10,
10,15, — 15,30, — 30}

6. Multiples d’un nombre

Un multiple d’un nombre est le produit de ce nombre par un
nombre entier.

L’ensemble des multiples de &
= {z |z est multiple de a } = {z|zcZeta|x}
=aZ
Ezxemple :
47 = {0,4,—4,8,—8,12,—12,... }
D’importants sous-ensembles de aZ sont aZo, aN et aNo.

Bxemples :
4Zo = {4,—4,8,—8,12,—12,... }

4N ={0,4,8,12,16,... }
4N, = {4,8,12,16, ... }

Exercices
1. Complétez par | ou }
1) 7..21 4 0..0 7 3.0
9) 0..17 5) —5 ... 10 8) 18 ... —42
3) —3...8 6) 14..7 9) 15 ... —15

10) 124 ... 3224
11) —57... —684
12) 36.. 600

2. Divisez et faites la preuve.

1) 30012 : 123 3) 4723:72
2) 1378: 26 4) 232 277 : 573

3. Quels sont les restes possibles de la division d’un nombre par 13¢
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. Dans une division exacte le diviseur égale 27 et le quotient 217.

Quel est le dividende ?

. Dans une division exacte, le d1v1dende égale 24192 et le quotient

1 512. Quel est le diviseur?

. Dans une division, le diviseur égale 316, le quotient 19 et le

reste 209. Quel est le dividende ?

. Dans une division, le quotient égale 7 et le reste 5. Quel estle

plus petit diviseur possible? Quel est alors le dividende?

. On divise un nombre par 12 et par 15. Le quotient des deux

divisions est le méme, mais les restes sont respectivement 11 et 2.
Quel est ce nombre ?

. Définissez en extension les ensembles suivants :

1) div 40 5) divt+ 0 9) div (— 40)
2) div 16 8) div+ 16 10) div (— 8)
3) div1l 7) div+ 21 11) div*(— 16)
4) div s 8) div+ 9 12) div+ (— 180)
Complétez par =, 34, ou c.

1) div 12 ... div (—12) 6) divt 12 ... div*+ (— 12)
2) div 48 ... div (— 48) 7) div+ 48 ... div+ (— 48)
3) divt12...div 12 8) div* 48 ... div (— 48)
4) div+12 ... div 48 9) div 12... div (— 48)
6) div 12... div*+(— 48) 10) div 48...div 12
Complétez :

1) div12 N div 48 =

2) div (— 12) N div (— 48) =
3) divt (— 12) N div+ (— 48) =
4) div+ 48 N div* (— 48) =

Donnez le plus grand et le plus petit diviseur de 15

1) dans N
2) dans Z

Donnez tous les noh;bres Premiers < 120.
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14. Définissez en extension les ensembles suivants :

1) 5Z 4) 3Zo 7 TN
2) 7% 5) 47 8) 8N
3) (—6)Z 8) (— 5) Zo 9) (—10) N

10) 6 No 13) 0Z

11) 12N, 14) ON

12) (— 7) No 15) 1Z

15. Complétez par =, # ou C.
1)4Z ... (—4)Z
2) (—12)Z ... 4Z
3)12Z ... 4Z

16. Complétez :
4ZN12Z =
(—)ZN(—12)Z =
(—4)NNn4N=

17. A= {1}

4) 12N ... (—12)N
5) 12N ... (—4)N
6) (—12)N ... (—4) N

A
B = {z |z est un nombre premier }
C

= {y |y n’est pas un nombre premier }
L’ensemble { A, B, C } est-il une partition de N? & ustifiez.

18. La somme de 3 nombres consécutifs égale 432. Quels sont ces

nombres ?



Cmrmm v
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1. Propriété

a) Exemple
2|12
2|16 % =2[(12 4 16) =228
b) Généralisation
alb =b=a.q
alc >c=a.q
b+c=a9+aqg distributivité de . par rapport
= a(g+¢) & +
Or, geZ —gid eZ Paddition dans Z est interne
g€z e et partout définie.
Done: a | (b + o)
Un nombre divisant deux autres nombres, divise leur somme.
Va,b,ceZ:alb
alc g >a|(b+ c)
2. Caractires de divisibilité
1. Per 10, 100, 1000, ...
2690 = 269 x 10 3724 =317204 4
= multiple de 10 =ml0 44
= divisible par 10
2 400 = 24 X 100 5331 = 5 300 4 31
= 1m 100 = m 100 4 31
= divisible par 100
36 000 = 36 x 1 000 67 354 — 67 000 4 354
= m1 000 = m1 000 - 3564
= divisible par 1 000

eto...
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Un nombre est divisible.par 10, 100, 1000, ... 8l est terminé
parl, 2,3, ... 2éros.

Le réste de ‘la division d'un nombre par 10, 100, 1 000, ...
est le nombre formé par le dernier, les deux derniers, les trois
“derniers... chiffres du dividende. :

2. Par 2

La relation R«... | ...» est transitive.

10

Tout multiple de 10 est donc un multiple de 2.

7264 =7 260 4 4 7 2656 = T 260 + 5
m2+ m2 m2 +m241
m?2 m241

Un nombre est divisible par 2, si le dernier chiffre & droite est 0
ou un mombre pair.

Le reste de la division d'un nombre j)ar 2 est le méme que celui
que Uon obtient en divisant le dernier chiffre par 2.

3. Par 5

Larelation R ¢... | ... » est transitive.

10

Tout m 10 est donc m 5.
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7266=172604 5 7 267 = 7 260 }- 7
mb+ mb mb4+ mb4 2
mb mb+ 2

Un nombre est divisible par 6, si le dernier chiffre & droite eat
0 ou 5.

Le reste de la division d’un nombre par 5 est le méme que celus
que Uon obtient en divisant le dernier chiffre par 5.

. Par 4

100

Tout m 100 est donc m 4.

7264="17200 + 64 7267 = 7200+ 67
m4 4+ m4 m4 4+ m4+3
N

m4 m4+3

Un nombre est divisible par 4, si les deux: derniers chiffres sont
des zéros ou forment un nombre divisible par 4.

Le reste de la division d’un nombre par 4 est le méme que celus
que Uon obtient en divisant les deux derniers chiffres par 4.

5. Par 25

100

m 100

Tout m 100 est donec m 25.
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7 276="17200 + 75 7982 = 72004 82
m26 + m25 m 254+ m26 4 7
m 25 m25 4 7

Un nombre est divisible par 26, 8t les deux derniers chiffres sont
des zéros ou forment un nombre divisible par 25.

Le reste de la division d’un nombre par 25 est le méme que celus
que Pon obtient en divisant les deux derniers chiffres par 25.

. Par 9
10= 9+1=m9+1
100= 99+ 1=m9+1
1000 =999 +1=m9+1

Done:

3465 = 30600 - 400 + 60 |- 6
=3 X% 1000 + 4 x 1004+ 6 X 10+ 5
=3(m9+4+1)+4(mo9+1)+6(m9+1)+5
mo9+34+mo+44+ m94645
m94(8+4+ 6+ 5)
m9 4 18
m9-+ m9
m9.

3472 = 3 000 -+ 400 4 70 4 2
=3x%1000+4+4X 1004+ 7 x 1042
3(m941)+4(m9+1)4+7(m9+4 1)+ 2
m9+3+4+mo9+44+mo94+742
mo+@B+4+7+2) '

m94 16

m94 m9 + 7

m9 47

Un nombre est divisible par 9, 8t la somme de ses chiffres
est divisible par 9.

Le reste de la division par 9 d'un nombre est le méme que celui
que Von obtient en divisant la somme de ses chiffres par 9.
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7. Par 3
9
3 m9
Donc :
3466 =m3+4(3+ 4+ 6+ 5)
=m3+ m3
=m3
3467 =m3+(3+44+6+17)
=m3+m3+2
=m3+ 2

Un nombre est divisible par 3, si la somme de ses chiffres est
divisible par 3.

Le reste de la division d'un nombre par 3 est le méme que celui
que Uon obtient en divisant la somme des chiffres par 3.

Exercices

1. 2) Un nombre divisible par 2 se termine toujours par ...
b) Un nombre divisible par 4 se termine toujours par ...
¢) Un nombre divisible par & se termine toujours par ...
d) Un nombre divisible par 25 se termine toujours par ...
e) Un nombre divisible par 2 et 5 se termine toujours par ...
f) Un nombre divisible par 4 et 25 se termine toujours par ...

2. Vérifiez si les nombres suivants sont divisibles par 10, par 100,
par 2, par 5, par 4, par 25, par 3, par 9? Trouvez les restes.

1) 7224 . 6) 63243090
2) 1646 7) 72637932
3) 360 8) 6 128 400
4) 9450 9) 3 168 000

5) 3000 10) 123 456 789
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. Quel est le plus petit nombre € No qui soit simultanément
divisible par 2, 3, 4, 5, 9 et 10?

. Trouvez tous les nombres € N et ;Qompris entre 340 et 361,
divisibles simultanément par 2, 3 et 5.

. Le nombre :

34 628 est-il divisible par 2, 3, 47
75 060 est-il divisible par 2, 3, 5, 9, 10%
2 891 736 est-il divisible par 2, 3, 4, 5, 9%

. Remplacez les points p&f des chiffres pour que le nombre

a) 7 64. soit divisible par 2

b) 32.2 soit divisible par 4

o) 63 . soit divisible par &

d) 32.5 soit divisible par 256 *

e) 364.2 soit divisible par.3 mais non par 9
f) 342, 481 soit divisible par 9

Donnez toutes les solutions possibles.

. Trouvez le caractére de divisibilité par 8.
1000

m 1000

. Méme question pour 125.

. Si
10= 11—1=mll—1
100= 9941=mll41
1000=1001 —1=mll—1
10000 =9999 4+ 1= ml1l +1

trouvez le caractére de divisibilité par 11.
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10. Remplacez les points par des chiffres pour que le nombre

a) 52.4 soit divisible par 2 et 3

b) 72 84, soit divisible par 2 et 9

c) 523, soit divisible par 4 et 3

d) 98 3.5 soit divisible par 9 et 25
e) 364, soit divisible par 5 et 9

f) 43 .9, soit divisible par 2 et 3

g) 24 .8, soit divisible par 4 et 9

h) 71, 69. soit divisible par 3 et 5

i) 13,56, soit divisible par 4, 5 et 9.

Donnez toutes les solutions possibles.

1. 2=m17 4 7
y=m1l7 4 13

Quel est le reste de la division des‘ nombres suivants par 17 ?

z

y
z+y

z—y.



CHAPITRE VI

PREUVE PAR NEUF

1. Addition

3126
+916|7

8 390 (2
Justification :

7162=m0+7
312=m9+6
916=1m9-+4+17

71627
2

somme =m9+4+20 = m9+ m9+4 2
=m9+4 2

8§390=m9 + 2

2. Soustraction
6 4348

—262 |1
— 8

6 172 |17

Justification :
6 434=m9 + 8

262=m9+1
6172=m9-+7

3. Multiplication

isomme: m9 4+ 8

317
X 563

951
1685

16801
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Justification
M = 317 =m9+ 2
m = 53 =m9+8

Mxm =317x 63 =(m9+2)(m9+8)

=m9-+4 16
=m9+7
P =16 801 =m9+ 7
Généralisation
reste de M
4. Division
7216426
52 —_—
2775
201
182
196
182
144
130

14



PREUVE PAR NEUF 61

Justification _ Généralisation

d= 20=m9+8
q=2715=m9+3

\ reste de d

dq =m9+(8+43)
m9 + 24
m9+ 6
m9+ 5

*
I
[
'S
I

m9 + (6 + 5)
m9 4 11
m9 + 2

y
+
[

D=172164 = m9 + 2

Exercices

Effectuez et faites la preuve par neuf :

1. 2) 7 296 + 4 321 + 67 210 + 1 872 + 496
b) 4 092 + 16 946 4 3120 + 16 + 1 280
¢) 3120 + 1712 + 93 612 + 216 946 + 129

2. a) 17924 — 1 626
b) 287 964 — 12 365’
¢) 72 549 — 3 695

3. a) 7329 X 85
b) 31 294 x 71
c) 392 468 X 407 369

4. 2) 1392 :24
b) 920 824 : 124
c) 23 935 415 : 2 689



CHAPITRE VII

PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR
PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE

1. Dég‘:omposi.tion"d’un nombre en facteurs premiers

Tout nombre peut s’écrire sous la forme d’un produit de nombres
premiers. ' ;

180 =2 X 90 Pratiquement : 180 | 2
=2X2x%X4b 80| 2
=2X2%X3xX16 . 45 | 3
=2X2X383X3X5 ‘ 15 | 3
=22,32.5 6156

1|(180=22,.32.5

180 est décomposé en facteurs premiers.

2. Plus grand commun diviseur (p. g. c. d.)
1. Notion

Exemple 1 :
div+ 36 = {1,2,3,4,6,9,12,18,36 }
div+ 48 = {1,2,3,4, 6, 8, 12, 16, 24, 48 }

div+ 36 div+ 48

Les communs diviseurs de 36 et 48 sont

div* 36 N div+ 48 = div+ (36, 48) = {1,2,3,4,6,12 } et 12
est le plus grand des communs diviseurs.

Nous écrivons : p. g. c. d. (36, 48) = 12.
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Exemple 2 :

divt24 = {1,2,3,4,86,8,12,24 )}

div+ 60 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60 }
div+ 80 = {1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 40, 80 }

Les communs diviseurs de 24, 60 et 80 sont

div+ 24 N div+ 60 N div+ 80 = div+ (24, 60, 80) = {l 2,4}
et 4 est le plus grand commun diviseur.

Nous écrivons : p. g. ¢. d.'(24, 60, 80) = 4.

2. Détermination du p. g. ¢. d.

36 |2 48 | 2 2412 6012 802
1812 24 |2 12 (2 3012 4012
- 913 122 612 153 2012
313 6|2 3|3 6156 10| 2
1 3(3 1 1 5|5

1 1
36 = 22, 32 24 =28.3
48 =24.3 60=22.38.5
p. g. c. d. (36, 48) = 80 =24.5

22.3=12| p.g c.d.(24,60,80) =2 =4

Regle :

1. Décomposer chacun des nombres en ses facteurs premiers.

2. Effectuer le produit de tous les facteurs premiers com-
muns, chacun étant affecté de son plus petit exposant.
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Pour simplifier les écritures, on peut noter umquement les
facteurs communs.

36 48 | 2 24 ,60 80 2
18 24 | 2 12 30 40| 2
9 12 |13 6 15 20
3 4 p.g.c.d. (24,60,80)
p.g.c.d. (36, 48) =22=4
=22,3=12
Remarques :
1. Parce que p.g.c.d.( 3, 4)=1
p-g.c.d.( 3,25 =1
p.g.c.d (349 =1
p.g.cd. (425)=1
p-g-c. d.( 4, 49) =
P- g c. d. (25, 49) =
les nombres 3, 4, 25 et 49 sont dits nombres premiers entre

eux deux & deux.

2. Parce que p. g. c. d. (6 15, 20) = 1, les nombres 6, 15 et 20
ne sont pas premiers entre eux deux 3 deux, mais sont
premiers dans leur ensemble.

3. Plus petit commun multiple (p.p.c.m.) |
1. Notion
Exemple 1 :

6 No = { 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66, 72, 78, ... }
8 Np = {8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72, 80, ... }

Les communs multiples de 6 et de 8 sont

6 No N 8 No = {24, 48, 72,... } et 24 est le plus petit de ces
communs multiples.

Nous écrivons : p. p. c. m. (6, 8) = 24.
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Exemple 2 :
4 No = { 4,8, 12, 16, 20, 24, 28,32, 36,40, 44, 48, 52, 56, 60,...}
8 No = {6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66, ... }

10 No = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, ... }

Les communs multiples de 4, 6 et 10 sont
4NoN6NyN10No = {60,120... } et 60 est le plus petit
de ces communs multiples.

Nous écrivons : p. p. c. m. (4, 6, 10) = 60.

2. Détermination du p. p. ¢. m.

6|2 812 412 6|2 102
3|3 412 212 3(3 5|56
1 2|2 1 1] 1
1
6=2.3 4 =22
8 = 29 6=2.3
10=2.5
P-p.-c.m.(6,8)=23.3= p-p.c.m.(4,6,10) =22.3.5
24 = 60
Regle :

1. Décomposer chacun des nombres en ses facteurs premiers.

2. Effectuer le produit de tous les facteurs premiers, chacun
étant affecté de son plus grand exposant.

M 2—~3
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Pratiquement, on note les facteurs divisant au moins un des
nombres.

6 8|2 4 6 10|2
3 4|2 2 38 5|2
1 2(2 1 1 113
13 b
p-p-¢.m. (6, 8)= P- p. ¢. m. (4, 8, 10)
28,3 =24 =22,3.5=60
Exercices

. Décomposez mentalement en facteurs premiers :

1) 8 210 3)12 4)18  5) 24 6) 36
7)45 8)56 9)70 10)82 11) 88  12) 100

. Décomposez en facteurs premiers :

1) 172 2) 420 3) 560  4) 800  5) 840 6) 1560
7) 18484 8) 200 9) 24700 10) 19800 :

. Trouvez le p.g.c.d. de:

1) 320 et 560 6) 594, 1:260 et 3 960

2) 1260 et 510 7) 224, 476, 532 et 3 948

3) 216 et 192 8) 126, 319, 5760612948
4) 1768 et 1296  9) 9672, 14 976 ot 47112
5) 648 et 1116 10) 312, 415, 906, 1 301 et 104

{

Simplifiez :
120 56 32 66 54
— 2)=  3) = — b)) — 6) —
2 144 ) 88 _).49 ) 162 ) 174 ) 126

Trouvez le p. g. ¢. d. de (18, 45) ; puis celui de 90 (= 18 X 5)
et de 225 (= 45 X 5).
Que constatez-vous? Enoncez la propriété.

. Le p. g. ¢. a. de (64, 117) = 9. Quel est celui de (162, 351)%
. Trouvez le p. g. c. d. de (48, 36); puis celui de 16 (= 48 3) et

de 12 (= 36 : 3).
Enoncez la propriété.



PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR — PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE 67

8.

10.

11.

12.

13.

Cherchez le p. g. c. d. de (24, 120, 168). Que constatez-vous?
Enoncez la propriété.

. Cherchez le p. g. c. d. de.(58, 117). Comment appelle-t-on les

nombres 68 et 1172 -

Cherchez le p. g. c. d. de (225, 525, 450) et divisez chacun des
nombres par le p. g. c. d.

Cherchez le p. g. c. d. des quotients obtenus.

Enoncez la propriété.

Deux planches mesurent respectivement 4,28 et 6,12 m de long.
Un menuisier les débite en morceaux les plus longs possible et
d’égale longueur. La premiére planche laisse un reste de 8 cm et
la seconde, de 17 cm. Quelle est la longueur des morceaux?
Combien de morceaux obtient-il?

Dans une pidce d’étoffe de 4,20 m de long et de 1,40 m de large,
un professeur de coupe veut tailler des coupons carrés mais
ayent les plus grandes dimensions posmbles et sans reste.
Quelles sont les dimensions d’un coupon? Quel est le nombre
de coupons?

Sur un circuit attomobile, 3 voitures prennent le départ & 12 h.
Leur vitesse respective est 120, 100 et 80 km & I’heure. A 14 h,

* - elles passent simultanément & la ligne de départ pour la qua.-

14.

triéme fois. Quelle est la lonigueur du circuit?

Trouvez le p.p.c. m. de :

‘1) 84 et 96 6) 172, 60, et 36

1 2) 726t 48 7) 140, 160, 400 et 420

© 8) 54 et 216 8) 216," 1712, 314 et 820
4) 150 et 275 9) 126, 162, 216 et 432
5) 340 et 408 10) 2427, 1618 et 4 045

15.

Réduisez les fractions suivantes au méme dénominateur :

5 7 1 3 7
1)> ot — 3)= > ot —
9 12 6 10 15
13 5 3 7

2) 6 et — 4) —s — ot —

6 40 12 8 10
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16.

117.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,
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Cherchez le p. p. c. m. de (24, 36), puis celui de 120 (= 24 X 5)
et de 180 (= 36 X b).

Quelle est votre conclusion ? Enoncez la propriété.

Cherchez le p. p. c. m. de (15, 25, 225). Quelle est votre con-
clusion? Enoncez la propriété.

Trouvez le p. p. c. m. de (8, 10, 14) et divisez-le par chacuné des
nombres. Cherchez le p. g. c¢. d. des quotients ainsi trouvés.
Enoncez la propriété.

Trouvez les nombres naturels inférieurs & 1000 et divisibles
simultanément par 27 et 36.

Cherchez le p. p. ¢. m. de (15, 45, 20, 40, 120).
Comment peut-on simplifier cette opération ?

Cherchez le p. g. c. d. et le p. p. c. m. des nombres 76 et 133.
Comparez le produit du p. g. c. d. et du p. p. ¢. m. au produit
des nombres. Enoncez la propriété.

Le produit de deux nombres est 8 019. Leur p. g. c. d. est 9.
Quel est leur p. p. ¢. m.?

Le chemin parcouru par un piéton est de 84 m & la minute en
descente et 56 m en montée.

En partant & 13 h, quelle distance aura-t-il effectuée en descente,
si sa rentrée est fixée & 19h 15?2

Deux poulies ont des périmétres respectifs de 96 cm et 56 cm.
Quelle est la distance parcourue par un point ¢ de la courroie
au moment ot les deux poulies ont accompli un nombre entier
de tours? Quel est le nombre de tours effectués par chacune des
poulies ?
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25.

26.

27.

A 15 heures, trois coureurs prennent le départ sur un circuit.
Le premier boucle le tour du circuit en 15 minutes, le deuxiéme
en 18 minutes et le troisiéme en 20 minutes.

A quelle heure les trois coureurs passent-ils simultanément & la
ligne de départ ? Quelles distances les coureurs ont-ils parcourues
sachant que le circuit mesure 10 km ?

Propriété. Un nombre divisible par plusieurs nombres premiers
entre eux deux & deux, est divisible par leur produit.

Exemples :
3|48 ) = (3 x 8)|48
8|48 | = 24|48
2|60 ) = (2 X 3 X 5)|60
3/60 } = 30 |60
5| 60

Attention !

2|18 et 6 | 18 n’implique pas (2 X 6) | 18 ou 12 | 18 parce que
2 et 6 ne sont pas premiers entre eux.

Et maintenant, complétez :
Un nombre est divisible par

a) 10 &’il est divisible par ...
b) 36 &’il est divisible par ...
¢) 75 8’il est divisible par ...
d) 20 &l est divisible par ..
e) 12 g’il est divisible par ...
f) 60 s’il est divisible par ...

Remplacez les points par des chiffres, pour que le nombre ainsi
obtenu soit divisible

a) par 18 17 .2.
b) par 72 .426.
¢) par 36 5.6.2
d) par 15 12 4.

e) par 180 6. 7..
f) par 45 7.37.



1.

Cmarrrre VIII

GROUPES
Notion
Soit I’ensemble Z = { ..., —3, —1, 0,1, 2, 3, ... }

et envisageons I'opération | dans cet ensemble. On indiquera
par Z, 4 l'ensemble Z muni de cette opération +, et Z, +
s’appelle une structure.

Propriétés de Z, 1 :

- 1. L’addition dans Z est interne et partout définie :

g

Va,beZ :(a +b)eZ

Dans — 7 4+ 4 = — 8, les nombres — 7, 4 et — 3 sont des
entiers.

2. L’addition dans Z est associative :
Va, b, ce Z : (a+b)+¢c = a+(b+c) = a+b+c
—4 4+ (5—2)=(—4+5)—2=—4+5—2=—1
3. L’addition dans Z comprend I’élément neutre 0.
VeeZ:a+0=a=0+4+a
—T40=—T7=0+(—17)

4. Pour 'opération 4, chaque élément de Z a un élément symé-
trique ; en d’autres mots : & chaque élément @ € Z correspond
un deuxiéme élément (— a) € Z tel que la somme a 4 (— a)
égale 1’élément neutre zéro.

— 3 est 1’élément symétrique de 3 car 3 + (—3) =0

4 est I’élément symétrique de — 4 car —4 4 4 = 0.
La structure Z, 4-, possédant ces quatre propriétés, est
appelée groupe.

Z, + est un groupe

Généralisation

Une structure E, % (étoile) est un groupe si :

1. lopération % est interne et partout définie dans E

2. I'opération % est associative

3. l'opération % a un élément neutre n e E

4. pour l'opération %,a€E a un élément symétrique a’ € E tel que
a¥a =n=a %a
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En introduisant le quantificateur existentiel 3 qui se lit : il
existe, cette définition peut s’écrire par des symboles.

E, % est. un groupe . <
1. Vg, beE: (e % b)eE
2. Va,b,ce k& : (a*b)*c——a*(b*c)-—a*b*o
3. IneE, VacE:axn=a=n%a
4. da’eE, VaecE:a%a =n=a %a

Si, en plus, I'opération: % dans E est commutative, ¢’est-a-dire
"Va,beE: axb=>%a, le groupe est dit commutatif.
Ainsi, Z, 4 est un groupe commutatif ou abélien.

3. Exemple

E={ms ms+1, ms+2 mbs+ 3 ms+ 4}
Examinons la structure E, + & l’aide du tableau suivant, qui
est la table de I'opération 4 dans ’ensemble E.

+ m5 ms41 mi+2 ms+3 ms4 4
m5 mb5 mi41 ms+2 mb+3 mbs+4
m5+1 mi+1 ms+2 ms+4+3 mbsb+4+4 mb
m5 4 2 mi+4+2 ms+3 ms+4+4 ms mb -+ 1
mb + 3 mi+3 ms+4 mbd ms+1 m5+4 2
mb+ 4 mb 44 1ms m+1 ms+2 mb5-4 3

1. L’addition dans E est interne et partout définie, car chacune
des sommes € E.

2. L’addition dans E est associative.

: (m5+3)+-[(M5+-2)+-(m5+-4)] = (M5 3)-+-(m5+- 1)
= mb5+4

[(M5-+3)+ (M5+2)]+(M5+4) = MB+(m5+4)
— mb5+4

3. L’addition dans E c‘omprend un élément neuh'e : mS5.

X, : (M4 1)4+mb=mb5+ 1=mb+4 (ms + 1) ..
(m5 + 4) +m5=mb+4 4=1mb -} (b6 + 4) ... -
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4. Chaque élément de E a un élément symétrique.

m5 & comme élément symétrique ms5, car
m5 + M5 = mb = mb + m5

m5 + 1 & comme élément symétrique m5 + 4,5car
(m5 + 1) + (M5 + 4) = m5 = (M6 + 4) + (M5 + 1)
m5 + 2 a comme élément symétrique ms5 + 3 car
(mb + 2) + (m5 + 3) = mb = (m5 + 3) + (mb + 2)
ete....

La structure E, 4 est un groupe.
De plus, I’addition étant commutative, E, 4 est donc un
groupe commutatif. 1

Exercices '

1. Complétez i

interne ot élément | élément
structure | partout |associative groupe| commut.
définie neutre sym.

N, +
N, —
N, x
N,:
N, +
NO’—"
No» X
N :
z, +
Z, —
Z, X
Z,:
zZ, +
zﬂ’_
Z,, X
Z.,:

2. Représentons I’ensemble de tous les nombres pairs par 2Z.
2Z = {z|x est un nombre pair}={...,—6,—4,—2,0,2,4, 6, ...}
Examinez 3 1’aide du tableau des opérations si 2Z, + et 2Z, .
sont des groupes.
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. Représentons I’ensemble de tous les nombres impairs par 2Z - 1.
2Z + 1 = {z|z est un nombre pair + 1}={..., —5,—3,—1,
1,3,5,...}

Examinez si 2Z + 1, + et 2Z + 1, . sont des groupes.

. Parmi les structures suivantes, lesquelles sont des groupes?

{+v —}’ X
{—2; _'l’ 0: 132}, +
{—2,—1,1,2}, X

. A= {q,b}

D = {z|zc A} = {@, {a}, {b}, {a, b}}

Dressez les tables des opérations pour D, U et D, N et dites si
ces structures sont des groupes.

. {m5, m5 4 1, mb + 2, m5 + 3, M5 + 4}, . est-il un groupe?

.{2,4,8,16}, p.g c. d. et {3, 6,9, 18}, p. p. c. m. sont-ils des
groupes ?

. {div12 N div 18}, . est-il un groupe?

. Pour un ensemble E = {a, b, ¢, d, e}, la table de I'opération % se
présente de la fagon suivante :

* a b ¢ d e

a a b ¢ d e Complétez :
bee=...

b b d a e ¢ d¥d=..
ak..==¢

c c e e b d e¥..=a
.¥b=c¢

d d e b ¢ a o¥a=4d
(@ %b) %d=

e e ¢ d a b a%(b*d)=

E, % est-il un groupe? Le groupe est-il commutatif?
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10. V= {a, b, ¢, d, ¢, f}

#* | @ b ¢ d e f

a a b ¢ d e f
b b a e f ¢ @
c ¢c f a e d b
d d e f e b ¢
e e d b ¢ f a
f' f’cdbae

E, * est-il un groupe? Le groupe est-il commutatif?



CrarITRE IX

EQUIPOLLENCE

1. Rappel

Deux couples de points (a,b) eIl X IT et (¢, d) €Il x II sont
équipollents, si, en les joignant; on obtient un parallélogramme.

b
[/ i
Nous écrivons :
(@, b) 4 (c, d)
> d
(4

Remarques : 0 p
1 (@)t (6,0)1(0)1 ... o b

Des couples identiques sont tou- o

jours équipollents. O D

2. (a,0) 1 (a,b)
Tout couple est équipollent & lui-méme.

.—-—'/’.b

a

3. Entre quatre points a, b, ¢, d d’une droite, existe la relation
(@, b) 1 (c, @) 8l existe deux points e et f tels que abef et efcd
sont des parallélogrammes.

a b c d
o N —o- T -
\\ N e e (4
(N AT ’
Y M ’
\ P ,f
. L d \ P
hY plg N -
\ P \ ’, 4
N\ I'd N g
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4. L’équipollence est :
réflexive : (a, b) ¢ (e, b)
symétrique : (a, b) 1 (¢, d) = (¢, d) ¢ (a, b)
transitive : (a, b) 1 (c, d) |

d)tf) |~ @D1EN |

La relation «... est équipollent & ... » ou I'équipollence est
une relation d’équivalence.

5. Croisement d’équipollence : (¢Iz, b) 1 (f’ cll) = (a,c) 1 (b, d)
Equipollence réciproque : (a, b) ¢ (¢, d) = (b, @) 4 (d, ¢)
2, Constructions

1. On donne : le couple (a, b)
On demande : le point z tel que (a, b) 4 (b, )

Construction :
c d
It 4 l
N 7\
Vi Y Vs [N
4 L Y /7 1
I’ \ 4 \
’ Y / \
\ 4
’ ’ \
L,/ \ v \
’ \
& - = ®
a b x

1. construire un parallélogramme abcd
2. construire le parallélogramme cdbz
3. z est le point que 1’on demande.

Démonstration: (a,b) t (c, d)

€ d) 16,z @010
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2. On donne : le couple (a, b)

On demande : le point z tel que (x, a)t (a, b)

Construction :
c d
*\ 7\
/ N\ 7 \
14 ~ ’ N
/ \ N
Y] N 4 \
' ~ 4 N
, N / A
" N Il \\
AN
7 \

 — = - —0
z a b

1. construire un parallélogramme abcd
2. construire le parallélogramme cdxza

3. z est le point que I’on demande.

Démonstration |

3. On donne : le couple (a, b)

On demande : s construction de... (¥, z) ¢ (x, @) 1 (a, b) 1 (b, m) }
(m,n) ...

Construction :
2\ 2\ lk 2 /ﬂ

IR Y A /3 s

’ ’ y) ] /7 1 PR
\ 4 \ F) s 7 ' /’ i ’ L} r’
v vy L vy L v
v/ \\ ) v \ / \ J/ v
Vs v/ VS 1/ Vs \/ A
y z a b m n

Démonsiration !

Cette construction est appelée graduation de la droite A.
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Exercices

1. Enumérez tous les couples équipollents dans les figures suivantes :

a : b
c d

2. On donne le couple (a, b) et ¢ ¢ ab

On demande : 1. le point = tel que (a, b) 1 (c, z)
2. le point y tel que (a, b) 1 (y, ¢)

G/b

o

3. On donne le couple (a, b) et ¢ € ab

On demande : 1. le point = tel que (g, b) 4 (c, x)
2. le point y tel que (a, b) 4 (y, ¢)

M/
a

4. Construisez (c, d) 1 (a, b) 1 (f, e).

B e S S —
2/ b ¢ e
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5. Construisez c, d et e tels que (a, b) ¢ (b, ¢) 1 (¢, d) 1 (d, €)
Démontrez que :
(@)t ()
(e, 0) 1 (@, )
@t

a

6. Construisez c, e, et f tels que : (b, d) 1 (d,f)

(@, d) 1 (c, @) t (&, ])-
o= .
a b d
Démontrez que :
(@, ¢c)t (@,f) (b, c) 1 (d,e)
(@ d) 1 (c.f) (,0)1 (e, @)
(b, d) 1 (0, e) (ds G) 1 (b’ a’) X

7. Graduez ’axe A. Numérotez les points trouvés. Qu’obtenez-
vous ? :

A
P 9 SR
0 1

8. E est I’ensemble de tous les couples équipollents de la figure
suivante. Dessinez le graphe deR:E—»>E «... 4 ...»

Quelle relation obtenez-vous?

a




CHAPITRE X

PROJECTION PARALLELE
DE COUPLES EQUIPOLLENTS

Rappelons qu'un théoréme énonce une propriété qui n’est pas
évidente par elle-méme et que I’on doit démontrer, ¢’est-a-dire
en montrer la validité par raisonnement.

Théoréme 1

Les projections paralldles (//D) d’un couple (a, b) sur deux droites
paralléles A ot B sont des couples équipollents.

Hypothése : (a, b)
(a’, b’) projection de (a, b) sur A, /| D
(a”, b") projection de (z, b) sur B, // D.
AllB

Thése: (a’,b’) ¢ (2", b")

Démonstration :
D b
1
!
a )
! !
1 !
1 ] A
) G e
a 1] ! b
[} !
! /
] 1 B

= (a’,b’) est uni & (a”’, b"’) par
un parallélogramme =
(al, bl) T (all’ b")

Al|B=ab [ a"b" f

a'a"/,L r ” ’ n
b T g ~a'a [[bD
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Théoréme 11

Les projections paralléles (// D) de couples équipollents (a, b) et
(¢, d) sur une droite A sont des couples équipollents.
Hypothése : (a, b) 1 (c, d)

(@', b") projection de (a, b) sur A, [/ D

(¢’, d’) projection de (c, d) sur A, /[ D.

These : (a',b') 4 (c',d')

Démonstration :

Tracer a’c”’ || ac jusqu’au point de rencontre ¢’’ avec c¢’
et b'd”’ || bd jusqu'au point de rencontre d'’ avec dd’.
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Ona (a,c)4t(a’,c") ‘
(b,d) 1 (b, d") (1) car aca'c’’ et bdb'd’’ sont:
des parallélogrammes. 1
Mais (a, b) 4 (¢, d) hypothése
Done (a,c) 4 (b, d) (2) croisement d’équipo]len‘ée
De (1) et (2) on déduit _ ' j
(@', c"”) 4 (d',d") I’équipollence est transitive
= (a’, b') } (¢, d") croisement d’équipollence
=>al bl // cII dll //cl dl
= (a’,b'Mc", d") LW T .
ot (¢, d)W(c", d") = (a’, b"){(c¢', d’) |I’équipollence est transitive

Théoréme III

Les projections paralléles (// D) de couples équipollents (a, b) et
(¢, d) sur deux droites paralléles A et B, sont des couples équi-
pollents.

Hypothése : (a,b) 1 (c, d)

(a’, b’) projection de (a, b) sur A, [/D
(c’, d') projection de (c,d) sur B, /D

AllB ‘
These : (a’,b") ¢ (¢', &)
Démonstration : B
/ |
D !
a' ! d
' : /
! 1 ]
] ] [}
| ] ct !
! ' : ! A
G rery. e >
al b' cn', "d"
) 1
] '
] ! B
— e e
i ¢ d
(@, b) ¢ (¢, d) = (a’,b’) ¢ (¢’",d”) | théordme II
=>(c’,d') ¢ (¢",d"”) | théordme I

Donc (a’,b') t (¢, d) Yéquipollence est transitive
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Ces théorémes nous permettent de conclure :

Les projections paralléles conservent 1'équipollence

Construction
On donne : [ad]
On demande : déterminer b et ¢ tels que (a, b) ¢ (b, ¢) 4 (¢, d)
Construction :

Gt W N

1.

. par @, mener une droite A

. sur A, construire (a, 2) t (2, ¥) ¢ (¥, ?)

. joindre z & &

. par z et y, mener des droites paralléles & zd

. les intersections b et ¢ de ces paralléles avec ad sont les points
demandés. Justifiez.

Exercices

Projetez les figures suivantes sur A, parallélement & D.

Enumérez tous les couples équipollents situés sur A.
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2. Dans les figures suivantes,
(a', '), (@', c'), (b', ¢’) sont les projections de (a, b), (a, c), (b, ¢)
sur A, /| D.
(a”,b"), (@, c"), (b, c"") sont les projections de (a, b), (a, c),
(b, ¢) sur D, /] A.
Dessinez les couples (a, b), (a, ¢) et (b, ¢).

D D
bll
(a"’ bl!)
cl!
al'
s - *
I (', b') A ' o w ¢ A
D D
all
(all, bll)
bll
- > - - O 1
| b A I & b A

3. Démontrez le théoréme I dans les cas suivants :
D D

: D

A A

[ s | -
| [

4. Les projections paralléles d’un couple (a, b) sur trois droites
paralléles A, B et C, sont des couples équipollents.
Démontrez.
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. Démontrez le théoréme II dans les cas suivants :
D a D

¢ d

b [
b M

A A

| I
Dessinez un couple auxiliaire
(®, y) 1 (a, ) 1 (¢, d)-
. Les projections paralléles de couples équipollents (, b), (¢, d) et
(e, f) sur une droite A sont des couples équipollents.
Démontrez.

. Démontrez le théoréme III dans les cas suivants :

D | D

] 5 | ’

! |
. Ondonne (a, b) } (c, d).
Démontrez que (a’, d’) 4 (@, ")+ (¢/, d') 1 (¢, d"').

D
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9. Les projections paralléles de couples équipollents (a, b), (c, d) et
(e,f) sur trois droites paralléles A, B et C sont des couples
équipollents. Démontrez.

10. On donne D b :
(@, ) 4 (c, d). //'.' .
Démontrez que : @ : ! /,f
(@,0) 1 (5, d) ! S N
@, ¢t @, ). Y ;o
a [ " !
)
i 4 B
/ ¢ d

11. On donne : A //B

(@, m) [[ (b, ) [[ (c, p) || (&, q)
(b, m) [[ (¢, ») || (d, P)-
Démontrez que (a, d) 1 (b, ¢) ¢ (¢, d) $ (m, n) 1 (n, D) t (D, q).

a b c d A
/’ /
// ,/, 4
’ / /’
/, 4 / B
m n P q

12. Construisez ¢, d et e tels que (a, ¢) ¢ (¢, d) 1 (d, €) 1 (e, b).

0 4
o 9
a b

Quels sont les nombres correspondants aux points ¢, d et e?

13. Graduez la droite A pour que ... { (n, m) 1 (m, a)1 (a,b) 1 (b, c) 1
(c,d) 4 ...

0 3 A
a b

Construisez les points z et y tels que (a, ) ¢ (=, ) 1 (¥, b).
Quels sont les nombres qui correspondent & x et & y?
Faites également la construction pour les autres couples.
Qu’obtenez-vous ?



CHAPITRE

XI

PROJECTION PARALLELE ET ORDRE

Projection d’un axe (droite orientée) sur un autre axe

| Sownt AetB deux droites orientées coupant D.
Projetons B sur A, paralldlement & D. Les cas suivants peuvent

se présenter :

1. A//B

D i la Iy B

‘——-—b

H—t
/ ]
! !
/ ! A
& ey

f

a <b et pla) < p(d)

= la projection de B
sur A, [/ D est croissante.
A et B sont de méme sens.

pl@) =a’ p(b)

! B
*LAap
'l
]
!
i v o

pl@) =a’ p(b) = b’

o

)
1
1

J

DJ

A
-

a < betp(a) > p(b)

= la projection de B

sur A, /[ D est décroissante.
A et B sont de sens opposés.

L’ordre est inversé.

L’ordre est conservé.

2. AHB

N S ot
/%/w@=wmw=v

a < b et pa) < p(d)

= la projection est croissante.

/
1
-
imm-ym

]
"t
)=

a < b et p(a) > p(d)
= la projection est décroissante.

L’ordre est inversé.

L’ordre est conservé.
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Conclusion :

La projection de I’axe B sur I’axe A, // D
conserve ’ordre (est croissante) ou
inverse l'ordre (est décroissante).

Corrolaire

Lorsque b est situé entre a et ¢ sur B, p (b) obtenu par prolectlon
paralléle de B sur A se trouve entre p(a) et p(c).

Exercices

/ F
Complétez : @ < b...c...d ... e
A) Projetez A sur B, /| D et trouvez a', b’, ¢’, d’, ¢'.
Complétez a’... b'... c'... d'... ¢'.
L’ordre est ... La projection est ..

B) Projetez A sur B, [/ F et trouvez a”’, b", ¢, d", e".

Complétez : a”... b"... ¢"... d"... €".
L’ordre est ... La projection est ...
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2. Complétez : a... b... c... d

A)

B)

Projetez A sur B, /| D et trouvez a’, %', ¢/, d'.
Complétez : a'... b'... ¢’... d'.

L’ordre est ... La projection est ...
Aet Bont...

D
/ a b ¢ d A
° >-—e— N ——
J s

, =

Projetez A sur B, /| D et trouvez a’, %', ¢’, d'.
Complétez : a’ ... 0" ...¢" ... d'

L’ordre est ... La projection est ...
Aet Bont...

Projetez A sur B et C, /| D et comparez I'ordre des projections &
celui sur A.
Projetez A sur B et C, /[ F et comparez 1’ordre des projections &
celui sur A.
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4. Projetez A sur B et C, // D et comparez ’ordre sur A & celui que
P’on trouve sur les projections.

5. Orientez les droites A et B de maniére qu’aprés projection de
AsurB, //D
a) lordre soit: conservé
b) Pordre soit inversé.

D/Af/ N
A

Représentez tous les cas possibles.




CraPITrRE XI1

MILIEU D'UN SEGMENT

1. Milieu d’un couple

/—‘b m est le milieu de (a, b)
m, < (a,m)4% (m,d)

@

2, Théoréme
Si m est le milieu de (@, b), alors m est le milieu de (b, a).

Démonstration :
m est le milieu de (a,b) |

= (a, m) { (m, b)

= (m, a) } (b, m) équipollence réciproque

= (b, m) 4 (m, a) 1’équipollence est symétrique
= m est le milieu de (b,a) |

Corrolaire :
* L’ordre des points a et b n’importe pas. Nous pouvons donc indif-

féremment parler du milieu du couple (, b) ou du segment [ab].

3. Théoréme
La projection paralléle conserve le milieu d’un segment.
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Hypothése :  (a, m) t (m, b)

p(a) = a’ est la projection de a sur A, [/ D

p(b) = b’ est la projection de b sur A, // D

p(m) = m’ est la projection de m sur A, /[ D.
These : (a',m') } (m', b’) ou m’ est le milieu de (a’, b’).
Démonstration : (a, m) 4 (m, b) = (a', m’) 4 (m’, b') =>m' est| lo
milieu de (a’,b’) car la projection paralléle conserve 1’équipol-
lence. ;

Remarque :
Le théoréme reste valable pour b = b'.

b=1"b

(@, m) 1 (m, b)
= (a', m’) t (m', b)

Lorsquw'une drotte, passant par le miliew d’un coté d'un triangle,
est paralléle au deuxidme coté, elle divise également le iroisiéme
cbté en deux parties égales.

4, Théoréme
Si m est le milieu de (a, b) et m' le milieu de (a, c), alors mm’ [/ be.




MILIEU D'UN SEGMENT 93

Hypothése : (a, m)$ (m, b)
(@, m’) t (m, ¢)

These : mm' [[ be.

Démonstration :

1. Construisez (m’, d) { (@, m).

Or (a, m) 4t (m'.d) Péquipollence est symétrique
ot (a, m)t (m,D) donnée
= (m', d) 4 (m, b) Péquipollence est transitive
= mm'bd est un parallélo-
gramme définition de couples équipollents
= mm’ [[ bd 2

2, Tracez md.
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Or (a, m) ¢ (m’, d)
= (a, m') } (m, d) croisement d’équipollence
Mais (a, m') } (m’, ¢) donnée
= (m, d) } (m/, ¢) I’équipollence est transitive |
= mm'dc est un parallélo-
gramme définition de couples équipol-
=>mm' [[ dec lexllts.

3. Combinez les 2 figures.

mm' || bd

mm’ || do =>mm' [[ be

car, en vertu de ’axiome d’Euclide, par d passe une et une
seule droite paralldle & mm’.

a

Corrolaire :

Le segment joignant les milieux de deux c6tés d’un triangle est
paralléle au troisiéme coté.

n

. Construction
On donne : le segment [ab]
On demande : le milieu m de [ab]
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Construction :

. par @, tracer une droite quelconque

. sur cette droite, prendre un point ¢ et construire (¢, d) 1 (a, ¢)
. joindre d et b

. parc, tracer [cm] [/ [db]

[~ I -

. m est le point demandé.

Démonstration : (a;¢c) 4 (¢, d) = (&, m) { (m, b) car les projec-
tions paralléles conservent le milieu d*un segment.

Exercices

. On donne le couple (, b). c ‘ :
On demande : 1) Construire (b, ¢) tel que (a, b) 4 (b c)
2) Que représente b par rapport & ¢ et c?

. On donne le couple (a, b).
On demande de construire (b, ¢), (¢, d), (d,¢) tels que (2,d) 1 (b,¢) ¢
(c,d) 1 (d, e).
Complétez : c¢estle milieude...
b est le milieuds ...
e est le milieu de ...

. Démontrez & I'aide des projections paralléles que les diagonales
d’un parallélogramme se coupent mutuellement enleurs milieux.

. Construisez un parallélogramme ayant [ b] comme diagonale.

. Des exercices 3 et 4, déduisez une deuxiéme méthode de con-
struction du milieu d’un segment [ab].
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Si, par I'intersection 7 des diagonales d’un parallélogramme, on
meéne la droite X // ac || bd et si X N [cd] = {p}, alors p est le
milieu de [¢d]. Démontrez.

. De I'exercice 6, déduisez une troisiéme construction du milieu

d'un segment [ab].

. Soit (a, m) 4 (m, d)

(c, m) t (m, b)

Démontrez que abcd est un parallélogramme.
Construction : Par ¢, mener une droite /| ad et par
d une droite /[ be.
= mdcn est un parallélogramme.
Enoncez la propriété.

. Dans un quadrilatére abed, on & :

(a, m) t (m, b)

(b, m) 1 (n, )

(¢, 2) 1t (p,d)

@ 9)t (g, )

Démontrez que mnpq est un parallélogramme.
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10. On donne le parallélogramme abed et la droite X // ad.

Démontrez que : NG
(aa m) ) (d’ P) ’ﬂ\\
(a,7) t(d,q)

(m, ») 4 (D, @)
(m, )t (n, q)

11. Si, dans le parallélogramme abed on a X [/ Y, alors [ad] et [xy]
se coupent en leurs milieux.

Démontrez.

12. Par le sommet b d’un triangle abc, mener une droite D coupant
[ac] en d.
Construire le milieu m de [ab]. Par m, tracer la droite F//D
coupant [ac] en p.
Démontrez que (a, p) 1 (p, 4).

M, 2 — 4



CrarPrTrE XIIT
TRANSLATION

1. Rappel

L’ensemble de tous les couples, équipollents & (a, b) est api)elé
translation ab.

b= {(z,9) | @ y) el x et (z,y)1(ab)}
b

Dans cette translation, (a, b) est le couple générateur de la trans-
lation et b est 1’image de & par la translation ab.

Dans II, tout couple donne lieu  une translation. Il existe donc
une infinité de translations dans le plan I :

t1, ta, t3, g, ...
L’ensemble de toutes ces translations est représenté par T.
T= {tla tz, tg, ta, ... }

Remarques :
1. 8i @ = b, alors @ est appelé translation identique 3.
t={(2)|(@x2)ell x O}

Q40 <
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2. (a,b) 1 (c,d) = ab = cd c’est-d-dire que deux couples équi-
pollents déterminent la méme translation.

ab = cd = (a, b) ¢ (c, d), c’est-d-dire que deux transla.tlons
égales ont leurs couples générateurs éqmpollents

—

Donc : (a,b) 1 (c,d) < @b = cd.

3. Toute translation est une permutation de II.
4. La translation réciproque de ab est (¢_z-’b)'1 ou ba
ba={(5y)|@y el x Den(sy)1 (6,a))

2. Composition de translations
1. Propriété I '
Envisageons les translations ¢; et f2.

—

ab=;:;/==t1€T

— —
be=yz=1t €T
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Démontrons que @t = 7z = 3 041,

(=, ¥) t (a,b) en(y, 2z) 1 (b, c) | par définition de la translation
= (z,a) 1 (y,b) en(y, b) 1 (z,¢) | croisement d’équipollence

= (z,a)1 (2 )
= (7)1 (@)
=Xz = ac

I’équipollence est transitive
croisement d’équipollence |
des couples équipollents déter-

minent la méme translation.

Donc:22 =dc =1#30t, €T,

La composée de deux translations est une nouvelle translation ;
en d’autres mots, la composition de translations est interne et
paertout définie dans T.

Vi, toeT :ta0t; =1t3eT

2. Propriété II

La composition de relations est une opération associative.

Or, toute translation est une relation.

Done, la composition de translations est associative.

2

igola
%

{ 1,

Done :

t3 0 (f2 0 t1)

s ostz otfy)

(ts o t2) o i1

(tsota)oiy

Vi, to,t3€T : t30(t208y) =(t36t2)0t1=t36t20t1
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3. Propriété III
Examinons la composition d’une translation ¢ et de la trans-
lation identique 1.

tot=1¢ a sot=1¢

La translation identique ¢ est 18lément neutre de la composition
de translations.

33T, ViteT:toi=¢t=1%01

4. Propriété 1V

Soit b 'image de a par la translation ¢. L'image de b par la trans-
lation ¢~ nous donne le point a.

Cette composition donne done la translation identique 1.

Done:

VieT, It1eT:tlot=i=tot1

Toute translation €T & un élément symétrique ¢1eT et la
composée est 1’élément neutre 3.

Des quatre propriétés précédentes, on déduit que :

T, o est un groupe
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5. Propriété V L

Bien que les compositions de relations ne soient pas toujours des
opérations commutatives, la composition de translations  est
commutative.
Envisageons le
groupe T, 0.
Dans le triangle
supérieur, on &
taoty =i
. et dans le triangle
inférieur, on a
tioly =g

Le groupe T, o est commutatif.

Vi1, t2€T : troty =t otz

De cette propriété, nous concluons :

T, o est un groupe commutetif

Exercices

1. Ecrivez la relation R: II X I -1II X IT «...4...» pour les
couples suivants et dessinez le graphe.
Quelle relation obtenez-vous ?
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2. Dessinez I'image de ¢ par la translation ab.

a/ /;/‘o
a/”’/b;c a:/‘b

3. Dessinez I'image de a par ¢t.

ae 0

(e ¢)
4. Dessinez I'image du segment [mn]
a) par ab
b) par c5.

m
(e, )
5. Dessinez Iimage du parallélogramme P
a) par ab
b) par ¢&.
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6. t(c) est 'image de ¢ par ab.

Trouvez le point c.
b te) a = k¢)

b
“ /r/b' = t(c)

7. Combien de translations et lesquelles déterminent les couples de
la figure suivante ?

[
tc) . b

a - b
c<;* d
e - f

8. Démontrez que I'image d’une droite par @b est une droite
paralléle & la droite donnée en montrant que la figure sulva.nte
est erronée.

J
ng est I'image de mp

ns est I'image de mr

9. En vous basant sur 1’exercice précédent, montrez que la trans-
lation ab conserve le parallélisme.

10. Montrez que I'image d’un parallélogramme par ab est un paral-
lélogramme.
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11. Dessinez I'image {(A) de A par ab et Pimage ¢ (A) par cd.
Montrez que i(A) [/ ¢’ (A).
b

g//‘

d

b
12. Démontrez que I'image d'un p
couple (@, b) par une transle- *-———e9
tion ¢ est un couple {(m, ») {
(e, b).
a

13. Montrez qu’une translation conserve le milieu dun couple.

14, Soit : (e, b) 1 (c, d)
(m, n) € ;I;
Démontrez que (m, n) € cd.

15. Projetez (a, b) sur A et B, [/D.
(a’,b") et (a”, b"") déterminent-ils la méme translation? Justifiez.

Quelle translation déterminent-ils lorsque ab [/ D?

Dans quels cas (2 cas), le couple (@, b) et les deux projections
déterminent-ils la méme translation ?

D
b
/
/1

a !

/ ! A
——tham iR #
al' ' bl

/ ! ! B
B S
, a'’ b
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16. Projetez (@, b) sur A et B, // D.

17.

18,

(a’, b’) et (", b"") déterminent-ils la méme translation ? Justlﬁez
Quelle translation déterminent-ils lorsque ab /[ D?

Dans quels cas, le couple (e, b) et les deux projections détefml-
nent-ils la méme translation ? ‘
b |

» a.(//?b' A
M

@ 1
& I l'
! I
. ! i
iz
"
e 'bn
Trouvez les composées de :
)tzots  6)t oty ‘f"
2)t3 0t 7) t71 o 851 b
3)tz0ts 8)fzolgot s
4)ioty 9)t;l0i0lz0d
5)t 301 10) t;1 o t3l 0 872
Simplifiez :
1) t108204 5) tsosolz
2) tiot ‘ 6) trot;lotg 01
3) tlotflotz 7) totoly

4) tiotzolylot;? 8) t10i0tl 01
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VECTEURS

1. Notion

Un vecteur est une translation.

/i/b vecteur ab ou a_l;
vecteur v ou &
a

2. Convention

Translation ' Vecteur

¢ ]

- -

ab . ab

aa =1 aa = ¢ (vecteur nul)
- - —

1 = ba —F=0ba =—ab

t2 o ¢ (composition) 2 4 71 (addition)

T v

3. Propriété de V, 4

A la composition de translations (€ T), correspond 'addition de
vecteurs (€ V).

Puisque T, o est un groupe commutatif et V, 4 correspond &
T, o, nous pouvons écrire :

V, + est un groupe commutatif
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4. Opérations sur les vecteurs
1. Addition

a) Vecteurs consécutifs (bout 3 bout)

b) Vecteurs quelconques

Soit @ € I1. Dessinez 55 =d

—
bc=6z
:d=‘33

et vous obtenez des vecteurs consécutifs.
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2. Soustraction

Pour soustroire un vecteur, on ajoute le vecteur opposé.

Vﬂ]_,ﬁzev : '51—-?32 =2-)'1 —|— (—‘52)

B+ (—T2) =0 — 72

5. Application au parallélogramme
1.

abcd est un parallélogramme < (g, b) t (¢, d).

(@, m) est la projection de (a, b) sur ad, [/ be

(m, d) est la projection de (c, d) sur ad, // be.

La projection paralléle conserve 1’équipollence et donc

(a, m) t (m,d) = m est le milieu de [ad] (1)
(m, b) est la projection de (a, b) sur be, [/ ad.

(¢, m) est la projection de (c, d) sur be, // ad.

Done (¢, m) } (m, b) = m est le milieu de [cb] (2)
De (1) et (2) on déduit :

Les diagonales d'un parallélogramme se coupent mutuelle-
ment en leurs milieux.
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2. abcd est un quadrilatére et .
(@, m)t (m,d) <> am = md = 9, en ' !

(c, m) 4 (m,b) <> -om = mb = 7

c®

Or ab = 1 + @2 - -
- :a’b=cd=>(a’b)1(crd)
obcd =& + 91 =% + 92 ) - ghed estun parallélogramme,

Si, dans un quadrilatére, les diagonales se coupent en leurs
milieux, ce quadrilatére est un parallélogramme.

Exercices

1. Dessinez les vecteurs opposés.

- 0/"32'/0 : 0
W W
¥4

2. Sur les vecteurs donnés, effectuez les opérations suivantes :

1) 31 + 92
2) ¥ — s
3) — 31 + Ja
4) — g —Jg

9

7)1 : o
52 'ﬂl . Q 771
I v2
B2 T

3. Montrez que I’addition de vecteurs est commutative.
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4. Montrez que I'addition de vecteurs est associative.

6. Construisez :
1) 1 + d2 4 93 ‘
2) 1 —Jp + T3 o
3) #1 — P2 — s )Y
4) —d +J2— 33
5) —d —d2— D3 Js
6) — 31+ d2+ 75
6. Complétez :
6® 1) @ +cd =
2) ab 4 bc =
) ®;
4) ac +ce =
o, ed 5) ed + do =
6) da 4 ab
7) a6 + od + de = 13) @b + bd + de + ec =
8) ab + be + od — 14) oo + ab +bd + de + a6 =
9) ca 4+ ad +db = 15) @b —och =
10) @b + be 4 ca = 16) ac — do + de =
11) ab + bb + e = 17) ab—¢b —de — ed =
12) ac + od + db = 18) a6 — do + db — eh — ae =
7. Complétez :
— —_ b
1) ab + bc =
2) bc 4 ca =
3);c—bc= @



112 LA MATHEMATIQUE DANS L’ENSEIGNEMENT TECHNIQUE

8. Dans chacune des opérations suivantes, dessinez le vecteur v
ayant ¢ pour origine :

1) d=014 2
2) § =) — D2 L1
3) d=—7a1 + ¥ T2
4) = —dP —Ta
, o,

9. Construisez : — & et ¥ 4 (— 9) il
e P
Complétez : la somme de 2 vecteurs opposés est ...

10. Simplifiez :

1) 1 —dp + d2—
)9+ —d1+ D
) Jo—dh — P+ 0+ T—d1
4) §—Te—d1 + T+ 51— D
5) 91+ 92— T2 + J2— 71 — D

Démontrez que ' = 3" Démontrez que #1 =9z =&; =7,
12. On donne : @ m B
ab ([ cd
(@, m) t (m, b)
(c,n)t (n, d)

Démontrez :

- — —
ac + bd = 2 mn c n
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13. On donne : (a, m) ¢ (m, n) ¢ (n, D) 1 (P, b)
(€ 2) 1 (x 9t (¥ 2) 1@ d)

Démontrez que —7;14: -{-;z =7;o +7;d.

a m n ? b
c e ” p d
14. Démontrez que o
b + be + ca = m
mn + np + pm »
b
‘ ?
15. On projette le parallélogramme sur A, [/ D.
Démontrez :
1. oo + aa’ +a'c’' + e = db + bb' + b'd' + &'
2. dc + b'b = a'a + d'd.
D
a
16. Démontrez que
bi = de = ec >
ab + ac = ad + ae
b c



CHAPITRE XV
LE PLAN POINTE II,

1. Le plan pointé

Un vecteur est une translation se composant d’une infinité de
couples équipollents.

22,

Soit un point quelconque o cIl. A chaque vecteur, appartient
un seul couple ayant o pour origine.
Ce couple est appelé un vecteur 1ié.

Tout vecteur lié, ayant pour origine le point o, a une et une seule
extrémité, par laquelle il est complétement déterminé.

C'est la raison pour laquelle on remplace souvent 5@ par a.

+ 8 &4 8
|
(3] 4 IQ"{' Y

60 = 0§ enz...

En choisissant une origine, tout point du plan IT peut étre
considéré comme un vecteur.
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L’ensemble de tous ces vecteurs est appelé le plan pointé ITo.
Tout vecteur # €V & un représentant & eIy tel que [Io = V.

V, + est un groupe commutatif,

done :

ITo, + est un groupé commutatif

car :

1. Va, bello : i+ b e I

2. Va,b,¢elly: a+ G+ &) =@+b)+é=a+b+c
3. Vaello,36elly: d+6=d=0+4d -
4. Vielp,3d—adelly: a4+ (—a)=0=(—d)+ad

5. Va,bello: da+b=5+a.

2. Opérations
1. Addition

) vecteurs de méme origine

o

A partir de @ et ¥, construisez un parallélogramme oabe.
d+ 5=y + 0 = o6 + ob

= ot + ac

I
&}

f
o
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b) vecteurs quelconques

-
- . -
d -~

-
-
-
- -
-

Soit un point o € I1. Dessinez @ = @,
b=,
Construisez @1 + #2 = d + 5.

2. Soustraction
d—b=d+4+ (—b)

~b dt(—h=da—b

Exercices

1. Dans IIo, dessinez les points

a,b,c,d,e tels que & .*
d= 9, 5=i}2, &= s,

d=3;, =

ce
Comment appelez-vous les P b
vecteurs @, b, ¢, d et &? 75 J3
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. Construisez :
o 1)da+b
2) —d+b
oe 3) d—b

b 4) —a—5§

. Construisez :

Ha+b+¢é 6) a4 ¢

2)da—b+¢ T b+5

8) —a—b+2 8 b+¢ o9

4) —d+4+b—é 9 é+a+é

5)da—b—& 1005— 5 oc

oa

ob

. Construisez ¢ telque
ea
Nadat+b=2¢

o® o
2)d+b+2=23

eb

. Dessinez 91 + 93 ot 91— T2
a) les vecteurs sont consécutifs i1
b) les vecteurs ont méme origine. 2

. Dessinez de deux maniéres différentes :

1) 81+ F2 4 Js

2) 1 —d2 + ¥3 ! 72
3) &1+ J2—s

4) 1 —J2 — T3 s amm
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7. aboc est un parallélogramme et o est I'origine de I1 . Complétez :

p Da+é= 6)d+ am =
9 a—b+e= Na+ith=
8)d+ab=  8)d+ab+bo=
4d+ a5 —e=
5) 5 + be =
8. Construisez :
1) m telque m = a + ¢ 2
2)n « A=b+e+ 8 o
3)p « p=2—b
4)q « J=d+a+e ce® oe oc
8)r ¢« F=b—2¢+a
9. Simplifiez :
1) da—a 4)da+b—a
2)3+a 5Yd+6+d—a
3Yya+b—ad—b—a 6)b—d+6—b+a
10. Démontrez que
d+G+e=@+5+¢
a
b

Enoncez la propriété.



CrarIiTRE XVI

LA DROITE POINTEE Dy

1. La droite pointée

Deux vecteurs 31 = oa et 72 = ob sont paralldles, si o, a et b sont
alignés.

Tous les vecteurs liés, situés sur D et ayant o pour origine,
forment un ensemble infini.

Tout vecteur de D, ayant o pour origine, a une et une seule
extrémité en D, par laquelle il est complétement déterminé.

L’ensemble de tous ces vecteurs est appelé droite pointée Do.
11 est évident que Do cIlp.

2. Opérations sur les vecteurs paralltles

1. Addition

vecteurs consécubifs vecteurs quelconques




120 LA MATHEMATIQUE DANS L’ENSEIGNEMENT TECHNIQUE

2. Soustraction

vecteurs consécutifs vecteurs quelconques .
)
Q\‘ — —Q
3 — ¥ \\ - z'; N
) 172) \ i)l 2N
\‘ ,/ \\ ,I 3/ ,l
T — D WY, T— g / ’
s’
3. Produit d’un vecteur par un nombre
a) =3+ F+F+ 9
,;r\\ ,I \\ 'I \\ ,?‘\\
\ \ (4 \
/ \ ’ \ 4 AN ’ \ /
’ ) ’ N S \ N
Y YRV Y,
ek SRS .CSNL ~ TN SR © Y S —_— 7
23
@ C o
& 39 c —
43
& T D

VieV,VneN: nd=0+3+94 ..+ 9

n termes
Remarque : 13=73
03=23
b) —43 =—(40)=—(@+ 5+ 7+ 9)

=—3—J—J—9

=(—9) + (—9) +(—3) + (—9)

= 4(—9)

g -9
=0 -9
<= <>
— 4(—9)

VeV, VoeN: (—n)d = n(—9)
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Pour effectuer le produit d’un vecteur par un nombre négatif,
on multiplie le vecteur opposé par I’opposé du nombre négatif.

nd est appelé multiple de & et n est le coefficient.
L’ensemble de tous les entiers, multiples de &, est représenté
par Z3.

Divisez ¢ en 4 couples équipollents.

1
Posez i d = 4 et construisez 3%.

1
33=3(;0)
46

3. Propriétés de Dy, +

Les propriétés suivantes sont valables pour Dy, +, comme pour
o, +.

1. Vi, beDo: d+ beDy

2. Vd,b,éeDy: da+b+&=@+b)+eé=a+b+¢

3. VieDo,36eDy:d+0=d=08+4

4. VieDp,d—deDp:d+(—ad)=5=(—ad)+a

5. Vd,beDg:d+b=15+a

11 résulte de ces propriétés que Do, + est un groupe commutatif
et puisque Do c Ily, nous disons que

I

25
4

Do, + est un sous-groupe commutatif de Ilo, +
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4, Graduation de la droite

Soient & et @ sur Dy.

Notons 0 et 1 aux extrémités de ces vecteurs.

0 et 1 sont les abscisses de o et a.

Construisons ... — 33, — 2d, — &, &, &, 24, 3d, ... € Do.

Les abscisses des extrémités sont ... — 3, — 2, —1,0,1,2, 3 ...
Nous obtenons la droite graduée Dy;.

. o o +———o—o
ssoe = 3 -— 2 - l 0 l“

d est le vecteur unitaire.

01 est le systéme de référence ou repére.

La graduation de la droite est complétement définie par les points
o et o ayant respectivement pour abscisses 0 et 1. .

_ Tout autre vecteur unitaire donne lieu & un autre systéme de
" référence et par conséquent, & une autre graduation.

Sur une droite, il existe donc une infinité de graduations.

!

Exercices

1. Construiéez:
1) g1+ 92

2) 31—, .__,_..——b—-—. r}’e

3)— P11+ D

4)— 31—, U1 £ p]
g_ﬁl—o-——-ﬁ-a—z"" %
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2. Construisez :-

1) Si+dat+ds 4) S—da—d
2) d—d+d; b8 —dh—I2—73
3) —1 —P+ 33 6) —J+ T—Ts

3. Construisez : 29, 39, 69, 03, — 28, — 39, — 63.

1) 20+ 30 =
2) 55 — 33 =

3) —3—3d0= 3
4) 29 4 60 — 39 =
5) 30+ 0=
ot complétez. .
2 3 5 7
4. Construisez : - 4, -3, — -9, — =
onstruisez 36,41‘5, 41‘! 3'8

3
o e DO

5. Pour chacune des deux représentations, construisez :

Hda+b o a | ;
2)d—b e —
..\
b

3

3) —d+ b
4) —da—b

-~ —
o Q

6. Construisez :
adb+e
2)d+b—¢
3)d—b+¢

b
SN
°o®
"1
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7. Graduez les droites A, B et C. Dessinez en rouge les vecteurs

unitaires. Orientez les droites. |

—e

—~Q

0 |
T *
©- £- c
1 0

8. Pour chacun des cas ci-dessous, construisez le systdme de
référence.

— Dy,
0 5
- Dy,
-3 0
D
— - 01
2 4
2 1 5 1
9. N tl’ l i —3 -3 —_— —_—
Sur D3, trouvez les images de P 1 3 ot 5
— ° DO]
0 1
10. A. On donne : (a, m)t (m, b)
@0t (db)
Démontrez que cm = md
— ® -9~ S e ool
a c m d b

B. On donne : (a, m)$ (m, b)
(c, m) t (m, d)
Démontrez que at = db

11. abed est un parallélogramme.

-

ag)=;¢>i ot c7=q_l;

Démontrez que pgrs
est un parallélo-
gramme.
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LE GROUPE Zy, + ESPACE VECTORIEL

1. L’ensemble Zp

L’ensemble de tous les entiers, multiples de &, est représenté par

Z3.

Zs={mb|meZ et 5eV}=
{...,—33,—23,—d,0393253%..)

,.3-’0 o—)?/& 6p
—ao

-

—" - 50

- 24

Tous les éléments de ZJ sont des vecteurs paralldles.
1l est évident que ZFc V.

2. Propriétés de Z7, +

1. Vmd, nd € Z : mid + nd e Z3

2. Vmd, nd, pd € Zd : md + (nd + pd) = (md + nd) + pd =
w3 + nd + pd

3. VmieZ#,36€Zd: md+ 6 =md =6 + md

4. Vmd € Z3, 3 (— md) € Zd : md + (— md) = 3 = (—md) +-md

5. Vmd, nd € Zd : md + nd = nd + md

De ces 5 propriétés et du fait que Zg c V, on conclut :

Z#, 4+ est un sous-groupe commutatif de V, -
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3. Espace vectoriel

Considérons les ensembles V et Z.

Une opération sur des éléments appartenant & 2 ensembles (jiiﬂ'é-
rents est dite externe.

Examinons les propriétés du produit externe des éléments de V
par les éléments de Z. . C

Propriété 1 : VneZ et VeV : ndeV
Propriété 2 : VieV : 1d=9

Propriété 3 : VmeZ et Vo, d2€ V : m(d1 + 92) = mdr+mds
Ym,neZen V3eV: md+nd=(m -+ n)d

Exemples :

4 (31 + B2) = (81 + T2) + (§1 + F2) + (F1 + F2) + (G2 + F2)
=dh+hthtdhtdh+detd+ D
=h+dh+0+d+ 402+ 92+ D
= (91 4+ 91+ 91 + F1) + (T2 + T2 + T2 + G2)
= 41 + 492

60 —20 —=(@4+d+d+648)+(—3—7)
=34+ 04+d+F+F—F—3F
=34+ 9+
= 39
—(6—2)3

Propriété 4 : Vm,ne Z,VieV : m(nd) = (mn)$
Exemple : »

—3(29) = 8(— 29) ="(— 29) + (— 29) + (— 29)
= (—8—9) + (—8—9) + (—3—9)
=—f—Fd—F—F—J—9d
= 6(—9)
= —67
=(—3.2)d

V, + étant un groupe commutatif et les quatre propriétés pré-
cédentes étant valables dans le cas du produit de vecteurs par
des entiers, on peut dire

Z,V, 4 est un espace vectoriel
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4, Application au triangle

d est le milieu de [ba] < (b,d)? (d,a)
o bi=da= 9
e est le milieu de [ac] < (a,e€)? (e, c]

< ae==¢et=79;

Or, Ee=151+'z72
3;#5;'+&=261+262=2(61+732) |

Done be — 2de ou ZiZ:%ZE
Sachant déja que de // be, nous pouvons conclure :

Le segment joignant les milieux de deux c6tés d'un triangle est
paralléle au troisiéme et en vaut la moitié.

de = - be

[ SR
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5. Isomorphisme

Considérons le groupe des translations T, o et le groupe des
vecteurs V, 4

T 4

Représentons une bijection de I’ensemble T vers 1'ensemble V.

u—> %

V>3

vou—->4+ 9

etc... |

La composée de deux éléments de T ayant pour image la somme
des images de ces éléments dans V, les groupes T, oet V, + sont
dits isomorphes.

On dit qu’il existe un isomorphisme entre les deux groupes.

Exercices

1. Construisez :
1) 281 + 92 + 333

2) 30, — 29— 375 .

8) —d1 + 202 — o s
293

4) 4, — 295 + ¥ B o

61 62 63
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2. Construisez :

1) 24+ 35+ ¢ e
2) 8éa—2b—¢ . o)
P 0
3) —da+b5—3¢ oc
4) — 24— 3b + 4¢
—- - . S
c 0 b a

3. Vérifiez la propriété m(d + 5) = md + mb dans les exemples
3(d+5)=3a+ 35 3
2(d—b)=2da—2b

—2@+b)=—2a—2b

a) & l'aide de la figure
b) sans la figure.

4. Vérifiez a) & laide de la figure
b) sans la figure

2 (d + 3b) = 2d + 6b
3(—2d+ b)=—6d+ 3b 0

at

3

6. Vérifiez la propriété mad + nd = (m -+ n)d dans les exemples
8dt+4d="1a
"4 —5d = 2d 0 @= ® G
—2d —3d=—>56d
a) & l'aide de la figure
b) sans la figure.

6. En tenant compte de la distributivité

m (D + ¥2) = miy + mPz en md + nd = (m + »)J,
établissez la formule de (m -+ ») (¥1 + Ts).

M.2~—35
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7. Vérifiez la, propriété n(md) = (nm)d dans les exemples

3(4d) = 124
—2(3d)=—6a |
—3(—2d) = 6d 0 Q= — G

a) & l'aide de la figure
b) sans la figure.

8. L’ensemble de tous les entiers multiples de & est représenté par
Za.

Montrez que Zd, 4 est un sous-groupe commutatif de Do, .

9. Effectuez et simplifiez :

1) (281 + 3d2) — (31 — 42)

2) (201 — 3% + 591) — 4

3) 2(391 — 4d3) + 5 (— 281 + 5da)

4) 331 — 3 (— 201 + 49 + 331 — 6d)
5) — (3@ + 25) — 3b + (2@ + 3b)

6) (108 — 35) — (38 — 25 + 44)

7) 2d — 3 (2@ + 55 — 1d — 35)

8) — 4 (3d — 2b) — 7 (24 — 3b) — 105

10. Les structures suivantes sont-elles isomorphes ?

V, + et Iy, + T,oet V, 4
o, +et T,o Z3, + et Do, +

i1. Dans le trapéze abed, sachant que (a, m)t(m, c) et (b, n)}(n, d),
démontrez que : mn [/ ab || cd

— 1 —» —
mn=§(ab+cd)
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. a
12. Ondonne :am = mb !
@n = nc
bp = 6
mr = 7p
i = @
Démontrez que :
- 17
rg=-b
=7 =gt = 2 it
13. Complétez et démontrez: @
l. #=..%
2.2 =..%
3. 7=..%
4. mn [| be
14. On donne: a7 = mb
an =
> —
bp = pz
%=

0

Il

Démontrez :

S 8 §¢
I
™Ay
]

S8l
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EXTENSION DE LA NOTION DE NOMBRE

Dans N = {0,1,2,3,...}

. L’addition est interne
et partout définie

7+2=9€eN

. La soustraction est inter-
ne, mais non partout défi-
nie
§—2=3eN
3—7=1%¢N

. La multiplication est in-
terne et partout définie
3Xb65=16eN
0X4=0eN

. La division est interne,
mais non partout définie
6:3=2eN
2:7=1¢N

1. Opérations internes et partout définies

Dans Z={...—3,—;-2,
—1,0,1,23...} !

. L’addition est interne

et partout définie
(+5) + (—2) = +3€Z
(—3) + (—6) = —9 eZ

. La soustraction est interne

et partout définie

(7)) —(—2) = —74 2=
—beZ

(+3) — (+7) = 3 —7 =
—4ecZ

. La multiplication est in-

terne et partout définie
(—7)(+8)=—21€Z
(—4)(—b5) = 20€ Z

. La division est interne,

mais non partout définie
(—8): (—2)=4€Z
7:(—3)=1¢Z

Dans N, aucune opération
ne donne lieu & un groupe.

Dans Z, ’'addition forme le
groupe Z, 4.

Remarquez qu’en introduisant les nombres négatifs, la soustrac-
tion devient interne et partout définie dans Z.

Etudions maintenant un nouvel ensemble de nombres, dans le-
quel la division devient interne et partout défieni.

2. L’ensemble Q’ des fractions
Des divisions telles que :

(—1): (+5)

(—3): (—12)

(+5):(+2)

(+3): (=7
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n’admettent pas de quotient dans Z et nous les représentons de la
fagon suivante :

1
(— 1) (+5) =

—3
9=
. _ 15
(+5)-(+2)—--_|:—2

3
(+3): (=17

Et méme les divisions :

(—8): (+4)=—2

(—12): (—3) = +4

(+18) : (4-5)=+3

(+20) : (—10) = —2
admettant des quotients entiers, peuvent s’écrire de la méme
fagon :

(—8: (+ 9=
—12

(—12): (—3)=—;
(45 = T8

(+18) : (+ 8) =
. _ 12
(+20) : (—10) =~

Les résultats obtenus sont les éléments d’un nouvel ensemble in-
fini de nombres : celui des fractions rationnelles : Q'.
_,—1—3 46 +38—8 —3 +16 +320

! —_—2 ’ deee
V={%5_—1% T2 7 F4—12 +5 —10 }

Remarques :

—1
1) T estune fraction de numérateur—1 et de dénominateur -+ 5.

g est une fraction de numérateur a et de dénominateur b.

Numérateur et dénominateur sont les termes de la fraction.



134 1A MATHEMATIQUE DANS L’ENSEIGNEMENT TECENIQUE

2) La division par 0 n’a pas de sens.
8§ —4 a

Des fractions telles que S oo

aux fractions rationnelles.

0

n’a.pi)all'tiennent‘ pas

Le dénominateur ne pouvant jamais tre nul, nous écrivons :

Dus :

Q= %|an en beZo

3. Ecriture simplifiée d'une fraction

!
t

Les fractions étant des quotients d’entiers, la régle des signes

reste valable :

+: 4=
J— _=+
+i—=—
—i ==
et nous avons (—l):(+5)=—-ﬁ=_é
' 3 3 3
(=3 :(—1)=—p =+ =1
+5 5 5
(+ 5) (+2)—+—2—+§—5
+3 3
(+3): =N = —5=—5
En général :
—a +a a a
A e |
+e —a a
—b +b b

Une fraction reste égale @ elle-méme, st I'on change simultanément

les stgnes de ses termes.
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Toute fraction peut done s’écrire avec dénominateur positif
+5_—5_ 5

Représentation sur un axe

Sur I’axe A, nous pouvons représenter les entiers ..., — 3, — 2,
—1,0,1,2,3,.

Comment pouvons-nous trouver les images des fractions de
dénominateur 4 ?

Par le point o, menons une droite quelconque B et, sur la droite,
construisons ...t (I, m) t (m, n)t (n,0) 1 (0, 2) (@, 9) ¢ -

Menons la droite D passant - par I'image 1 ot par l’extrémlté 3 du
quatridme couple.

Projetons les couples de B sur A, /| D. Les couples que l'on
obtient sur A sont toiis équipollents.

Les extrémités de ces couples sont les images des fractions de
dénominateur 4. ' ' ' ‘

Toute fraction est appelée abscisse de son image.

Exercices

. Ecrivez les divisions suivantes sous forme de fractions ration-
nelles avec dénominateur positif :
1)(—13):(+2) 5 0 :(—7) 9) 0 :(+3)
2)(+24): (—3) 6)(+2) :(—9  10)(—5):(+1)
3)(—18): (—8) TN)(—1) :(—85) 11) (4 2) : (+ 13)
H(+5) 10 8 (F1):(—=1) 12 (=3 : (=7
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2.

Comparez :
—5 +5 -3 _+3
3 33 —7 ¥
+120n_12 + 18 n—18
—"Fnm F 8T T s |
Enoncez la propriété. !
. Complétez le graphe de la relation R : Z X Z—» Q' « ... ont pour
quotient ...»
ZXxZ%Z Q

Rendez les dénominateurs positifs.
Définissez et dessinez Rj : A— A «... a le méme dénomina-
teur que ...»
Rz : A— A «... 2 le méme numérateur

que ...»
Quelles relations obtenez-vous? ’

. Représentez, sur un axe, les fractions situées entre — 2 et + 2,

a) ayant pour dénominateur 2
b) ayant pour dénominateur 5
¢) ayant pour dénominateur 7
d) ayent pour dénominateur 8.

Représentez, sur un axe, les fractions de dénominateur 1. Quelle
est votre conclusion ?

—2
. Représentez, sur un axe, les fraotions% ot - Quelle est votre

conclusion ?
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FRACTIONS EGALES

1. Notion

Sur un axe, représentons les images

a) des nombres entiers

0

b) des fractions de dénominateur 2
c¢) des fractions de dénominateur 3
d) des fractions de dénominateur 4
e) des fractions de dénominateur 6.
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Des fractions sont dites égales, si, sur un axe, elles ont la méme
image. ‘
De la figure, nous déduisons :

2 3 4 6 ;
1 2 3 |
_.-2-=——z=-—6=,..
2 4 7
3 6 '
1 2
0=9-=9=2=9-=,,,
2 3 4 6
eto..

1 2 3 1 1xX2 1x3 I1xm
—_ e = .= D= —— e = =
2 4 6 2 2% 2 2%x3 2Xm
1_2_ _1__1X2 I1Xm
3 6 3 3x2 T 3xm
2 4 2 2% 2 2Xm
—— T mm—— T e T e — e —_— m— -
3 6 3 3 X2 I Xm
Bn général
VaecZ et Vb,meZy : g::i"

3. Conséquences

1~

.m

=
o R

La valeur d'une fraction n’est pas modifiée, si ’on divi-
se les deux termes de la fraction par un méme nombre.
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24 24:4 6
32 32:4 8
Application :

Simplifier une fraction, ¢’est la remplacer par une fraction égale,
mais ayant des termes plus petits.

Réduire une fraction & sa plus simple expression, c’est la simpli-
fier jusqu’s ce que les termes de la fraction deviennent premiers
entre eux.

180 180:2 80 90:3 30 30:3 10

378 378:2 189 189:3 63 63:3 21
ou, plus simplement :
nous divisons les deux termes de la fraction par leur p. g. c. d.
p. g. c. d. (180, 378) = 18, done
180 180:18 10

378 378:18 21

La valeur d’une fraction n’est pas modifiée, si I’on multiplie les
deux termes de la fraction par un méme nombre.

4 4(—3 —12 12
7 1(—3)  —21 21
Application :
Réduire des fractions au méme dénominateur consiste & les rem-
placer par des fractions égales chacune & chacune ayant le méme
dénominateur.
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a) —§ et :E
7 4
P.p.c.m. (7, 4) = 28
_5__ 5X4_ 20
7 Tx 4 28
3 3x7 2 |
iTIxTT® |
b) —7,1—-52 et —g ou —'-:-» %et—g
P-p.-c.m. (1,12, 8) = 24
7 7 X 24 168
T1T T ix2e 24

3 3x3_ 9
8 8x3 24
18 8 15
0) —_—y — — et —
27 32 35
Réduisons d’abord les fractions & leur plus simple expression:
2 1 " 3
3 71%7

P. p. ¢. m. (3,4,7) = 84
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Exercices

1. Ecrivez les quotients sous la forme la plus simple :

1) 15:(—3) 5) 88 : (— 154)
2) 50 : (— 200) 6) — 650 : (— 975)
3) —42 : (— 30) 7) — 1725 : 875
4)  63: 216 8) — 1300 : 1196

2. Réduisez les fractions suivantes & leur plus simple expression :

2 54 25 72 —420 —210 128
108 35 108 2970 360 80

b) 96 18 975 42 189 660

144 ~ 54 650 56 210 598

3. Complétez :
2 14 38 124
T A S
oS ®_____&m__ W
7 63 98 224
32 48 546
e T A
o215 _ 39
64 48 136

4. Complétez par = ou # :

2) 30 45 ) 39 42
42" 63 51" B7
63 105 27 75

p B 19 x5
81 135 36 100
18 45 117

€) —— i — e — —
26 65 169
9 14 105

d) 0

ﬁ...'z—s ese 55'
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53 15 3 156 20 5 15
S A=)—-o —— o, —, —_—— — —
7 21 6 25 28 12 36

Définissez et dessinez R : A— A«... = ...».

Quelle relation obtenez-vous?

6. A 3 2. 5 —2 —5 3
AT TS 5 ST s
Rendez les dénominateurs positifs.

Ecrivez et dessinez R: A—> A«... a le méme dénominateur
que... ».

Quelle relation obtenez-vous?

7. Réduisez les fractions suivantes au méme dénominateur :

3 5 2 7 5
A) 1) et —2 7y 2 e 2
) get—g V=3 1% —3
3 2 5 1 4
2) —- et —— 8) - —— ot —
7 g 6" 15
7 8 3 7 8
3) — — et — — Sl 8
) =% 30 - L T
7 3 4 5 7
et 2 10) —5 2 ot —_~
e T RlY e R TR T
7 47 7
) -y 5 L e —
25 5 10 20

21 1 16
B) 1) — 2 et o1 g 18,10, 18
12 45 21’ 28 42
12 6
9) 2 et — o 5) 3 3¢ 2
15 21 6 9 35
10 27 9 25 4 48
3) — — et — ) — — s — — ot

16 =~ 36 12 73 " 12° T80
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12
8. Trouvez la fraction égale & i et dont la somme des termes

égale 145.

' 28
9. Déterminez la fraction égale.a a5 et dont la. somme; des: termes

éggle 99,



CHAPITRE XX
LES NOMBRES RATIONNELS

1. La relation R: Q' > Q «...=...» }'
3 3 6 123 8 2 0
veey =y =y = "é.

Q’= —"2", ——Z,..., 2, 4, 6, ...,——4,—5, ...,3,..., 0; .
R: Q—>Q«...=...» étant réflexive, symétrique et transi-

tive, est par conséquent une relation d’équivalence.

Dans Q’, cette relation d’équivalence fournit une partition.
Chaque classe de la partition est composée de fractions égales,
représentant toutes le méme nombre.

Un tel nombre est appelé nombre rationnel.

Un nombre rationnel est une classe de fractions égales et
est représenté par une fraction déterminée, représentante
de la classe.

Le représentant sera, de préférence, ’expression la plus simple.

L’ensemble de tous les nombres rationnels se représente par Q,
dans lequel est inclus ’ensemble Q’.

2. Quelques parties de Q

3 7 0
1.8 =-y —T=—- 0Q0=-
1 1 1
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Donec VaeZ: cu=g
1
—>ae(}
a
Mais iEQ

Les nombres entiers étant des éléments de Q, on a2 Z c Q.

.NcZ
ZcQ

|3

=> NcZcQ

3. Qo = {z |2 est un nombre rationnel # 0}
Q* = {y |y = 0 ou un nombre rationnel positif }
Q- = {z|z= 0 ou un nombre rationnel négatif }
Q¢ = {u | » est un nombre rationnel positif }
Q; = { v | v est un nombre rationnel négatif }

3. Valeur absolue

La valeur absolue d’'un nombre rationnel est le nombre obtenu
en supprimant le signe du nombre rationnel.

3 -3 3
La valeur absolue de -|-§=;_|-§il=§
5 5
La valeur absolue de — — = '-—-._ I = _5_
12 12 12

4. Nombres rationnels opposés

Deux nombres rationnels de méme valeur absolue mais de signes
contraires sont dits opposés.

2 2 4 4
——_n.— -— — —
77 9 7o
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5.

Nombres inverses

Pour obtenir I'inverse d’'un nombre rationnel, il suffit d’mter-
vertir le numérateur et le dénominateur.

b 7 7\ 5
— - est 'inverse d ——ou(-—--) _———
7° °*~5 5 7
7 5 5\1 7
— — est Pinverse de — - ou (— -) =
5 7 7 5
5 7 .
—3 et — 5 sont des nombres inverses.

1 1 1\
11 en est de méme pour 4 et 1 et nous avons (4)~1 = 1 et i) = 4

G-

Attention !

0 1 1
Puisque 0 = T I'inverse de 0 serait 5 mais comme 3 n’a pas de

sens, 0 n’s pas d’inverse.

Ordre déms Q

a) Tout nombre rationnel positif est plus grand que 0.

7>0 ->0 ->0
>
> >

Tout nombre rationnel négatif est plus petit que 0.

7<0 4<0 1<0
9 8

b) Tout nombre rationnel positif est plus grand que tout nombre
rationnel négatif.
3 17 24

e 25
1”8 >3
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¢) Pour comparer deux nombres rationnels positifs ou deux
nombres rationnels négatifs, nous les réduisons d’abord au
méme dénominateur.

1° De deux nombres rationnels positifs, le plus grand est
celui qui a le plus grand numérateur.

2¢ De deux nombres rationnels négatifs, le plus grand est ce-
lui qui a le plus petit numérateur.

Ex. — - et ——-%
5
1 5)
3 15 5 6 1 2
Y > — = > —— —e > —=
2 6 15 15 3 5
_3__1_5)
Exercices
1. Simplifiez :
A 6 5 45 30 34 —28 36 —60 35
- 16 9 81 54 51 49 63 105 63

2. Ecrivez plus simplement :

o |=SHE R 5 GO+ () - (D)
(4 (22 G () o )-8
-G -(2) -E) Q" (D
aor (- () G ()
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3. Quel est I'inverse de I'inverse d’un nombre rationnel 2 Donnez
un exemple.

4. Vérifiez I’égalité des expressions suivantes :

-G - () -2t

L’inversion dans un nombre rationnel n’influence pas ...

5. Complétez :

expression la | valeur absolue opposé inverse
plus simple

—2

+8
—14

| o

- 1|t
Otl

|1 |
W
It

Jd

6. Complétez :

opposé inverse opposé de inverse de
P’inverse I’opposé

| = 00] & i oo 30

l
e )
]

St O -
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2 25 5§ 11 11
7. A= ———) w—) ) e— ) emm——) e—

3317 7 3 3
Définissez et dessinez : R: A— A :x—> —u=.

3 8 5 11 4
B={— — b —y —» -
% 8 3 11 5 9%

1

Ecrivez et dessinez : R: B—B : a:—>5.
33 § 8 8 2
77177 9

Définissez et dessinez R : C— C «... s la méme valeur absolue
que ... »

Donnez les propriétés de chacune des relations.

8. Rangez
2 3 53 4
a) en ordre de grandeur croissante: — - —» —-» —2, 1, —
3 4 2 5
7 8 7 3 5
b d i teimy —— ——>—1,—> —
) en ordre de grandeur décroissante 3’ 3 12 15 1
2 1 1
9. A={—- i — ——
3 4 6 2
Définissez et dessinez R : A— A«... < ...».
3 7 13 10
B= — ) e ) ——
5 10 20 15
Définissez et dessinez R : B—>B«... < ...».
5§ 7 8 11
C"—" —) ——) ——y ——
9 12 15 18

Définissez et dessinez R : C—C«... > ...».
3 5 3 16

7 21 14 35

Définissez et dessinez R : D—>D«... > ...».

Quelles relations obtenez-vous?
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ADDITION DES NOMBRES RATIONNELS
1. Notion ' '
Considérons I’axe des nombres rationnels de dénominateur 7.

l

e 54 3 2 1 g 172 3 4 5 e
R B B T 7T 7 7 7

Un déplacement vers la droite est symbohsé par le signe +,
déplacement vers la gauche par le signe —.

Le résultat de deux déplacements est la somme de deux nombres
rationnels.

3 . 3
&)55(11‘01176.-{-7

2. . 2
7 a dI‘Olte . + 7
résultat :
. 5
? ér drolte + a
3 3
b) 7 4 gauche —3
2 2
= & gauche : ——
7
résultat :
5 5
= & gauche : — 7
3 . 3 \
c) 7 4 droite : 5
2 2
= & gauche : —z
résultat :
1 . 1
6 é.r drOIte . + 7
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3 3
d) = Y gauchg: —z
E a gauché : _|_‘E
7 7.
‘résultat : _
lb,gauche' —1 <—§)+(+g)=—"‘
7 : 7 7 7 7

Nous pouvons écrire :

()4 () - 1= (5) + () -2 en.

7 7 7 7 7 7

+5_ 8

7 7

() +(D=t- ()4 () - 230
—5__°%

: 7 7
e
() (=) ()-23een-3

De ce qui précéde, nous déduisons la régle de 'addition.

A. Addition de deux mombres rationnels de méme dénominateur
1. Affecter le numérateur du signe.

2. Conserver le dénominateur commun et additionner les
numérateurs. '

3. Si possible, simplifier.

B. Addition de deux nombres rationnels quelconques
1. Réduire les nombres an méme dénominateur.
2. Appliquer la régle précédente.
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Exemples :

(+2)+(+3) = (r )+ (+ )= 5

(-9 ri0m (-9 (-2

Conséquence :
6 6
(+5) +(=5) =0
(=5)+(+3) -0
—z +{+ )=
La somme de deux nombres rationnels opposés est nulle.

2, Propriétés

L’addition dans Q est :
1) interne et partout définie

(=5)+ (43 = () + () =50

RN
(D~ ()
ENE NENEREEE
RN RENE

4) pourvue de I’élément neutre 0

(+5) +o=+3=0+(+)
t_'i+ _+E— + +g

(=3)+o==7=0+ ()
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5) symétrisable
Chaque élément g € Q a un élément symétrique — % €Q (son
a
opposé) tel que — - (—

0 = I’élément neutre.

(+9)+(3)

()
SECR

Conclusion :

Rl

Q, + est un groupe commutatif

3. Somme de plusieurs nombres

(+8) (D rens (4D (-

b 9 24 30 4
Gﬁ+@ﬁ+@ﬁ+0@+@ﬁ
4
1
- B
T
,- : 3
T

I

ol v
S
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(DD (D Y-
0+ (D DD (-

(D (B

4. Mode opératoire

Dans une somme, nous supprimons le signe opérationnel et nous
obtenons : :

1 3 1 3 4 9 13
(+§)+(+Z)=§+Z=E+l_2=i§

1 8\ 1 &6 4 &b 1

2 2 2 6 10 4
(9 + () =—3+i-—n+5-=
4 1 4 1 12 7 19
(PO N S A

3
9 3 2 B 9 3 2 &5 3
(+50) + (-3) + (+ﬁ)m+ (-5)=5-n+a -t

Exercices

1. Ecrivez les éléments symétriques des nombres suivants dans le
groupe Q, +

2 8 19 17 7 a
——3 -I—-—: —_—— -I——’ -y —

x
7 T T8 Ta T8y gy



() + e () () + ()
)+ () # () (59 + ()

)
Aﬁmlv + mlv + (4) + m+v (6

Am.v+ﬁm+v+ﬁ._lvaAw++Am+v
)+ )+ 9+
() e (5« ()

G) @) rGe G+
() + o) ‘,.

()4 (2+)
() () + )
)+ () + ()

6a1 STINNOLLYVY SHAYEINON SIA NOILIAAV

: ZongoepH °
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4, Effectuez :
5 5 9 7 10 27
— a4 6) — — — - i
) 12 + 18 ) 14 10 7 35
) 3 5 ) 3 26 + 7 4
4 16 8§ 6 12 15
7 11 3 1 5 &
3) —— 4 — —= 8) —-+—-—-—3
) 24 + 16 & ) 4 + 6 7
7 17 7 17 b 17 13 16
4 — ——— 4o ) = +p—m— = =
20 25 8 42 8 24 14 7
13 9 14 7 11 1
5) —2 —— 4+ — 10) —— +——— + 5—=
) 18 + 24 ) 15 + 9 8 + 6

7 17
5. Quel est le nombre qui est de 3 plus grand que — " ?

13 6
Quel est le nombre qui est de — 3 plus grand que — 6 ?



CrarrTRE XXII
SOUSTRACTION DES NOMBRES RATIONNELS

. Notion

Nous savons que : — (4 @) = + (—a)
—(—a)=+(+2a)

et nous pouvons écrire :

()= () = (+3

ERERENE S

. Propriétés

La. soustraction dans Q est :
1) interne et partout définie

(-~ (D+ (-

3 2 9 10 19
T5T3TTn BB is
1 1 1 1
<+§) - (+a) = (+§) + (“a) =
1 1 3 1 2
2766 6 63
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2) non commutative

(9-6D- | D)=

3 1 1 3
i3 3Ti=
4 4
TR TRETI
13 13
1 - 2

3. Emploi simultané de <+ ef —_

1. Polynéme

(+D-(D+ a4 (+)-(+2)-

L35 1
4 6 12
8 9 24 10 1
et T 27
2 1
276

8 9 24 10 1

12712 12712 12
2 1

12 6
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2. Addition d’un polynéme N
7 1 2\ 2 3\ 2 3 1

_+ (13 BTHTH 13) _§+(—E) T3 138 13
ou =

3. Soustraction d’un polynéme

2 (6 7 1 2\ 2 [ 3\ 2 3 5
ﬁ‘(ﬁ—ﬁﬂs 13) =1_3_(_ﬁ) ESTRNTINT
e 2. 1 2 5
o -G GthE TR
Conclusion :
1. On peut supprimer ou introduire des parenthéses qui sont précé-
dées du signe .

2. On peut supprimer ou introduire des parenthéses qui sont précé-
dées du signe — & condition de changer tous les signes que les
parenthéses renferment.

4., Nombre fractionnaire
1. Notion

Un nombre fractionnaire est la somme d’un nombre naturel et
d’une fractlon rationnelle. :
3

4- =4 -
5 +3

N 3 3
—d = — (4~ = — - =—4—-,
s=— () =—(1+5) =~

2. Transformations

25 24 1_8+1_81
3 3 '3 3 3
27 25 2 2 2 2
——-=—————=—5——=— 5 —_ =—5—
5 5 b - ( +5) 5
52”_(5x13)+2_q65+f2_67
13 13 T 13 13
5 5 7) 42 47
7 7 7 7 7
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3. Addition et soustraction

Transformer les nombres fractionnaires en fractions et appli-
quer les régles habituelles.

52+35—17+23_34+23 87 93_91
3% 3 ' @8 6 ' 6 6 6 2
40 77 120 77 43 7
13- — 80 m— e = — 4
9 3 9 9 9 9 9
2_gt__ 3 _4_ 11 40 160
5 18 6 16 15 16 15
10
— 10— = —10-
16
7 2 37 27 37 54 17
——e==E—— = — = — =]
10 5 10 5 10 10 10 10
Exercices
1. Effectuez :

VD=8 (-
ERE R A
WD-CD e

 (+)-(-)
» (+)-(-2)
o () -()
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2. Effectuez de deux maniéres différentes :

b (5) + (-5)— (+3)
2 (+9) = (-5) - ()
" (=7) + () = (59
9 (+3) = () = (+) - (-2)
9=+ (=5) — (+5) — (=3)
0 (=3)+ (+z) — () = (+5)
D ()= (+) + (+m) + () = (53)

)~ (
(- (- + (-
3. Calculez :
1) m+4n+p

2) m—un+op
3) —m—n—p

4) —m+n—p

our 2 3 2

m == ~— — = - TN ——

P 3 "5 P==3
2 4

3 3 7

m—= — — = —— _———_—

1 "=75 S T

M, 2—386
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4. Effectuez de deux maniéres différentes : 1

1 4 ( 13 7) 5 5 ( 2 53 7)

13 \"% 3 Jet\T3t 1
7 5 11 7 5 3 9
2’—5—(1—2—56) 6)’—Hs+(§_§é—2>
3 9 5] 5 -3 17 12
3’—9—(“a—ﬁ) "+ (m—hm)
13 (5 12) 8 2 ( 3 7 9)
95— (E+o—m 91— (5+m—1

5. Effectuez de deux manidres différentes :

oG+ 3D
(3D
p(3+D-(52)+ (53

o~ (+) (59 (-o+2)
(-4-)- (152
(3D (3

(o -G
SR RO
D[4 )-C-DH -+ 2]
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. Transformez en nombres fractionnaires :
27 . 37 . 243 65 <37
s e 7 12 19°

8. Transformez en fractions :

10.

11.

5% | 9 5 3 7 12 3 10 9
7 127~ Y22 10 10°
Effectuez :
y12d 47 6) 5a 94+65
et %+ 05
3 7 1 3 7
2) 16= — 12— 7) T— — 20= +4 2-
) 5 156 ) 12 4 + 8
b 11 2 1 3
3) —3- + T— 8)7- —3- —5—
) 8 + 12 . ) b5 3 10
7 3 2 3 1 7
4)19- —12- 9) — 17~ + 6= — 8- —3—
) 19g— 125 ) 3T 4 2 ‘12
5 9 7 8 1 3
5) 5— — 17— 10)6 —2— — — — 16-— 4=
11 11 10 15 4 8
Effectuez de deux maniéres différentes :

1) (53 71) (25+5§)
3773 —\B Tt 5
1 1 1 2 7
2"’a+(3§—"z)—(—35+3m)

3 [ 55— (5—5) | [~ (5—9) 82
9 \"s 3/1 L \%27 3/ "1z

. 8 . 4

Quel nombre devez-vous soustraire de — g7 pour obtenir — T ?

7 6
Quel nombre devez-vous ajouter & — 3 34 Pour obtenir — § s ?



CrAPITRE XXIII
MULTIPLICATION DES NOMBRES RATIONNELS

1. Notion

Le produit de deux nombres rationnels s’obtient en mulm;lzant
les numérateurs enire eux et les dénominateurs entre eux.

(9 (9 o (D-() (-2
(D (D% (D eo-()

2 4
() (-5 () (D--5F--

DD+t (DED-C) (-2
(r2) ()=
() o

Le produit de deux nombres inverses égale 1.
2. Propriétés

A. La multiplication dans Q est :
1) interne et partout définie

()= es

2) commutative

(-3 (5)-(5) (D) -+
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3) associative
() (9] (- (5) ()18
3 b 7 15 7/ 106
1 2 4 1 8 8
FEEHEE]G) 6)=
4) pourvue de I'élément neutre 1
2 2 2
(5)-1=—5-1-(3)
()am+3-n(4)
7 7 7
5) pourvue de 1’élément absorbant 0

(+)-0m0=0-(+)
(-0m0=0-(3)

165

B. 1. La multiplication dans Qo jouit des propriétés 1, 2, 3 et 4.

2. Chaque élémentg €Qo & un élément symétrique (son in-

verse) tel que

[~ 11~
|| o
I
fa—
1
-
[0
o
g
=
B
[«
g

Qo, . est un groupe commutatif ‘
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3. Produit de plusieurs nombres

(3)(+1> . (+3)( 1) 3.1.11.3.1 - 99
—)\1+3) 1D 77\ 6/ ~ 4.2.1.7.5 280
—TT S .
3
8
+33
8
™™
+99
56
et T
99
280

Nombre impair de signes — = —
Nombre pair de signes — = 4

4. Emploi simultané de 4 et .

L

La multiplication est distributive par rapport & U'addition.
60 (2)= ) (=3)=(-a) (2)=
5 4/\72/7\20 20/ \"2/ "\ T2/ \ "2/ 2°

_3( 1) (1)_ 3,3__12 15 3
T B T 1078 40 " 40 40
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G—3) G+3).

(10 D(2+5)_9 1_88_21_ .5
;= “61. 6 4— = = = §

5. Produit de nombres fractionnaires

Transformer les nombres fractionnaires en fractions et-appliquer
les régles habituelles. ‘

. 4 3
( 2)(51)_ 16 21 wxu_ 12 1
9/ N4 T T 4T Yx& 1 ,
: 1 1
Exercices

1. Q,. estilun groupe? Expliquez.

2. Ecrivez les éléments symétriques des nombres suivants dans
le groupe Qo, .

2 -3 19 1 1 a 53
] Pyt L —5’ o 4 ~~ Ja I 3—.
7T 17 3 9 ’ 13 b 12
3. Effectuez :

2(re 0[P (D
(im0 x () o ()% ()
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pex() DD
(1) ()5 (+2) 3= ()
» (DEDEDED *
aen (e (+8) )

2 (DEDEDEDED

4. Calculez m. n.p si

1 3 7
ym=—_ n_B p= 5
2 4
2m=— _—— =—2
) 7 » 5 P
3 5 7
ommTa "=3 2=

5. Effectuez de deux maniéres différentes :

6D e
PEDE DR
T

R IR I
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6. Effectuez :
3
1) [ —12- 2
)( 4) %

—
o () x (=3
o (o) x ()

7. Calculez :

9
1) — —
) I de — 160

2 2
2) - de ——5
5 36
5 42
3) — des — de — 312
12 70

4 3 49
4) - des - de —
7 8 54



_ CrarrrRE XXIV :
DIVISION DES NOMBRES RATIONNELS

1. Notion

Le quotient de deux nombres rationnels est le nombre par
lequel il faut multiplier le diviseur pour obtenir le dividende.

a:b=c = b.c=~‘avi

(49 (D= o (D(D-st
(49 (D=+2 o (D (st
(9 (-2 w (D=
(9 (s o (D)

l

N
+
Wi win

<>
Il
|
’—‘ll—‘
wl e
Il
—~
Ny
NI
|
o]

+
e
Il
+
&
I
N
+
I o

+
e

/\/_ll-\
Ll B K I L
S—"

I
N
N’
It
|-| —
(-]
Il
I
Sl -

N
+
@I N

(- (D-+E-(DCD

Pour diviser deux nombres rationnels, on multiplie le dividende par
Vinverse du diviseur.

a c
VZEQ et EEQO:
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(Y (49 - () (9 -2
(D) (3 (-2
(9 0= () ()=

2. Propriétés

a c a
.I-VZI,E,Q en EEQo' -5. —:=—--(-;- EQ

La division dans Qg est interne et partout définie.

ENTREIE

a ¢ a ¢ [} a
2.V, = R R
Ve as®igia®is

La division dans Qo n’est pas commutative.

(6D | (D
()| 6!

6 .

35 ! 6

3. Division des nombres fractionnaires

)
)

171

Transformer les nombres fractionnaires en fractions et appliquer

la régle habituelle.

2 2 17 30 17 7 119 29
(_5§>:(+4')‘="'_‘3_‘="‘—'—=-—-—-—=—-1-—

T -3 7 3 30

90

90
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4. Fractions composées

— 5
Le quotient (— 5): (+ 2) peut s’écrire T

, 2 3 ‘
Le quotient des nombres rationnels — = et 4 1 peut s’écrire ‘*de

la méme maniére et nous obtenons la fraction composée :

+-

Pour transformer une fraction composée en une fraction simple,
on effectue la division.

2
_?_( 2).(_'_3)_ 2 3 24 8
—a \7)°\"y 7 a T3 T a
3
Exercices
1. Effectuez :

TR &

N A
veos () (R ()

9+12): (—) 0 (-3): (+r)
5 (~5): (-3) 0 (—35)  (+3)
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2. Effectuez :

JER RS

3. Effectuez :

(D eE-
s (25 ()
e s (32
oo (e (-

() mE-D: (e

4. Transformez en fractions simples :

5 o4 o 2o 4
8 25 13 —12 3 5 b
"_2'6"_7’—_-4’_8—’—1'6—’—9’__71
6 5 13 11 4 4
5. Effectuez :
_ 43 5_ .3 1.3
1) _'_7+_7_ 56 2_7 b
1 2 )3 5 1 4
- —9° T _Z412 4=
4 3 4 2 4 7
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2)

3)

4)

2
— 4
5

25

28

14

16

8)

3ie 8 1,83
8 2 2 5 4 8

1 5 7 5 3 1

378 3 610 3

3 5 9 14 |
) T3t TXE%

7 4 15 ( b

35 ()
12 5 3 53 7
%X(az)_ 93

1 3
~1t3



CearTRE XXV

ELEVATION: AUX PUISSANCES
DES NOMBRES RATIONNELS

1. Notion
Nous savons déja que

aBd=a.a.a
a"=a.a.a.4a...

——— T ——

n facteurs

a est la base et n est I’exposant.
De la méme fagon, nous pouvons écrire :

(4208 = (42) (+2) (+2) (+2) (+2) (+2) = 64
(438 = (43)(+3) (+3) (+3) (+3) = 243
(—6P = (—8)(—6)(—6) = —216
(—B)i = (—b)(—b) (—5) (—5) = 625

(+3) = (+3)

(+3) (+5) (+3) -5

R e

n facteurs

Regle des signes :

1. Quand Vexposant est pair, la puissance est toujours positive.
2. Quand Uexposant est impair, la puissance a le signe de la base.
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2. Conventions

b b
—or=—s (3) =2 (-5 =—2 p=s
e -
et o (o e

3. Propriétés
L’élévation aux puissances dans Q :
1) est interne et partout définie.

V%eQ et VeeN: <§)neQ

(—3r=9eQ
(—5P = —126eQ

ORE-LL

() --ieo

La puissance d'un nombre ralionnel est un nombre rationnel.

2) n’est pas commutative.

23 £ 32
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4. Opérations sur les puissances

De la méme fagon que dans N, nous avons dans Q :

a C
VE’ EGQ en Vm, neN :

B

N— —
8

pany

o Q

~——
3

i

N

=
S e
°~| S
s 3

N—"
3
p
32

o R

®
N
SR
N——
B
o R
N~——
EY

I
ol Q

L
=

S~ —
7
S

s

V

3

o R

~——"
3

I
N

: c)"‘
d

o

Q ~—
E]

=
1
P
N~—
3
3

S

N—
3
| I—
F
Il
N
[l

&-

(—3R. (3P = (3243 = (—3) = — 243
@6 =6 -m

P .p5 . pP = p1°

(—2)7 : (2P = (—2)"% = (—2)5 = — 32

(3 3 -3 -

po:p=1pb
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(39 = (2" @'~ -2 = o
(3a) = 32 a? = 9a? | , ,

() - (7t

(67)2 = 572 = 5u

(5T - ) - o

(a5 = a5

(3m)2 = 32m

5. Puissance de nombres fractionnaires

Transformer les nombres fractionnaires en fractions et appliquer
les régles habituelles.

() -6 -7
-5

Exercices

1. Calculez :

1) (—4p  5) (—2)3 9) (—ay  13) (—5—)3 ) (+2)
nesr o (-7) e (-3 19 (b
B (-2 e e 19 00

4) (4+3)¢  8)(+a) 12) (;—:)5 16) (—1)125 - 20) (—2%)3
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2. Effectuez :

o3 e

1

3. Démontrez :

;

o)

5) (3a2b)5 = 35 410 bs

1) 5. 5¢ = 5

2) 76 : T2 = T4 6) (§)4 -z

3) (ab)® = a8 b

4 (52 = 5° 0 (%

4. Effectuez :

a) (—2)2.(—2 b) (—a?p
LY e
g
YT

2 [GT

e) (—3a2b3c)3

()T ()
w ()
(a2 (Gamsteas)

3a2 b)3 _ 33a8h?
=

(Y
CHS)
"¢

0 ()
()

(- rmrge)
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5. Effectuez :
1) a4, 22, o8 5) (—a)¥(—a)t : (—a)?
2)(at.a.ad): (a%.a?) 6) (a®)8 : (a5)®
3) (@3 . (a®) 7) [(a%)? : (a®)] . (a®)®

4) (a®)m : a2 8) [(a®)™ : (a?)m] . a?



CHAPITRE XXVI

NOMBRES DECIMAUX

1. Notion

A. Une fraction est décimale quand son dénominateur est une
puissance de 10.

3 31 5737
10 100 1000
B. Un nombre décimal est une deuxiéme écriture d'une fraction
décimale.
3
— =103
10
31 0,31
100
737
5737 _ s
1000

2. Conversions

A. D’une fraction décimale en un nombre décimal.

Ecrire le numérateur et laisser, aprés la virgule, autant de
chiffres qu’il y a de zéros au dénominateur.

517317
1000
ce qui se lit : 5 unités 737 millidmes.

On écrit

= 5,737

B. D'un nombre décimal en une fraction décimale.

Ecrire le nombre comme numérateur en omettant la virgule.
Le dénominateur sera formé par le chiffre 1 suivi d’autant de
zéros qu'il y avait de décimales.

37 246
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3. Propriété

24 240 2400
10 100 1000
on a aussi 2,4 = 2,40 = 2,400 = ...

On peut ajouter ou supprimer des zéros a droite d’un nombre

décimal sans changer la valeur de celui-ci. 3
!
4. Nombres décimaux et ordre
A. De deux nombres décimaux, le plus grand est celui qui a la
plus grande partie entiére. ;
5,21 > 3,422 car 5§>3
2,134 > — 5,17 car 2>—5
—36>—17328 car —3 > —17

B. 8i les parties entieres de deux nombres sont égales, on les
affecte d'un méme nombre de décimales et on supprime la
virgule.

Le plus grand nombre entier correspond au plus grand nombre
décimal.

16,24 > 16,175 car 16 240 > 16175
—1,71 > —19 car —171 > — 190

5. Opérations
L (+ 5,2779) + (— 7,6747) = 5,2779 — 7,6747 = — 2,2068

— 17,6747
+ 5,2779

— 2,2068
2. (—2 53) — (+ 5,6426) + (— 0,437) =
- : —-—253—56425—0437_—86095

— 2,53
— 5,6425
— 0,437

— 8,6095



NOMBRES DECIMAUX : 183

3. (— 3 242) X (4 17,31)'= ~56,11902 -

3,242 ——————— 3 décimales
"‘17,31 —— > 2 décimales

3242

9 726

22 694
e 3242
S Lo | o
56,11902 ———— 3 4 2 = 5 décimales .

s . .

4. (+ 312,8) : (— 6,214) = (+ 312,800).: (— 8,214) =

‘ | 312800 : (— 6214) = — 50‘337
312800 6214
31070
e 50 337
21000
18642 — 50 est le quotlent a l’umté prés .
23580 — 50,3 est le quotlent & 0,1:ou T prés
18642
v : 1
— 50,33 est le quotient ) 0,01 ou — prés
49380 o -
43498 S Ly
—:50,337 est le quotient & 0,001 ou —66(—) prés
. 5882 IR G .
eto...
Exercices

1. Convertissez en nombres décimaux :

523 i 2324 5 3 3
8) ——= b)—— ) —- d) o) —— f)—
10 1000 100 ' 10000 10 100
38517 855 . 372445 13

00 ) — - %
7o~ Y " iooo00 U Tooso ) 1000000
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2. Convertissez en fractions décimales :

83,727 — 5,32 0,85 — 0,00236 863,7

— 0,050023 7,1316 —1 263,88 0,003 — 25,006

3. Rengez
a. par ordre de grandeur croissante : :
1) 15,275 18,372 15,263 18,376
— 7,242 15,272 — 7,243 — 17,238
2) — 38,7481 ~— 37,481 —0,37481 — 374,81
— 0,037481 — 37481 — 31748,1 — 874 810

b. par ordre de grandeur décroissante :
1) 0,742 0,74 — 3,242 5,643 — 3,243

— 3,2421 5,642 5,6 — 3,25 5,64
2) 13,214 132,14 1,3214 0,013214
0,13214 13 214 132 140 1321,4

4. Additionnez :
1) (— 23,742) 4 (4 117,626)
2) (4 0,17) + (4 3,1418)
3) (— 13,1423) } (— 18,042)
4) (+ 9,24) + (— 17,1715)
5) (+ 25,142) + (— 3,27) + (+ 0,8517)
6) (— 3,8776) + (— 15,7) + (— 0,172)
7) (— 512) 4- (4 178,1502) + (— 19,302) + (4 23,007)
8) (+ 0,74321) + (+ 17,8203) + (+ 0,0017) 4 (+ 38,0203)

5. Soustrayez :

1) (+ 15,842) — (+ 3,147) 5) (+ 8,82312) — 1
2) (— 128,703) — (4 15,0008) 6) 1 — 13,7422
3) (— 8,17) — (— 0,0283) 7) (4 0,1708) — 1
4) (4 17,512) — (— 18,93) 8) 1 — 0,16047

6. Effectuez :

1) (—123,7) + (— 7,832) — (— 6,1207) — (+ 5,18)

2) (+ 28,7325) — (— 28,503) + (— 18,32) — (— 18,37)

3) (+ 0,108) — (— 7,1214) — (+ 8,2205) — (— 13,0701)
4) (— 25,008) + (— 112,73) — (— 13,813) — (4 108,9037)
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7. Effectuez :

185

1) (+ 5,832) X (—7,13) 3) (+ 0,19037) X (+ 5,17)
2) (— 19,803) X (— 213,61)  4) (— 3134,12) X (+ 18,15)

8. Effectuez les divisions et indiquez les quotients & 1, 0,1, 0,01,

0,001 prds.

a1 40,1
prés prés

4 0,01
prés

a 0,001
prés

1) (+ 357) : (+ 38)

2) (— 1725,83) : (+ 17)

3) (— 9 133) : (— 33,47)
4) (+ 253,17) : (— 23,31)
5) (+ 5,17) : (— 33,723)
8) (— 12,573) : (— 4,21)




CHAPITRE XXVII - S

CONVERSION D'UN NOMBRE RATIONNEL '
EN UN NOMBRE DECIMAL ‘

1. Notion

Diviser le numérateur par le dénominateur, |
}

23 23 16
i'é _
16 1,4376
70
64
60
48
120
112
80
80
0
23
— = 1,4376
16

La division se fait exacte-
ment.

23
Le nombre rationnel T est

égal au nombre décimal
1,4375.

23 23 18
18 ‘ — |
18 1,27717...
—_ |
50 |
36
140
126
140
126
140
126
14 ..
23
— = 1,27717...
18

La division ne se fait pas exacte-
ment.

23
Le nombre rationnel 18 est

irréductible & un nombre déci-
mal.
1,2777... est appelé développe-

ment décimal périodique illimité.
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2, Conversion
1. Le dénominateur du nombre rationnel est exclusivement composé
des facteurs 2 et b.

"' Puisque 2.5 = 10, un tel nombre rationnel peut toujours
g’écrire sous la forme d’une fraction décimale dont le Adénomi-
nateur égale (2. 5)7 = 10, '

23 23 23.5%* 23 X626 143756 14375

== = = = = 1,4375
16 28 24, 5% (2.5) 104 10000 .

7 7.5 385

—=—=—=3’5

2 2.5 10

43 43 43.52 43.25 1075

== = -4 = = 1,075

40 28.5 2.5 (2.683 1000

31 31 81.2  31.4 124 Loa
2% & .2 (5.2¢ 10
21 3 3.2 6
-——=—'—=——=—-—=——0’6

35 5 5.2 10

Regle :

1. Simplifier le nombre rationnel.

2. Multiplier les deux termes de la fraction par la plus‘ petite
puissance de 2 ou 5 donnant un dénominateur (2 . 5)* =
107,

3. Chercher le numérateur et placer la virgule.
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2. Le dénominateur comporte d'autres facteurs.

17 170 33 116 115 88
33 165 — | 88 88 S
— 0,515151... S 1,3068181...
50 270 |
33 264
170 600
165 528
50 720
33 704
170 160
1656 88
50 720
33 704
17... 160
88
0,515151... est un développe-
ment décimal périodique sim- ;
ple dont la période est 51.
1,3068181... est un développe-
ment décimal périodique mixte.
306 est la partie irréguliére ou
non périodique, 81 est la période.

Remarques :

1. On peut considérer le nombre 3,26 = 38,25000... comme un
développement décimal périodique mixte, dont la partie
non périodique est 25 et la période 0.

2. 16 = 16,000... est un développement décimal périodique
simple.

Conclusion :

Tout nombre rationnel donne lieu & un développement
décimal périodique.
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Exercices

1. Ecrivez la forme décimale des expressions suivantes sans effec-
tuer la division :

37 7 13 38 117 17 381
20 50 25 125 500 40 80

2. Montrez, sans effectuer la division, que les nombres rationnels
suivants sont tous réductibles & des nombres décimaux :

) 7 23 127 321 1737 632 1749

* % 50 40 160 640 % 32

b) 549 339 301 1067 669 1771 3861
120 ~ 375 112 3520 960 616 6 600

3. Convertissez les fractions de I’exercice n® 2 en nombres décimaux.

4. Montrez, sans effectuer la division, que les nombres rationnels
suivants ne sont pas réductibles & des nombres décimaux,
mais qu’ils donnent lieu & des développements décimaux
périodiques :

a) 512 15 732 9247 29 52 662 913 937
37 56 11 330 36 27 45 506 144
67 344 832
108 275 33
7292 520 426 93 4306 564

py =22 2= == = == =
) 404 240 88 566 4620 324

5. Cherchez le développement décimal périodique des fractions

données au n° 4 et déterminez, pour chaque expression, la partie
irréguliére et la période.

6. Donnez les caracteres de divisibilité du numérateur pour que les
fractions suivantes soient réductibles & des nombres décimaux :
a b c d e I
240 168 800 528 10500 2520
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7. Précisez les expressions suivantes. Donnez la période et la partie

irréguliére éventuelle.

1) — 3,272272... 6)  5,24000...

2) — 23,7 7) — 3,242124212...
3)  5,000... 8) 18

4) 0,214222... 9) 0,33333...
§) —17,000... 10) 5,2700700

8. Méme exercice pour :

1)0,6347 6) 2,134

2) 0,634777... 7) 2,13434...
3) 0,634747... 8) 2,134134...
4) 0,5347347... 9) 2,13444...

5) 0,634753417... 10) 2,0134134...

11) — 3,060060606...
12)  5,3373737...
13)  16,237200...
14) 8136

16) — 31,0707707...

11) 0,0606
12) 0,600606...
13) 0,600600...
14) 0,06060...
15) 0,00666



CHAPITRE XXVIII

GENERATRICE D’UN DEVELOPPEMENT DECIMAL

PERIODIQUE
1. Nombre décimal
224 28
0,224 = —— = —
1000 125
734 — 734 . 367 _ 17
=T "0~ 50

2, Développement. déciﬁaal périodique simplé

0,143143... = a 0,121212... = a
1000 @ = 143,143 143... 100 @ = 12,12 12...
—a= 0,143 143...

—a= 0,1212..,

999 @ = 143,000 000 ... 99 a = 12,00 00...

143

999

12
Wae=12 =>a=—
99

999 =143 > a =

3. Développement décimal périodique mixte

0,3424242... = a
1000 a = 342,42 42...
—10a = 3,4242...

990a = 339,00 00...

0,16343434... = a

10000 ¢ = 1 634,34 34 34...
—100a = 16,34 34 34...

9900 ¢ = 1 618,00 00 00...

339 113 1618
990a=339 A= =230 9 900a=1 618 =>a=99W)
Remarque :
5, 143 143... = 6 } 0,143 143...
143
=56+ 299
143

5 —
999

_ 809
" 4950
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Concluston :

Tout développement décimal périodique est un nombre ration-
nel, appelé génératrice du développement.

Exercices

1. Ecrivez sous la forme de fraction rationnelle ;
—0,3142 0,27 8,843 — 0,155 8,44
5,25 — 32,518 — 8,15 19,72 — 1,376

2. Enoncez la régle permettant de convertir un développement déeci-
mal périodique simple en une fraction rationnelle.

3. Enoncez la rdgle permettant de convertir un développement
décimal périodique mixte en une fraction rationnelle. 4]

4. Trouvez les génératrices des développements décimauxfpério-
diques suivants :

A. 1) 0,6363... 6) 6,3939...
2) 0,317317... 7) 22,336336...
3) 0,24392439... 8) 7,212212...
4) 0,777... 9) 2,216216...
5) 0,1919... 10) 1,72147214...

B. 1) 0,154545... 5) 5,02666...
2) 0,3153153... 6) 12,373636...
3) 0,4327444... 7) 3,5131818...

4) 0,15642364236... 8) 1,2123123...



CHAPITRE XXIX

LES NOMBRES REELS

1. Notion

Rappelons que :

1. Tout nombre rationnel donne lieu & un développement déci-
mal périodique.

2. Tout développement décimal périodique admet une généra-
trice.

L’ensemble Q des nombres rationnels renferme donec tous les
développement décimaux périodiques.

Cependant, il existe aussi des développements décimaux non
périodiques :

3,14159265358...

2,7182818284...

2,573217889...

N’ayant pas de génératrice, ceux-ci n’appartiennent pas & Q.
Nous les appellerons les nombres irrationnels. Tous les nombres

rationnels et irrationnels constituent 1’ensemble R des nombres
réels.

Tous les nombres que nous avons étudiés jusqu’a présent, sont
des éléments de R.

Le diagramme de Venn le résume clairement.

M. 2—7
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nombres réels = {nombres rationels,

nombres irrationnels}
nombres rationnels o

—3» nombres entiers

nombres naturels

soit NcZcQcR

2. Représentation des nombres réels sur un axe

On peut démontrer que tout nombre réel a une et une seule image
sur ’axe Ag; et qu’d chaque point de I’axe Ao, correspond un
ot un seul nombre réel, qui est 1’abscisse de ce point.

0,12
0,115
0,11
-1 0 1 Ap
g ' — .
- 0,8I l- 0,7 0,1 0,4
-0,75 0,2

- 0,745



LES NOMBRES REELS 195

Exercices

1. Dessinez le diagramme de Venn des ensembles N, Z, Q et R
et indiquez correctement les nombres suivants :

2
3 —z 65,14 —18 7,1232343454... — b,2376376...
| 12
62 —123 —7,3 0,2727... O T — 13,702853721...
7
—15 —  3,24000... — 5,000...
18
2. Mérﬁe exercice pour :
27 5 17 3 18 13 134
T B ow 13 8 %
144
— 7,15263748... = i3 0,12131415...
_ b6 18 38
512 15 16

3. Dessinez avec la plus grande précision possible, les images sur

Taxe Ao;z.
a)
-1 0 1 A
@ = < -
0,7 — 0,543
0,38 —0,27
0,912 —0,8
b)
7 8 8 An
- ® — —3-
8,7 8,76
7,37 8,233
©)
-6 -5 -4 Aoy
- ® & c-
- 5’3 —_ 5,73
— 4,82 — 4,365



CraPITRE XXX
MODES OPERATOIRES — VALEUR NUMERIQUE

i. Mode opératoire pour une expression non fractionnaire
et sans parenthéses

Lorsque diverses opérations sont & effectuer, nous adoptons tou-
jours I'ordre suivant : ‘

1. élévations aux puissances
2. multiplications

8. divisions '
4. additions et soustractions

Exemple :

I I ]

— 1 w @

o ()

I I S

| ] | |

| | !

] el | |
;g 9@ ! w.l.w

I

I
(3]
I
l
l
|

T 15 16

Pour intervertir I'ordre des opérations, nous devons introduire
des parenthéses ou faire appel aux expressions fractionnaires.
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2. Mode opératoire pour une expression fractionnaire ou
avec parenthéses

A. Une expression entre parenthéses est 3 effectuer avant toute
autre opération.

Exemyples :

2 b b 2
L. (éfz) (_'7_5)

8 15 15 14
-(5—u) C5—n)

- () )

(=Y - () - () -
"\37 ¢ T \12” 12/ "\ 12/ 144

e
of =
|
w| o
L]
i
o1
S’

[

7 10 4\
T T2\ 12 E)

7 82
T2 —1—2)

7 1\2
T _E)

7 1
T 124

7 3 10 6
T 12 120 127 6

B. Dans une fraction, nous effectuons les opérations relatives aux
deux termes de la fraction avant la division.
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Exemples :
2 3 6 2 18 75 37 .
. 35 2 30 30 KD ( 37)( 12) 4
( 5) 7 3 3 \ 30 35/ 175
T 6/°2 ‘

2( 10 4 42 4 38
6+-(—%) 6—: ——z

12 12
7

2. = = e e— T — — =
3 19

21

3| o

3. Valeur numérique d’une expression littérale

La valeur numérique d’une expression littérale est le nombre
que l'on obtient en effectuant les opérations indiquées, aprés
avoir remplacé les lettres par les nombres donnés.

Exemples : A
l.a+b—c pour ¢a=2, b=—4, ¢=—1

2 4 (—4) —(—1)=2—441=—1

3
2.a:b4+cd? pour a=—10, b=2, c=§, d=4

(—-10):2+;-42=(—10): 2—|—;-16=(—10):2+24
= —5 4 24 =19.

3. 5a2—8ab:c pour a=—2, b=3, ¢c=4
6(—2)P—8(—2).83:4=5.4—8(—2).3: 4=
=204 48: 4=204 12 = 32,

4.(2a)3 — 228 pour a = —2
[2(—2)P —2(—2)3 = (—4)8 — 2(—2)3 = — 64 — 2(—8) =
— 64 4 16 = — 48,
a?-1-b2
5. P pour a=—256, b=3

(—52+8 2549 34

= = = —17.
—b+3 —2 —2
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6.I=§ pour E = 220, R=;'16

220
I=—=13,75.
16

7.D=b%h pour b=—23, h=13

23 x 17 167, :
D= : ’3:-—- 6279=83,95.

1 ' :
8.8=§gt2 pour g=981, t=4

1 1
8=§.9,81.42=§.9,81.16=78,48.

1
9.a=vot+§at2 pour v9o=258, a=4, t=3

1 1
a=5.3+-2-.4.32=5.3-|-§.4.9=15+l8=33.

Remarque

Toutes les opérations que nous venons d’effectuer sur les nombres
rationnels peuvent étre ramenées & des additions et & des multi-
plications.
a—b=a- (—b)

1

a:b=a.z

at=a.a.a.a....

Q, 4+, . est le champ des nombres rationnels

si 1. Q, + est un groupe commutatif
2. Qo, . est un groupe
3. la multiplication est distributive par rapport & I'addition.

Qo, . étant un groupe commutatif,

Q, +, . est un champ commutatif -
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Exercices

1. Effectuez :

A.3—8:22—5(—4)
28:4—6:2-43.44 23
8:2—7Tx3+418:34 4
3(—14) : (—21) + (—3)2(—9)—17

I
4 9 7 8 10 8 5
3 14 . 21 2\2 18 7
5(‘&) ' (—:»3)+ (—3) (—':;)—z.
— 5,372 — 7,24 X (— 3,18) — 4,213
7 65\ 13 46 38 17
¢ ( _§+§) " 24 39( +"—iTs)
5 7 2 4 2. 7 10
(a—rs) (—5—1‘5) To (3+ EI)
(5,2 X 3,7— 1,82) : [(4,6 — 6,9)2 + 8,4 : 2,4]

b5 35
D, — X (— -
18 X (—3): 13
X

28 ( 14\ 57 4
7_5'<_T6)XZ 39

15 ( 3\ 27 5
i (’5)—1—5 X (‘5)
2 25\ 16 ( 8
(—5)*(—ﬁ)+?(—fa)

— 5,12 X 3,46 + 1,622
6,382 — (—25,4172) : (—3,54)

(—5,12 + 3,14 x 2,3) x (11,352 : 516—734)
3,62 — 5,2 X 3,4

= [ X%+‘§= -3
6 —Gxs+s ()]
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G -Gx5+3): (9
5/ " \475"8 "\ 4 }
3 b 2 3 2 4 4
(E—E) X (_IB"'E)—(—é) X (3—5)
-3x 5+ - (3)]x G—9)
5 8\ 15" 10 3/17 G
2. Calculez la valeur numérique de :
1)(5a + 3b).8c powr a=—2, b=35 ¢=3
2) (22 — 3b) (6¢c + 2ab) pour a=—5, b=—3, ¢=—I
3) 202 + 3ab — 7? pour @¢=—T7, b=—3
4) (@2 —ay + ) (x+y) pour 2=—3, y=56
5) [@ (b+¢c) — b (a—c)] (ab—c) pour a = 3, b= —3, c = —4
6) batbc — 3ab pour e = —2, b=4,¢c=5 '

7) (a—b)2 + (b+¢)? pour a = —1,2, b = 04, ¢ = 3,7

3 b 8
8 2, ur @ = - —_—— = -
) (222—b)2 . ¢ pour a 7 b 3 c 5

3. Calculez la valeur numérique des expressions suivantes pour

3 1 2 1

a=- b=— G=§9 d=—§
1) 5a + 3be 8 b(a + 3c)b
2ab — d? 2b (@ — d?)
2) (52 + 3)be 5) 5(a + 3b)c
2 (ab —a?) 2 (ab —d)?
3) (5a + 3b)e 6) (5a + 3c)b
(2ab —d)? 2b (@ — d)?

4. Vérifiez les égalités suivantes pour a = % etb=—1:

1)(@a+Dd)(a—b)=a>—b2
2) a3 — b3 = (e —b) (a® + ab + b?)
3)(a@ + b)2 = a% + 2ab 4 b2
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5. Caleculez :
1) vy=199+ at s;i vo=205,t=17 a=023

1 .
Be=gf  sig=198l¢=4

31 si Ré = 0,5, Ru = 20, E.= 164

__E
" Ri+ Ru
4)R=p£ 8i p = 0,0175, 7 =200, s =3

RixRaq

) R= ———

si Ry = 10,8, Ra = 13,2

5
6) i = 3 (82—32) sits = 45

aE ‘ ‘ " '
7 =— @ = = 3.2 ) = 0’4, H°L= 1,5.
) I RiTRaS ™ 4, Ru=32, Ri , B =



CraprTRE XXXI

THEOREME DE THALES

1. Projection paralli¢le du repére de Agq sur B

A

2. Théoréme de Thaleés

" Dessinons le repére (0, 1) sur la

droite A et projetons ce repére
sur B, //D.

Les‘projections de 0 et de 1 sont
également notées 0 ot 1.

Ainsi, nous avons appliqué le re-
pére de Aoy sur B et nous écri-
vons : » : Apr— Bor.
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Projetons la droite graduée Ag; sur B, [/ D de telle fagon que
?: An—>Ba
Dessinons ensuite les i 1ma.ges de 2, 3, 4,..
Sur Agi, on a ... 4 (0, 1) ¢ (1 2)1 (2,3)1¢ (3 4) 4 ..
Tous les couples projetés sur B sont équlpollents pulsque la
projection paralléle conserve I'équipollence.
Ces couples déterminent done la graduation de B de telle fa.qon
que
I'image de 2 a également 2 pour abscisse
I'image de 3 a également 3 pour abscisse
-
I'image de @ a également a pour abscisse.

Concluston : = ] .

Si la projection p applique le repére de A, sur B,
alors un point de A d’abscisse @ a pour image un point
de B de méme abscisse ; en d’autres mots :

p : Ag1— By conserve l'abscisse.

Remarque :

En subdivisant les graduations sur Ay, on peut démontrer que
cette propriété est également valable pour des points ayant
pour abscisses des nombres rationnels et réels.

3. Réciproque du théoréme

Projetons Ag; sur B de telle fagon
que P : Agr— Boa.

Construisons sur A le point a
d’abscisse z et sur B le point b,
également d’absocisse z.

Alors, ab [/ D.

Car, si ab n’était pas paralldle & D,
ac serait paralldle & D et, d’aprés
le théoréme de Thalés, le point ¢
aurait 2 pour abscisse.

D Or. sur By, il existe un seul point
d’abscisse = et on a donc ¢ = b.
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-, Conclusion :

e

Si la projection applique le repére de Aoy sur B,
alors toute droite qui passe par deux points de méme
abscisse, est paralléle & la direction de la projection.

Exercices

1. Si p : Agr— Bo, trouvez les abscisses des points @, b, ¢, d ot e.

2. Ondonne : (—3, —2) 4 (—2,—1)41 (—1,0) 4 (0, 1)4 ... sur lAu
(0,1)4 (1, 2)4 (2, 3)4 (3, 4)1 (4, 5) 4 ... sur Boy

On demande : 1) sur A, les points d’abscisses 3 et &

2) sur Bgy, les points d’abscisses — 1 et — 3.

_§-2-10 1 Aoy
\
1 \
Vo
3o Vv
-‘:_%—T‘—‘-—o—
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3. Graduez les droites A et B en vous basant, pour la premisre, sur
Péquipollence et pour la seconde, sur le théordme de Thalds.

1 An ;
0 |

BOI

4. Graduez la droite B en vous appuyant sur le théoréme de Thalds.
Dessinez en rouge le vecteur unitaire.

Aoy

8. Déterminez

sur B, les points d’abscisses — 3 et — 2
sur C, les points d’abscisses 2 et — 3
sur D, les points d’abscisses 4 et — 1
sur E, les points d’abscisses — 4 et 2.
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. On donne :
un parallélogramme abed ;
ef passant par b, est
paralléle & ad;
¢4 est le vecteur unitaire
sur ce;

¢ est le vecteur unitaire
sur cb;

- c”
cd est le vecteur unitaire sur cf.
On demande les abscisses de b, e et f.

. On donne

Démontrez que

(@, b) 1 (b;¢) 1 (¢, d) t (m, n) t (n, D) t (D, 9)-
(m, 7)1t (r, 8) 1 (s, 8) 1 (¢, d).

@ et b appartiennent au plan pointé ITo.
Le point ¢ a pour abscisse 4 et cd [/ ab.

Déterminez les vecteurs ¢ et d.




CHAPITRE XXXII

HOMOTHETIE

1. Notion ;

Soient un point fixe 0 € Il et un nombre réel 4 € R.
Un autre point a € Il détermine avec o la droite oz ou A.
Nous orientons A en prenant o < a.

4 A
0 1 = >
e
__*———‘—f
p a

Soit 0 I'abscisse du point o et 1 celle du point a. 62 est alors le
vecteur unitaire et (0,1) le repére.

Sur A, construisez le point a’ d’abscisse 4.

Un autre point b € II détermine avec o la droite ob ou B.

Soit 1 I'abscisse du point b. Construisez b’ d’abscisse 4.

Nous pouvons répéter la méme opération avec tous les points & II.
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L’ensemble infini { (a, a'), (b, '), (¢, ¢'), (d, d’)... } est une relation
entre les points de II, appelée
homothétie de centre o et de rapport 4.

Nous écrivons : k (o, 4) : Il - IT ={ (e, &'), (b, ), (¢, ¢'), (, d’)...}
De la figure, on déduit aisément que : ‘

oa' = 406
ob' = 4 ob
ot = 4o¢
od' = 40d ...

2. Remarques

1. De chaque point de IT part une et une seule fléche et en chaque
point de II arrive une et une seule fléche.

Une homothétie est donc une permutation de II.

2. 00 = 400 ; done (0,0) €k (0, 4)

9 -2

o

Le centre o de 'homothétie est sa propre image.
o est done le point fixe de la permutation.

3. Généralisation
L’homothétie de centre o € IT ot de rapport r € R g’éerit : & (o, 7)

Q= s

o z hz) =o'

z' ou h(z) est I'image de x par ’homothétie & (o, r), soit

h(o,7) : I >1II : x—>2a’ et 0%’ = r.ox.
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4. Cas particuliers

1. & (o, 3)
1
0
p x

Si 7z > 0, 2 et 2' se situent du méme ¢6t6 de o.
h (o, r) est dite homothétie positive.

2. h(0o,—2)

(o

3
'3

Sir < 0, z et 2’ se situent de part et d’autre de o.
k (0, 7) est dite homothétie négative.

3. ko 1)

Puisque 0%’ = 1. 0%, on aura z = ', ce qui est valable pour

tous les points de II.

Chaque point de IT est sa propre image par ’homothétiek(a, 1).
& (0,-1) est la transformation identique de II, soit & (0, 1) = ¢.
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4. h(o,0)

Pour oz’ = 0 . 0%, on aura ' = o, ce qui est valable pour tous
les points de II.

Tout point de II a le point o pour image par ’homothétie de
centre o et de rapport nul.

h (0, 0) est une transformation constante, c’est-a-dire une
transformation ol tous les points ont la méme image.

L’homothétie % (o, 0) n’est donc pas une permﬁta,tion.

6. h{o,—1)

Pour 0%’ = — 1. 0% = — 0k, les points et 2’ sont symétriques
par rapport & o.
o est le milieu de [2z'].

k (0, — 1) est la symétrie centrale S, de centre o.
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5. Image d’une partie de II par une homothétie
A. D’un couple (a, b)
l. o¢ab

= ab || a'b’

Sur A, 'abscisse de o' = rg
(théoréme de Thalés)

Sur Boj, ’abscisse de b’ = »

Conséguence : ,
o, (a,a’) €k (o, 7) et b étant déterminés, on trouve b’ par
projection paralléle de a’ sur B, // ab.

2. 0eab

Construisez a’ de telle fagon que (aa’) €k (o, 7).

Par o, tracez une droite quelconque B. Soit un point ¢
sur cette droite.

Construisez ¢’ par projecfion paralléle de a’ sur B, /[ ac.
Construisez b’ par projection paralldle de ¢’ sur A, /[ ¢b.
a’d’ est 'image de (@, b) par ’homothétie % (o, 7).

L’image d’un couple (a, b) par une homothétie est un
couple (a’, b’) paralléle & (a, b).
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B. D’une droite A
. l.oeA

oA =o€

acA =>d €A

beA=>beA

eto...
L’image de la droite A par une homothétie est la droite A
elle-méme, soit A(A) = A.

2. 0¢A

Soient deux points a et b € A et construisez a’ et b’

(a,a')ek(o, ) ),
b, b)ekh(o,7) ; =a'b' [[ab /A

Soit un troisiéme point ¢ € A et construisez ¢’

(@,a’)eh (o, 7) L
(c,cYeh(o,7) =a'c [[ac|[A

Par a, on ne peut faire passer qu'une seule droite [/ A;
a' b’ et a’ ¢’ sont done confondus.

L’image d’une droite A par une homothétie est une droite A’ /[ A.
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Conségquences :

1. Les images de deux droites paralléles par une homothétie sont
deux droites paralltles.

A[/B=A'||B

2. L’image d'un parallélogramme par une homothétie est un
parallélogramme.

abed est un parallélogramme

< a’'b’' ¢’ d’ est un parallélogramme.
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3. L’homothétie conserve 1’équipollence.

(@, b) 1 (¢, d) = (a',b) 4 (¢, d')

4. L’homothétie conserve le milieu.

(@, m)t (m, b) = (a’, m) 4 (m', )
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C. D'une figure quelcongue

ertiie. ! /////////II

FR 'S Ilh. /III’II..

a7£'=670+55'
— — o 4o
=—r.o'&+r.o_l;
=r(—o_¢’z+o_1;) ‘
= r (@ + ob)
=r.ab

L’image d'un vecteur par I’homothétie % (o, 7)

est le vecteur r . ab

6. Application : Figures a I’échelle

Dessinez le triangle abe a,

& D’échelle :—1
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Nous choisissons un point o dans le plan et nous appliquons

1
I’homothétie % (o, :3,) au triangle abc.

7. Réciproque d’une homothétie

Soit & (o0, 4).
F—————
00 16 ; s _, g a’ 1 o
4 kt

L’abscisse de a = 1; celle de a’ = 4, car (a, a’) €k (o, 4).
Quelle est la relation réciproque de % (o, 4) ?
Changeons le sens de la fléche.

1 1
L’abscisse de a’ = 1; celle de a = v donc (a’,a)eh (o, 74)'

1
Nous obtenons & (o, Z) qui est ’homothétie réciproque de % (o, 4).

Concluston :

Toute homothétie h a une réciproque h-!
de méme centre, mais de rapport inverse.

Remarque :
L’homothétie réciproque de % (0, 0) n’est
ni une transformation, ni une homothétie.
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Exercices

1. Dessinez les homothéties suivantes :

L 1
k (o, 2) i
[ 1/ -
0 h (o, :)
og
ceo k(o,—1)
A (o0, 0)
®c

2. (a), h(b) et h(c) sont les images de a, b et ¢ par Phomothétie
k (o, 3). '

Déterminez les points a, b et c.
ok{a)
®h(b)
o0
e h(c)

3. Trouvez les images de b et ¢ par % (o, ) si (, a’) € h.

eb

Déterminez aussi les points m et n, si (m, m’') et (n, n’) € k.
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" 4, Trouvez les images de ¢ et d par h(o, 7) si (a, a’) et (b, b") €h.
ocC

‘Déterminez aussi les points m et # si (m, m') et (n, n’) € h.

5. Complétez : Une homothétie est totalement déterminée par

1. ...
2. ...
3. ...

6. Dans chacun des deux cas, @’ b’ ¢’ est I'image de abc par une
homothétie. Déterminez le centre o de cette homothétie.

a a s
a
c ¢
b [
v, | | R
b ¢ |
al . b : [

7. Par % (o, 7), le grand carré est 'image du petit. Trouvez les

deux centres possibles.
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8. Le vecteur v détermine la translation . Dessinez les images &'

2
et 9"’ de J par les homothéties % (o, 2) et % (o, —§)

Quelle translation déterminent ' et 3’ ¢

0®

9. L'image par homothétie d’une figure, peut-elle étre un point ?
Justifiez.

10. Dessinez I'image de la figure ci-dessous pour k (o, 2) et (0, —1).
k (0, —1). ,

L |

@0

1
11. Dessinez : a) I’échelle 3

1
b) & P’échelle 7

[\

\

/




12.

13.
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Dessinez l'image du . a b
parallélogramme abed par
I’homothétie % (m, — 1). o m

Que constatez-vous ?

Comment peut-on appelerm? d

On donne (a, a’) €k (o, 7).

On demande :

a) lesimages de a et b par A1

b) le point dont ¢ est I'image par 1.

1Y

eb
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COMPOSITION D’'HOMOTHETIES

1. Notion

H, est I’ensemble de toutes les homothéties de centre o.

H} est 'ensemble de toutes les homothéties de centre o, excépté
h (o, 0). ‘

Appliquez I’homothétie %3 aux points @ et b.
(a,a')ehy

(b,b)Ehl =ab ”aubn =
Appliquez ’homothétie #2 aux points a’ etd’.| abscisse de a’’

zaab//a'b'

o, a")eh T = abscisse de b"’
gbl b"))Eh: ; =>a'b //a b (Théoréme de
’ Thalds)

(a, ") et (b, b"") appartiennent donc & I’homothétie hs = ka2 ok
de centre o.

La composée de deux homothéties de méme centre est une homo-
thétie de méme centre.

La composition d’homothéties est interne et partout définie
dans H,.

Vhl,szHo: k20k1=h36Ho
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2. Structure de HJ, o

1. La composition est interne et partout définiedans H,.
2.  La composition est associativedans H,, puisque la composition
de relations est associative.

Vh]_,hz,hseHo: hso(hgoh],) =(hsohg)0h1=
hgohzohy

3. Il existe un élément neutre pour la composition dans H, :
la. transformation identique ¢ = & (o, 1).

W o‘g g’a : "
hoi % hoi = h woh =h

z0h }

hoi=Ph ioh="h

VheH,: hot=h=1t0h

4. Chaque élément % € H? a, pour la composition, un élément
symétrique A1 € H) (’homothétie réciproque).

7 .
]”-IE h E"’ E Z 25 N PN h
YJ)o «a o %@,—.
% A1 Yo @ Bl

hohl =i hloh=1

Ih1eH, VheHS: hloh=i=hoh!

Remarque :

Cette dernidre propriété n’est valable que dans HY car: la
réciproque de I’homothétie & (0, 0) n’est pas une homothétie.

Conclusion :

HY, o is een groep
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Exercices

1. Dessinez I'image de @ par he o by, by o he, bzl o by, ha o b7,

2. Dessinez l’ima,ge de a par hgohso h1, h1 ° h;l o hs, h;l ohgzo h]_. '

hs
hy

k1

" 8. On donne : k; (0, 2) :
hz (0, 3). ‘

Dessinez I'image de a par ko &;.
/
0

Complétez :

a) Le rapport de hzoh; est ... des rapports de Ay et hg, soit
ha(0,7") o k1 (0, 7) = ks (0, ...)

b) La composée de deux homothéties positives est une homothé-
tie ..
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¢) La composée de deux homothéties négatives est une homo-
thétie ...

d) La composée d’une homothétie positive et d’une homothétie
négative est une homothétie...

4. H,, o est-il un groupe? Justifiez.

5. On donne : 2, (o0, 2)
hz (0, —_ 3).
Dessinez 1'image de @ par hz o ky et ki o he.

L

o

Quelle propriété avez-vous découverte? H?, o est un groupe ...

6. H est I'ensemble de toutes les homothéties positives de centre o.
H}, o est-il un groupe?

7. H;, o est-il un groupe ?

M 2—8
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PROPRIETES DES GROUPES

1, Propriété I

A. Dans une structure quelconque E,

Exemples :
1. Dans le groupe | Dans la structure | Dans le groupe
Z, + Z, — T, o
7 == 7 5 = 5 t], = tl
+ 4 44 —8 —8 o tg ot
T4+4=74+4 5—8=5—8 tiola =1108

Nous avons effectué une opération & droite.

2. Dans la structure | Dansle groupe | Dans la structure
Z, . QO, . N, .

2 2

3 3
X3 X3 X . X ! X0 X0

5 5

3XT=3x%XT 1( 2)_1( 2) 0X2=0x2
T 5\ 3/ 5\ 3

Nous avons effectué une opération & gauche.

En général :

Ya,b,ceV,%: a=b=>axc=b%c
a=b=>cxa=c%bd
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B. Dans un groupe G, % seulement, la réciproque est toujours vraie.

Exemples :

o D&hs ie groupe Dans le groupe Dans la structﬁre
Z’ + V’ + Z’ .
T4 =—Tt4 | G4l =148 | —BX0=10X0

46=46 | Hth=010 |(=5X3 = (53
> —6=—6 g = J2 = 3=3 .
En général :

Va,b,ceG,%:a%c=bxc=>a=0b
cxa=c¥b=>a=0"

Cette propriété est appelée la simplification d’une équation

dans un groupe.

En résumé :

Va,b,ce@G, % :
a=b < axc=bxc
a=b < cxa=c%b

2, Propriété II

Un groupe & un et un seul élément neutre, représenté par =.

Nous avons done :
a¥n=a=n%a
Pour le groupe Z, 4+ ona n = 0,car(—3) + 0 = — 3 =04 (—3)

3. Propriété III
Chaque élément ¢ d’'un groupe a un et un seul élément symé-
trique, représenté par a’.
Nous avons done :
axa =n=a %a
Pour le groupe Z, 4 1’élément symétrique d’un nombre est

Yopposé de ce nombre, car (—3)+(+3)=0=n
+4+—9=0=n
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Tableaw synoptique des éléments neutres et symétriques dans
les groupes connus

groupe| 1’élément neutre est I'élément symétrique de
Z, + 0 a est —a
a a
Q, + 0 5 est — '5
a b
Qo, X 1 5 est (_l
T, o ) ¢ est 1
vV, + 7] i) est —d
D,, + 0 a est —d
I,, + F; a est —a
Z3, + é md  est —md
HY, 0 % h est A1
4. Propriété IV
Exemples :
1. Dans la structure N, +
z+3=1 z+56=1
z =7—3 z =1—5
x =4 x =—4

= 1 ou pas de solution.

2. Dans la structure N, .

=9 20 =56 20 =—6 0x=0
5

=3 x=§ r=—3 E=N

E = {3} E=g E=g

= 1 solution, pas de solution ou une infinité de solutions.

3. Dans la structure Z, .

=09 22 = —6 22 = b 0x=0
r=3 r=—3 a:=§ E=1Z
E = {3} E={-3} E=g

= 1 solution, pas de solution ou une infinité de solutions.
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4. Dans le groupe Z, +

2+3=17 z4+565=1

z =T7—3 z =1—5
x =4 z =—4
E = {4} E = {—4}

= 1 solution.
5. Dans le groupe Q, +

3 1
=7 =1 - = -
z+3 z+5 ;te=1
1 3
z = 7—3 z =1—256 r=-—-
4 4
x =4 = 4 2—- 1
B = T=ETLT T3
1
E = {4} E = {—4} E=_§§
= 1 solution.
6. Dans le groupe Qo, »
=9 2r=—86 2c =256
5
z=3 r=—3 m=§
5
E = {8} E = {3} E=§§;

= 1 solution.

Conclusion :

C’est seulement dans un groupe que les équations de la forme
a%x=2>et x%a=> admettent une et une seule solution.

En général :

Considérons les équations @ % z = b et © ¥ ¢ = b dans le groupe
G, %
l.axx="5
Avec a’ nous effectuons I'opération % & gauche :
ad xaxxr=a %b
Puisque G, % est un groupe, I'opération x est associative :
(@ %a)*xx=a" %b
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Mais @’ *a=1n
doncnxzx=0a %b

Et puisque » ¥ x =, on a

z2=0 %b
2.2%a=b=> z%a%xad =bxa
z¥exad)=bxa
T¥EN =bx%xa
z =b%xa

Conclusion :

Dans un groupe G, %

les équations a x x =betxxa=1>
-admettent chacune une et une seule solution :
r=a %xbet x=0>0%a

5. Applications pratiques

1. Résolution d’une équation dans Z, 4

242—6=9
r—6=—2+49 opération + a gauche avec — 2
x = —2+4 9 4 6 opération -+ & droite avec 6
x =13
E = {13}
2. Résolution d’une équation dans Qy, .
bx =17
1 . 1
r= 3 X7 opération . & gauclte avec =
_ 7
=3
7
BH
b
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Z, 4+ et Qo, . étant des groupes commutatifs, il n’est pas
nécessaire de distinguer les opérations & droite ou & gauche.
Pratiquement, on procéde de la fagon suivante :

14342 =8

3x =8—1—2
3x =
5
z = —
3
5
E = _f
3
Exercices

. Démontrez que dans un groupe G, %
cxa=c¥xb=>a=0
axc=bxc=>a=">

. Démontrez que dans un groupe G, %

a=b < pra%xgq=pxbxg
. Simplifiez : (a')’.

. Sia%xb=mn=>0%a, comment appelez-vous a et b dans le
groupe G, % ¢

. Quand peut-on dire que ¢ % @ = @ dans un groupe G, % ?

. Dans un groupe G, %, simplifiez :

Naxa %a
2axbxb xa
axa b %*bxc
H)axb %a' %b

B)a' %*bxc*b %c*a
6)axbxa %b %c
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7. Dans un groupe commutatif G, %, simplifiez :

Da"*bxc=a" %dxc

" 2axbxc=axbxc
Naxb ¥c=bxb %¢' %a
ddaxbxc' =bxc' %axd

8. Dans un groupe G, %, résolvez :

Nlaxz=>b d)axb¥xx=c Naxbxzxz=axb
zxa=a S)bxzxc =a 8 axbrxzxc =axc
zxa=nb)nxaxz=> 9) axb xxxcxd=bxcxd

9. Complétez le tableau par les ensembles des solutions des équa-
tions suivantes :

équation NI|Z |Z|Zv|Z-| Q |Q* | Q
)z4+2=17
2) x—3=28
3) x4+ 9=3
4) z2—4=—5
S)x4+T=1
6) 8z =1
7) b =—20
8) — Tz =— 14
9)2x=—5
10) 0z = 0
11) 0z = 5

12) 226 —2=3z 4 6
13) 2 (z—3) = 5(2 —=x)
14) 22+ 5=5(x+1)
16) T —2 =3z} 4
16) 82 — 6 =22 — 35
17) 02z = 1,56

18) 3,6z = — 0,18

19) 5z = 2z — 3,27

x
20) - =3
)2

DY P
5




QXP=DPHT%O Q=T%Qq
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12.

13.

Simplifiez :

a) Dans T,o :f1o0foflotzloi0ly

b) Dans V, 4 : & —dp - dg— 3 — s

o) Dans Ilg, + : d—b+b—2—a+eé—d
d) Dans H),0o : hiokilok;lohs

Résolvez et construisez :

a) Dans T,o :t10oz =1
tiolaox = 1g

b) Dans V, + : &1+ %=
D+ E—d=03+0

T2
/ﬁ/.——-r-@

¢) Dans HY o : Zyox=hs
hiozohl = hgohy'




CHAPITRE XXXV
EQUATIONS ET PROBLEMES -

1. Résolution d’une éqyaﬁon

- A, De ce qui précéde, nous déduiséna aisément que :
1. On peut faire passer un terme d’une équation dans I’autre
membre, ' & .condition de cha.nge‘l"‘ son signe.

2. On peut multiplier ou diviser les deux membres d’une
équation par un méme nombre (# 0).

B. Résolution dune équation

1. Supprimons les parenthdses :
2 +2= 2 2 1
FRA S T

2. Réduisons les termes au ‘méme dénominateur :
20 60 12 4 15

30° T3 30" 307 30
3. Chassons le dénominateur en multipliant les deux membres
par celui-ci : :
202+ 60=122—4 415

4. Faisons passer les termes en # dans le premier membre, les
termes indépendants de z dans le.second : .

20z —12z="—44 16— 60
6. Réduisons : . .
8z = — 49
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6. Divisons :
49
T =——
8
49
E=$__
8
7. Vérifions :
1er membre :
( 49
) 49 25\ 26
2\ —+1 /=2 —— =2 | —— | = ——
3+) (-a+)=2(-5)-—5
2¢ membre :
2( 49 l)+l_2< 147 8)+l
5\ 8 3/ "2 5\ 2¢ 24/ "2
2 156 1 25

_ ( )+ _ 31+ 6 _
T 5\ 24/ 2 12712 12
C. Application : La transformation de formules

1. On donne:S=b—'-}f

2
On demande : b et &
k

s
Résolution : 8§ = b

"2

2. Ondonne : e=vot+;at3
On demande : @
1
Résolution : e=-vot+§at2
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2 = 299t +} at®
al2 = 2¢e — 209
2e — 200t

a m

2. Résolution d’un probléme

Pour placer une mise & la terre, un électricien utilise les g d’une

4
bobine de fil de cuivre. Ensuite, il a encore besoin des 5 du

reste. Combien de m de fil de cuivre y avait-il sur la bobine,
si, aprés le travail, il lui reste encore 10 m de fil?
Résolution :

1. Choix de I'inconnue :
il y avait # m de fil sur la bobine.

2. Mise en équation :
3 4 3

3. Résolution de 1’équation :
3x+4x 12:&:+10—:z:
8 "5 40 -

15,82, 13 400 40
20 40 420 "0 40
162 4 32z — 122 + 400 = 40z

16z 4+ 32z — 12z — 40x = — 400

— b6 = — 400
z = 80
V={80}

4. Réponse : il y avait 80 m de fil sur la bobine.
5. Preuve : 2.80m=30m
reste : 80m —30m = 50 m
§.50m=40m

30m 4 40m 4 10 m = 80 m.
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Exercices

1. Résolvez dans Q :

A 1) 3x—14=5(3z+ 4)
2) 4(6—Tzx) = 33 — 2x
o 3) 8(8z—1)=5(13—g) -
4 5(3z—1)—12 = 4 (22 — 2)
By —5(2% +:3) ="2(T—38z)—1T.
L 6 1T—2(6—3%)=43+4(2z—T)
7) 19z — 6 (35, — 5) = 21 — 2 (Tz + 8)
8) 3(7x—2)+2(10—x)—3(m+32)—18 P
9) 5(2—:::)—3(5-[—7:1:)—7(3:1:—1)—2(6—:1:)’ ,'
10) 3z + 2 (172 — 12) = 5,(22 — 3) — 7 (3 — 22)

z 3 x x =z b
1) o= - 6) -—-F=-="-
B )5 5 _,)3 4+8 6
U £ 4z
2)—+4+3=5 7)-E+6=.5__3
5z 3z - '2:1: 3z 7
—— = i b — = e ——
3) 3 2‘~ 5 8) 3 10
x N 6z 4
4) - ) == — — 9 8 -————14:0 -
)gHE=3—38 908+ g=] +3
x 3. =z 17 26 bx . 7a: 2z
§) -— =~ 10 3 g tl=71—"35—
)4 L] 2+:‘,10 )_ + 4 5
3xr—2 zx+4+56
C. 1 =
r+6 2x—3
) =3
x;l z+1
3) 8 + 1 —2=0
2—1Tx z—10 =z 4 32
%) FI=—— T
5)5:1: 4 15—z 32z44
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6 2(5:1: 3) 4(3 4)
—-— — | — - x-—.
) b 7
7 3(:1: 2) 3—2 :«»:—|-3)--|-1
) 5 . +3=3 3
g O %—t_9 2(4—3
3 4 2 3
1 /2r 2 2
9 - (= —4)=(2r—=
3\6 5 3
3 2 3 Y 3y
10> (1—2)=(1—2) 4+ =
) 1 ( 5) 5 < s) 10
2. Complétez :
ne di o .
. 72 = a-z n1 ne dl da
180 —_ 52 39
. — 50 12,6 11,6
156 130 — 7 6,6
400 500 22,5 —
B.R= . R !
b R=e; S P s
— | 0,0075 400 5
135 0,45 — 4,16
35 |.0,148 336 — .
120 — 448 _ 1,568
 (B+b).h |
C.T= (—i;-— s B b h
SR -22,38 15,49 8,25
- 840 = 31,4 26
- 17,68 |- 6,32 — | 4
"~ 100,98 ) 32,1'6 - 27,24 -




240 LA MATHEMATIQUE

DANS L’ENSEIGNEMENT TECHNIQUE

E
DI=_—(——— .
Ri + Ru I E Re Ru
— 11,2 0,4 6 |
16 — 0,12 7,6
24 210 — 8,5
0,3 1,6 0,56 —_
al?
E. s =9 + 5 8 Vo a ¢
— 13 0,44 4
400 — 0,2 2,6
303 20 — 12
3. Transformez les expressions suivantes et trouvez :
b.h
hda,nsS=7 m dans pV = mRT
i
E 1
R dans I = — o dans ¢ = vt —— al? .
- R 2
R2h 5
hda,nsI=nT Tda,nst=§(T_32)
a dans v + at Rz da 1 + !
ans v =9 ng — — — —_—
0 2 B R
27:7'75 Rl —_— Rz
= — R =———.L
n dans v %0 1 dans P R,

4. En diminuant la longueur d’un rectangle de 15 m et en ajoutant
15 m & sa largeur, on forme un carré. Déterminez les dimensions
du rectangle, sachant que se longueur est égale & quatre fois

sa largeur.

5. A P'occasion de la Saint-Nicolas, un professeur distribue des
friandises aux éléves de sa classe. S’il en donne 5 & chacun, il
lui en restera 20. Par contre, 8’il en donne 6, un éléve n’en rece-
vra pas. De combien d’éléves se compose cette classe et combien
de friandises le professeur a-t-il distribuées?



10.

11.

12.

13.

14.
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. La collection de points Artis de Jean en compte 80 de plus que

celle de Pierre. Si Jean en donnait 20 & Pierre, il aurait encore
le double des points de ce dernier. Combien de points ont-ils
chacun ?

. Sur un terrain de football, on compte 17 293 spectateurs. Une

place debout cotite 40 F' et une tribune assise 80 F. Le trésorier
enregistre une recette de 785 320 F. Combien de spectateurs
y avait-il dans les tribunes?

. Dansla classe de 2¢ A, 10 éléves sont 4gés de 12 ans, 6 de 13 ans

et 2 de 14 ans. Le professeur & 37 ans. Dans combien d’années
le total des ages des éléves sera-t-il égal & 8 fois I'dge du profes-
seur ?

. Le quotient de deux nombres égale 7 et le reste 42, Si leur

différence égale 726, quels sont ces deux nombres?

On prend un nombre de deux chiffres. La somme de ses chiffres
égale 14. En inversant I’ordre des chiffres, on obtient un nombre
inférieur de 36 unités au nombre initial. Quel est ce nombre?

La somme du tiers, du quart et du sixidéme d’un nombre égale 75.
Quel est ce nombre ?

2
Quel est le nombre dont le quart augmenté de 120, égale les 3
augmentés de 907?

5
Partagez 372 en deux parties de telle fagon que les s de la pre-

3
miére égalent les 1 de la seconde, augmentés de 63.

3 7
Un joueur perd les 7 de son argent. Ensuite, il gagne les 3 de

ce qu’il lui reste. Sachant qu’il & maintenant 133 F, quel était
son avoir initial?
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6

15.

16.

17.

18.

19.

20,

21.

22,

. o 1 1 :
D’une planche, un menuisier coupe 1 et - de la.longueur initiale,

11 lui reste 0,4 m de plus que la moitié. Quelle était la longueur
initiale de la planche?

Pa,rta,gez la somme- de 150F entre deux personnes de’ telle

1
fagon que le = de la seconde partle soit de 15 F supéneure au

1
1 de la premiére.

La somme du tiers, du quart et du cinquiéme d'un nombre
égale la moitié de ce nombre, augmentée de 34. Quel est ce
nombre ?

Un éléve dispose d’un certa.m temps pour exécuter un travail.

1 1
1l consacre — de ce temps ala réahsa.tlon d’un croquls, G 4 la

préparation du travail, 7 é,_la fabrica.tion de la, pidce et F) é, la
finition. Quel temps lui avait 666 a.ccordé, si, & la fin du travail,

il lui reste encore deux minutes ?

Une directrice d’école envisage I’achat de 20 machines & coudre.
En discutant le prix, le vendeur lui accorde une ristourne de
20 % au lieu de 15 %,. Sachant qu’elle débourse ainsi 4 500 F
en moins, quel est le prix d’une machine & coudre?

La somme de deux nombres égale 525. En diminuant de 36 les
5 3

7 du premier et en ajoutant 45 aux 5 du second, on trouverait
une somme de 356. Quels sont ces nombres?

La somme de quatre nombres na.turels consécutifs égale 1 690.
Trouvez ces nombres

: L. ¢ o1 . :
On vend ) d’une bobine de fil & 9 Fle m, 5 de la bobine plus
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30m & 8 F le m et le reste & 7 F le m. Si la vente rapporte

1570 F, combien de m de fil contex_mlt la bobine ?
EIMN ELN IR

23. Un nombre est composé de 3 chlﬂ"res La somme de ses chiffres
égale 11. Le chiffre des szames éga.le les du chiffre des unités.

En inversant I’ordre des chiffres, le nombre augmente de 495.
Quel est ce nombre?

LR



CHEAPITRE XXXVI

PROPORTIONS

1. Notion

Sachant que la partition, résultant de la relation d’équivalence
dans 1’ensemble Q' des fractions rationnelles fournit des classes
constituées par des fractions égales, toute égalité de deux
fractions sera appelée proportion.

ce qui se lit : a est & b comme ¢ est & d.

2. Notations

a c
3 et 3 sont les fractions rationnelles

a,b,c,d sont les termes

t A
a,d sont les extrémes de la proportion

[~ M

a
b
b, ¢ sont les moyens

a, ¢ sont les antécédents

b, d sont les conséquents

3. Propriété fondamentale

En appliquant la propriété des fractions égales aux proportions,
nous pouvons écrire :

S
I
4
, 3]
oW
Il
I o
o
¢
5]
13"
i
o
o

ul o
o
&
&
o
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Dans une proportion, le produit des
extrémes égale le produit des moyens.

Réciproque :

%Quatre nombres a, b, ¢, d forment une proportion si
le produit des extrémes égale le produit des moyens.

Conclusion :

1 ©

Va,b,¢,deQ:

SR

Conséguence :

Dans toute proportion, on peut intervertir Uordre des exirémes,
tntervertir Uordre des moyens, renverser les fractions.

ol e
I
ale
I I

OI oI OIR RIS Q10 8>

IO AIO QIS SR TR IR

4. Quatriéme proportionnelle

Dans la proportion 2=5,
b =

z est la quatriéme proportionnelle.
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La quatridme proportionnelle & trois nombres donnés
est le quatriéme terme d’une proportion dont les
premiers termes sont les nombres donnés.

De la propriété fondamentale, nous déduisons : |
b.c

ea.x2=b.c =»> xz=_"—
a

Exemple : Calculer la quatriéme proportionnelle aux nombres :

1) 5,7,15
5 15 7 X 15
—_—— =S = X =2l
7 z

2) 8,3,7
8 17 21
-_r= - S L = -

5. Moyenne proportionnelle

Une proportion, dans laquelle les moyens sont égaux, peut
s’écrire : :

>R
ol o

Le terme moyen d'une telle proportion est appelé moyenne
proportionnelle. .

a b
-— .bs =a.C
b ¢ =
2 4 ,
B : —-—=— 2 =2
xemple i=s = 4 X 8
. Exercices

1. Eorivez les égalités suivantes sous forme de proportions: . -
2X10=5x%X4
66 X 3=8x 21
234 X 8,4=1,2 x 163,8
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2. Calculez la quatriéme proportionnelle aux nombres :
a) 9, 7 et 36
- 23 4:
b) - - et -
)37ty

3. Calculez la moyenne proportionnelle aux nombres :
; o

4
Set 7, — et 2-
e 5 Yt

4. Calculez la valeur de z dans les proportioﬁs suivantes :

18 27 21 51
n— =2 prte O
T 9 17

1,6 6
g8 _ 2 6 -0

64 92 17 +2z 21—

21 28 64—z 48

z 96 13 15

20 9 9+ 2z
4 === 8) +te_9+
56 35

342z 2
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CuaPITRE XXXVII
INEQUATIONS

Notion

3 4 4 > 5 est une affirmation vraie. C’est une inégalité.
Mais écrire 3 + ? > 5 revient & poser la question: «Quel nombre
faut-il ajouter & 3 pour que leur somme soit plus grande que 5% »

Remplagons ? par z et nous obtenons
34+=x>5
Maintenant, la question s'énonce : « Par quel nombre doit-on
remplacer z pour que l'expression 8 4 x > 5 soit vraie?»
Une telle expression est appelée inéquation.
34z > 5

—t?” N
1¢r membre 2° membre

Résolution d’'inéquations

Dans 3 4+ z > 5, z estI’inconnue.

L’ensemble E = {z |z > 2} des valeurs de z pour lesquelles
I'inéquation est satisfaite, est appelé ensemble des solutions ou
des racines de l'inéquation.

Chercher E, c’est résoudre 1'inéquation.

La résolution d’une inéquation est basée sur les propriétés sui-
vantes.

Propriétés
2
1. —5(—2 §>_
4 3
3 1 2 1
—5+32 —2+43 S 2 _Z
+ + 4 5 8 b
11 7
—2 1 —_—7 —
< 20 * 15
33 28
>

60 ~ 60
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On peut ajouter ou soustraire un méme nombre aux deux membres
d’une inégalité sans en changer le sens.

Va,b,ceQ:
a>b < a+c>b+¢
a<b <« at+c<b+tec
Conséquence :
¥
at+b>c
a+b—b>c—b
a>o—?

On peut faire passer un terme d'un membre dans Uautre, & con-
dition de changer son signe.

2. 8 >6 8 >6
8xX3?26x%x3 8:2 76:2
24 >18 4 >3
2<1 2 1
3 2 3 <32
RN e I CH R G RF I
T3 3/ 2°\ 4 3/°\"d) "2\ &
;>3 () - (9 5 )
- >—= — ). l—=) 2= |—=
6 8 3 1 2 1
8> 4
3 2
8
- >—2
3

Si on multiplie ou si on divise les deux membres d’une inégalité
par un mombre Positif, on obtient une inégalité de méme sens.

On obtient une indgalité de sens inverse, si on les multiplie ou &
on les divise par un nombre négabif.
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Va,b,cecQ:

a>b < ac>bcsic>0
a>b < ac<bcsic<O0

Conségquence :
a>b < —a<—b
a<b < —a>—b
Si on change les signes des termes d’une inégalité, il faut aussi

changer le sens de Uinégalité, car cela revient & multiplier les
deux membres par (— 1).

4. Méthode de résolution

Exemple 1.

8+ 4(2x—1) > 5(3z + 5)
8+8—4 > 15z 25
8x — 162 >25—844
— Tz > 21

x <—3 W
E={z|z<—3} 3

Exemple 2.
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" Exercices

Résolvez :

Hz+4+3<8 6) 4z < 12 11) 6z > —8

2)z—12>4 7) 22 < 2 12) =8 <7

Hx+6<9 8)—3x<‘12 13) 22 < —9

HHz—4 217 9) —2x >—8 14) — 3z < — 16
1

03+ <—6 10) —4x < — 16 15)——-2-x>—4

1)bz—1 <9 6)dx + 2 < 6(x—4)

2)3x—1 2 4x Nbx—2—@Bx41)=27(x—1)

3) Tz + 4 < —24 8)2 <7T—3(x—4) + 2

H)3x+2<<bx+ 4 9)(3x—2)—2(6x—6) < 7

6)bx —2 + 4z > 4 10)2—(4x—1) > 4(6x—2) + 6
x
1)x+4<§—1

2)2—5x<f+2

4z
3)_—2< +6

4 o+t gyl
)—— +3 = $+Z
22 4x 1 1
6)0,2x+%—|—1,5x<;—0,4+1,25x
7,2(;?_2)_3(53“)“
97(5—4) <3+:(G—9)
>1— (3—“’—1)
5

» = ’
10)2(02595—5) >7—.8(05x—2)

95 S@—1)
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PERPENDICULARITE

1, Perpendiculaire
AlBouB A B |
A est la perpendiculaire sur ‘
B en a.
B est la perpendiculaire sur
A en a. A
a est le pied de la perpendi- a
culaire.

2. Direction

1. @ est ensemble infini de toutes les droites de II.
9 = {X | X est une droite de Il }

A B

D

2. Dir A est ’'ensemble infini de toutes les droites paralléles & A.
dir A={y|lyeD et y[/A}

dir A

/djrACg

3. Chaque direction est une partition de II (axiome d’Euclide).
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3. Perpendicularité de dir A et dir B
1. A]B <« dirA | dirB
B

A dir A

dir B
AlB < A]dirB < Bl dirA
A]B « dirA|B <= dirB | A

2. A une dir A correspond une et une seule dir B | dir A.

4. Théorémes
1. Par un point, on peut faire passer une perpendiculaire & une
droite donnée, et une seule.
Par a € II, on peut mener une et une seule droite B | A e

B
a

!
dir B
car il existe une seule dir B | A,
dir B est une partition de II
ot par a passe une seule droite € dir B et | A.
2. Lorsqu’une droite est perpendiculaire & une deuxiéme, elle
est perpendiculaire & toute droite paralléle & celle-ci.

A

AjB

B/ C =>A | C

car B || C = dir B = dir C

A|BoA|drB =>A ]dirC=>A]C
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3. Deux droites perpendiculaires & une méme troisiéme, sont
paralléles entre elles.

B1lA

ClA =>B//C

carB| A=dirB | dirA

C1A=dirC)dira( ~3rB=drC=B/C

5. Composition des relations «... ] ..» et «.../[...»

A
AJlB """ B
=A[/C —C el =1
AL1B Al g
>=>A_LC C /IO-L»-L
B//C ]
~ ¢ .
A/B
/l =>A ] C ﬁ 1o/ =L
Bic [
=A/lC B Lol =/f
BiC

6. Angle droit

Un angle droit est un angle dont les cdtés appartiennent & des
directions perpendiculaires entre A
elles.

d=1dr. < dirA | richB
< Al B
< B1lA @ B
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Exercices

. Quelles sont les propriétés des relations suivantes?

Ri: 2D :«...[[...»
Re: DD :¢... L...»

. A I'aide d’une régle et d’une équerre, construisez cing droites
paralléles. Sur quelle propriété vous basez-vous?

. Vrai ou faux?

A//|B=dirANdirB=dirA=dirB
A#B=>dirAndirB=g

. Montrez que A [/ B
CLA })=C//D
DB

Enoncez la propriété.

. Tout parallélogramme dont un angle est droit est un rectangle.
Démontrez.

. Tout trapdze dont un angle est droit & un deuxidme angle droit.
Démontrez.

. On donne :

ac | bd

m,n, P, q milieux de [a'b]: [bG]»
[cd], [da].

Démontrez que mnpg est un
rectangle.
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8. Complétez et démontrez :

A//BJ/C = A...
AJ/BL1C=A..
AIB[/C=A..
ALBJIC=A..

C

C
C
C

AlBJCID
AJ/B]/CLD
A/BLC]/D
AlBJ/C1D
A1B|CJ/D
A//B1CL1D

9. Complétez le tableau par | ou [/ :

CEEEEL

A1BJ/C A1B1C//D A1B//CLDJE
AlB Alslcelp AlBlCc|D|E
A
A
A B
B C
B
C D
C D E




CrAPITRE XXXIX
SYMETRIE ORTHOGONALE

1. Notion

Soient une droite A €2 et un point a eIl.
Par a, menez la droite B | A.
ANnB={b}

Construisez a’ de telle fagon que (a, b) 4t (b, a')
Soit un autre point ¢ € II.

Par ¢, menez la droite C | A.
AnC={d}

Construisez ¢’ de telle fagon que (¢, d) 4 (4, ¢’)

B 'C,
1 [+
R ,
| ! g
A T S
b ?«z 3 A a
I y
| 1 g
a \l
C

On peut répéter la méme construction pour tous les points de II.
L’ensemble infini { (@, a’), (¢, ¢'), (e, €’), (¢, ¢’) ... } étant une rela-
tion entre les points de IT est appelé

symétrie orthogonale d’axe A.

Nous écrivons 8, : I1 - II = {(a, a'), ¢, ¢'), (e, &), (g, ') .-- }
A est Paxe de symétrie.
a’ est I'image de a.

2. Etude approfondie

1. Dans la symétrie orthogonale, de chaque point de I1, il part une
et une seule fleche et en chaque point de II, il arrive une et
une seule fiéche.

La symétrie orthogonale est une permutation de II.
M2—9
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2. SiaeA, on a a’' = a et tous les points de A sont des points
fixes de la permutation.

g0 0 §

a=4q¢ b=V c=c

3. Si a’ est 'image de a, réciproquement a est aussi I'image de a'.

!

a

A
v

La réciproque d’une symétrie Sx est la méme symétrie, soit
of le = Sy

4. A est 1a médiatrice de [aa’] car aa’ | A et (a, b) ¢ (b, a’).
A est donc la médiatrice de [aa'] si @ et a’ sont symétriques
I'un de I'autre par Sa.

3. Image d’une partie de II par symétrie orthogonale
A. D’une droite

L’image d’une droite par symétrie orthogonale est une droite.

a’ b

Nous admettons cette propriété sans démonstration.
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B. De deux droites paralléles

Les images de deux droites paralltles par symétrie
orthogonale sont deux droites paralléles.

B//[C=>B[/C"
car, si B NC' = {a'}, le
point a’ serait I'image d’un
point de B et d’un point de C.

Ceci est impossible, car a’ est I'image d’un seul point @ de II
et BNC=¢g.

Done B’ n ¢’ =g, soit B’ /| C'.

Conséquences :

o

b

\
—_——P
4\
———8a
b~}
3

L el

Q‘l — — — s w—
/ 1
Q\ e
%---.----

7

[~
~

b’ d'

abllcd=>a'b’[j'd’  (a, b)t(c, d)=(a’, b')1(c",d') (a,m)t(m,])=
ac/[bd=a'c’[[b'd’ (@', m')t(m', b')
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1. L'image d'un parallélogramme par symétrie orthogonale
est un parallélogramme.

2. La symétrie orthogonale conserve 1’équipollence.

3. La symétrie orthogonale conserve le milieu.

C. D’une figure quelconque

bl

4. Axes de symétrie d’une figure

Lorsque, par symétrie par rapport & une droite A, une figure est
sa propre image, cette droite A est appelée axe de symétrie de

la figure.
Exemples :

|
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Un segment [ab] & deux axes Un angle a un axe de symétrie,

de symétrie : qui est la bissectrice de I’angle.
1. la médiatrice M de [ab] [ac est 1a bissectrice de d, si
2. la droite ab. [¢A a comme image [e¢B par
rapport & [aC.
Exercices

1. Examinez si les couples suivants appartiennent & une méme
symétrie.

PR A 8

A\

==
[~ o
~
— p wi W GEG WED Gy e

o P e e o S — —
-~

2. Montrez que I'image par symétrie d’'un parallélogramme est
un nouveau parallélogramme.
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3. Dessinez les images par S, de :

/I b A @ | bA
>— >—e—

A/Ja

A
c
b
4. Quelles sont les abscisses de a et de b si SpA(M) =
Enoncez la propriété.
0 1 2 3 M
——
| 1 ]
I | : I
I B A
R
! i |
| | { I N
——t—tp——
0 1 @

6. Sachant jue A est I'axe de symétrie, complétez les figures ci-

dessous :
A

A
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6. On donne : MNN = {a}
M’ ot N’ : images de M et N par Sj.

Démontrez que a’ est 'image de a par Sa.

M NN ={a}

263

7. Dessinez tous les axes de symétrie des figures suivantes :

a .b
A a b
ce ® -0
‘ ¢ d
b
a ¢ |b cc P d
A A A ‘
B B

A V1)




CHAPITRE XXXX
COMPOSITION DE SYMETRIES

1. Composition de S, et Sg, si A//B

=

SB oSA= aa

La composée de deux symétries d’axes paralléles est une
translation.

Reprenons la figure pour le point a :

—_ -
=2pa’ + 2a'q

-, s
= 2 (pa’ + a'g)
= 2pq

=11

donc | aa" = 2 pq
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De la méme fagon, nous trouvons :
B =25
o’ =2p§

ot donc a_&ll — EZM =35" = ... =z"’-> =t

Conséquences :

266

1. Toute translation peut étre considérée comme la composée de

deux symétries d’axes paralléles.
2. Composition de Sy et de Sp, 8¢ A = B.

i A

88

SA @ )
ak- o= % Sa ° S_B =gq'a’ =1
B

La composée de deux symélries o axes confondus est la trans-

formation identique t.

2. Composition de S, et Sg,si A1 B
A 8A

fe e - —n = = - =2

<

bl

w

SBOSA = Sx




266 LA MATHEMATIQUE. DANS L’ENSEIGNEMENT TECHNIQUE

La composée de deux symétries d’axes rectangulaires est
une symétrie centrale de centre z si ANB = {z}.

Reprenons la figure pour le point a :

Alp .
a Lo @ 1
*\- ----- —-—-—— ——------————'
. \ * H . ‘ .. . "‘
~ , n
N 1
N e
\ i |
\\ H
\\ :
N f
\\ 4
S m | B -
=T >
ANnB={z} \\ | 4
Joignez a et a”’ ~ 1
- \\ A
\\ [ 3
N :
N ]
\\ ]
N :
\.a’n

Dans le ﬁiangle aa' a’,

p est le milieu de [aa'] i

Ajla'a” et A passe par p = A passe par le milieu m de

[ea”]

=B pa.ése par le milieu m de

g est le milieu de [a’a"] ;
[z a”]

B//aa’ et B passe par g

Done meA

meB{ T ANB={m}

mais ANB={z}

Le point d’intersection z de A et de B est donc le milieu de [a a’']
et par conséquent, ¢’ est 'image de a par la symétrie centrale S;.

2»m=z
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Conséquence :
Une syméirie centrale peut toujours éire comsidérée comme une
composée de deux syméiries orthogonales d’axes perpendiculaires.

3. Composition de S, et S;!

7
a

Si'oSa=¢

S;* SaeSi=i

>
. >

La composée d’une symétrie orthogonale et de sa réciproque
est la transformation identique ¢.

Exercices

1. Dessinez I'image de abc par Spo Sa.

c
a b B
- ,
2. SpoSas(ag)=a""et A //B ' "
o' =8,(a) et 2"’ =Sz (a’) .,______.(: ________ _.___.:
Dessinez les axes A et B.
3. SpoSale)=a" et A1 B G@eecmmmmme -7

a' = Ss(e) et a”’ = Sp(a’)
Dessinez les axes A et B.

1

!

1

|

Comment appelez-vous x si L
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4. La composée de deux symétries d’axes rectanguleires est une
symétrie centrale de centre z, si A N B = {x}. .

-Montrez-le en vous basant sur I’équipollence.

Y T S a
) B
B
x 1 4
6
{4
A a :

Indication : Démontrez que (e, z)¢ (z, a’’) en utilisant (p, ).

5. A laide d’une figure, examinez si la composition de symétries
d’axes perpendiculaires est commutative.

6. Si, par symétrie centrale par rapport & un point x, une figure est
sa propre image, le point x est le centre de symétrie de cette
figure.

Montrez que dans un parallélogramme, I'intersection des diago-
nales est le centre de symétrie.

7. Trouvez les centres de symétrie des figures suivantes :

=\
1<

t
8. Quelle est I'image d’un vecteur v par la symétrie centrale S;?



CHAPITRE XXXXI
ISOMETRIE

1. Notion

Toute symétrie orthogonale et toute composition d’un
. nombre fini de symétries orthogonales est une isométrie.

L’ensemble de toutes les isométries est rei)résenté par L
I = {z | z est une.isométrie }

Nous en déduisons que :

1. Toute translation est une isométrie (Sp 0 Sx avec A // B).
2. Toute symétrie centrale est une isométrie (Sp o Sa avec A | B).
3. La transformation identique est une isométrie (S5 o Sa).

4. Toute isométrie est une permutation de II, car la composée
de permutations est une permutation.

2. Réciproque d’une isométrie

Sidy = SaeSsel, alorsis i7? = (Sa o Sp)?
—=8lo81 |(ReoRy)t
%08 =R7loR;?
= SpoSsel S]_),=S§1;S‘a=sz1
Done i1 el =ijlel

La réciproque d'une isométrie est une isoméirie.

3. Structure I, o0

1. Une isométrie est une compoéée d’un nombre fini de symétries
orthogonales. La composée d’isométries est donc une com-
posée d’un nombre fini de symétries orthogonales et est, par
conséquent, une isométrie.

1:1 = Sch_‘BOSAEI
t2=SgoSp €l
igoil = (SEOSD)O(ScosBOSA) = SEOSDOSQOSBOSAEI.
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La composition d’isométries est interne et partout définie.

Vi;,izel . ‘i207:1=’l:3€1

. La composition de relations est toujours associative; la com-

position d’isométries est donc également associative.

Vil,iz,iael . 7:30(?:2(—13:1)=(iaoiz)0i1=i30izoi1

. La transformation identique ¢ est 1’élément neutre pour la

composition d’isométries.

V’i161:510i=‘i1=i051

La composée d'une isométrie ¢; et de sa réciproque -1 égale 1.
Tout élément ¢, € I a un élément symétrique ¢-1 € I de telle
maniére que leur composée est I’élément neutre 3.

JifleLViteltqo0i =i =isloi;

Conclusion :

I,0 est un groupe

Examinons si la composition d’isométries est commutative.
Soit la composée de S, et Sp, si A //B.

SAOSB= 2@
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Done :

SBOSA;ESAOSB

La composition de symétries d’axes paralléles n’est pas com-
mutative, donc :

I, 0 est un groupe non commutatif

Exercices

1. Exphquez a) Une translation est une isométrie.

‘ b) Une symétrie centrale est une isométrie.
¢) La transformation identique est une isométrie.
‘d) Une isométrie est une permutation de II.

2, Montrez que 1’1ma.ge d’une droite par une isométrie est une
droite.

3. Simplifiez : S5 0S4 0 8a

SpoSgoSpoSpo S
4. Dessinez I'image de abc par S; 0 Sgo Sa.
a A B c
b
c

5. A[/B[/C]|/D 1 E|/]... Dessinez I'image de abc par :

e jA IB c D Sa

SpoSa

b ScoSgoSa
SpoScoSpoSa

¢

Quand une telle isométrie est-elle une symétrie, quand est-elle
une translation?
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6.

Montrez qu’une isométrie conserve le parallélisme, 1’équipol-
lence et le milieu.

. On.d(_)mlle:A//B et acA. A B
Démontrez que SpoSs 3 S0 Sp. o
. Dessinez I'image de abc par :
1. SgoSz08, b A
2. S;0S8g0 S, a
3. SA o SB [\] Sx
c
Pour chacune des figures données, dessinez I'image par
S,0Spo0Sa '
b)
A
5 B {C a A C
d
b
B
c g
d)
@ [ ' A a A. B
B
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10. Dessinez I'image de a, b, ¢, d et e par :

A SgoSa
SB o‘SB
a SA (4] SB

SaoSa

11. Dessinez I'image de [ab] et de abc par :
SpoSa
SpoSp
Sa08s
Sa08s

b JA o A
a// ‘ > b
B o _B
/ /

12. Dessinez I'image de abc par Sy o S;. Montrez que S,0S; est
une translation et mesurez le vecteur de translation.

L)
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13. Montrez que SpoSx =Sy 08S;.
A , B

a a a”
L R B e il P ——————————

N\




CeAPITRE XXXXII

FIGURES ISOMETRIQUES OU CONGRUENTES

1. Notion

Une figure F est isométrique (ou congruente) & une
figure F, ssi il existe une isométrie qui applique F sur F’.
On écrit : F iso F'.

Soit un quadrilatére abed. Cherchons successivement :
1. Sa (symétrie orthogonale d’axe A)

2. S; (symétrie centrale de centre z)

3. 7q (translation déterminée par (p, 9)).
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La symétrie orthogonale S, applique F sur F* = F est congruent
4 F', soit F iso ' ;.

la symétrie centrale S; applique F’ sur F"* = F' est congruent &
F", soit F’ iso F"' ;

la translation pg applique F’ sur ' = F*' est congruent & F'”,
soit B’ iso B’

car S, S; et pg sont des isométries. R

2. La relation « ...iso0 ...» dans I’ensemble des figures de II

Cette relation est :

1. réflexive

Pour toute figure F, la-
transformation identique ¢ eI
applique F sur F: -

FisoF

2. symétrique

Si 41 €I applique F sur F', i;* € I peut appliquer F’ sur}F :

FisoF' <« FisoF
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3) transitive

Sz eI applique F sur F” < Fiso F

Sa e I applique F' sur B’ < FisoF”

Sao08z el applique F sur F’ <> F iso F”, car la

composition d’isométries est interne et partout définie.
F iso I

B e g | = Fis0 B

Conclusion :

¢...i80 ... » est unerelation d’équivalence

Les classes de la partition qui en résultent sont appélées les
classes de congruence.

Exercices
. Montrez que :
‘a) aiso b @b
a® '
b) Aiso B C A

1. AnB=g B

2. AnB = {z} _::::;7<:::2
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¢) [aA iso [bB
l.a=b

a=2>0

A
2. a b a«

2. U est I'ensemble des figures suivantes :
e

Lﬁlﬁ

U={ABGDEFGHTILJKLMN}

a) Ecrivez la relation R : U~ Ux... est congruente & ... »
b) Dessinez le graphe et le réseau.

6) Quelles sont les propriétés de cette relation ?

d) Précisez la relation.

e) Ecrivez la partition.

f) Comment appelez-vous les classes de la partition ?

3. On donne (@, m)4t (m,bd) '
Démontrez que : m b
1. (@, m)iso (m, f) g’/
2. (@, m)iso (b, m) :
4. a. Des couples équipollents sont-ils toujours isométriques?
Expliquez.

b. Des couples non équipollents peuvent-ils étre isométriques?
Expliquez & I’aide d’une figure.
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5. Dans la figure ci-dessous, quels sont les triangles isométriques ?
Justifiez votre réponse.

6. On donne :
(@, m) 4 (m, b)
A passe par a
B passe par b
AllB
X est une droite quelconque -
passant par m.

Démonter':v 1)‘ [ap] iso tbp]
2) map iso mbq.

7. On donne : un rectengle abed
(@, m) 1 (¢, )
Démontrez que : anb iso emd.




Crarrrre XXXXTIT
SEGMENTS — ANGLES

1. Segment

A

,./?/

a

[@b] = {z|z€A en a <z < b}
2. Segments congruents

Des segments sont congruents, s’il existe une isométrie qui les
applique I'un sur ’autre.

Considérons la relation d’équivalence R : E— E «... est con-
gruent a... » dans I’ensemble des segments suivants :

Cette relation partage l'ensemble E en classes de congruence.
Dans I’ensemble infini de tous les segments de II, il existe une
classe d’un nombre infini de segments.

Tous les segments congruents & [ab] constituent une classe de
congruence dont [ab] est un représentant.
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Nous écrivons [ab] iso [cd] iso [ef] iso ...

Tous les segments de cette classe égalent [ab] et sont égaux
entre eux. Nous écrivons : [ab] = [cd] = [ef] = ...

3. Mesure d’un segment

Mesurer [ab] veut dire le comparer & une droite graduée Ao;.
Par une isométrie, nous appliquons [ab] sur Aoy de maniére que
0 soit I'image de a. L’abscisse de I’image de b nous donne la

mesureou la longueur de [ab].

A
> N e
7 8

La longueur de [ab] = |ab| = 4.
Pratiquement, nous mesurons un segment & l'aide d’une régle
graduée.

4. Distance

A. La distance d’un point @ & un point b est la longueur du seg-

ment [ab] = | ab |.
b
a nmmn
ammG—

B. La distance d’un point @ & une droite A est la distance de @
au pied b de la perpendiculaire abaissée par a sur A.
La distance de a & A égale

|ab| si ab | A. @
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5. Angle
A S

X o

1§51
>,
. |

/qu Hz\

La droite A partage IT en deux demi-plans II; et ITa.
La droite B partage II en IIg et Il,.

Considérons IT; et IIs.

/r,\\ \\"‘\\\H& 1\3/%{////, - ‘\\“\\®A

g = g1\ 11:.[1U Hs= ag 3
) ) AAAXA
1

AI B' AI

nl N Iléet I, U s gont dés angles ‘ou secteurs
Représentation :
AGB = a;
BGA' = a»
6. Angles congruents

Des angles sont congruents (isométriques), si on peut les appliquer
les uns sur les autres par une isométrie.

b
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Tous les angles isométriques & & forment une classe de con-
gruence dont @ est un représentant.

Nous écrivons @ iso b iso ¢ iso ...

Tous les angles de cette classe égalent @ et sont égaux entre eux.
Nous écrivons : a =b=¢= ...

7. Mesure d’'un angle

Par une isométrie, nous appliquons & sur le rapporteur de telle
fagon que [zo soit I'image de [aA.
L’image [#B’ de [aB nous donne la mesure de a.

Lamesuredea = | @ | = 30010".
En pratique, on place le rapporteur sur ’angle & mesurer.
L’unité d’angle est ’angle droit.

ler

1 angle droit = 1dr = 90 degrés = 90°
10 = 60 minutes = 60’
1’ = 60 secondes = 60"’

Bxemple : 420 15’ 40"
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8. Bissectrice d’un angle

L’axe de symétrie de 1’angle & est la bissectrice [aD.

A

a 1 D
2

B

De cette symétrie, nous déduisons :
Sp (81) = a2

Sn(az)=al =>|§1|=|32|

La bissectrice partage un angle en deux angles égaux.

9. Propriété de la médiatrice

Tout point ¢ de la médiatrice A de [ab] est équidistant de a e
de b.

Sa [ca]l = [cb]

= [ca] iso [cb]

=> |ca| = |eb|
Réciproque :

Tout point d, équidistant de a et de b, est situé sur la médiatrice
A de [ab].

Construisez la bissectrice A de d-

y \d A est I’axe de symétrie de d
IR LA = Sa [da] = [db].
/Q\ X(\ Or, nous savons que |da | = | db |,
7 N dés lors
-d‘ '3 Sa(a)=1">
’ A = A est la médiatrice de [ab]

= d est situé sur la médiatrice.



lo.

11.
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Conclusion :

La médiatrice d’un segment [ab] est I'ensemble de tous les
points équidistants de a et de b.

Angles opposés

Deux angles sont dits opposés
par le sommet lorsque les
a3 demi-droites qui les forment
1 4 2 sont opposées.
a1 et @2 sont des angles opposés
ainsi que a3 et @s.

Deux angles opposés sont symétriques par rapport & leur som-
met commun.

Done : S4(@1) =8z = |@1| = | @z |
Sa (@s) = Ga = | 83| = | 8|
Conclusion :

Deux angles opposés sont égaux.

Angles dont les c6tés sont paralleles, deux 4 deux

Al/B

C//D

On peut reporter tous les angles en rouge I'un sur 'autre par
translation ou par symétrie centrale.

IIs sont tous isométriques ou égaux.

11 en est de méme pour tous les angles non hachurés.

Conclusion :

Deux angles sont égaux ou supplémentaires, si les cotés de
T’'un sont paralléles aux c6tés de I'autre, chacun & chacun.
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Tls sont égaux s’ils sont aigus ou obtus tous les deux; ils sont
supplémentaires si I'un est aigu, ’autre obtus.

) i /
b bﬁf///////

e=5% &=5

_Ab
b a

=50 a+4+b=2rh.

aQ

@

12. Application : Deux droites paralldles, coupées par une
méme troisidéme

@1, Gz, b3, bs sont des angles extérieurs.

a3, G, b1, b2 sont des angles intérieurs.

a3 et by, @4 et by sont des angles alternes internes.

@, et D3, a2 et bs sont des angles alternes externes.

a3 et by, G4 et by sont des angles intérieurs d’un méme c6té.
@1 et Da, @3 et b sont des angles extérieurs d’un méme c6té.

@1 ot by, @3 et by, a3 et b3, G4 et by sont des anglos correspondants.
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Propriétés :
Lorsque deux droites paralléles sont coupées par une méme
troisiéme :
1. deux ahgles alternes internes sont égaux
33=51 et '&4=32
2. deux angles alternes externes sont égaux
4, = bs et @z = by
3. deux angles correspondants sont égaux
al—bl, az—bz, aa—bs et a4=b4
4. deux angles intérieurs d’'un méme c6té sont supplémentaires
as + by = 1800 et G4 + bi = 1800
5. deux angles extérieurs d’un méme coté sont supplémentaires

@1 + by = 1800 et @z + bg = 1800

Remarque :

La réciproque de chacune de ces propriétés est vraie.
Enoncez les réciproques des cing théorémes.

13. Somme des angles dans un triangle

A

Par a, menons A /] be.
a1 + as + as = 180°
Or, a; = ) angles alternes internes

~

as=-2c angles alternes internes
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done :
G+ b4c=1800

La somme des angles d’un triangle égale 180°,

Exercices

1. Ecrivez la relation R : E— E «... is0 ... » dans 1’ensemble E
des segments donnés.

Dessinez le graphe et le réseau.

Précisez la relation.

Ecrivez la partition.

Comment appelez-vous les classes de la partition?
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3. Mesurez [ab] en utilisant successivement Aoz, Bo1, Co1.
Quelle est votre conclusion ?

b
a/

A01
Ozl S - > e e -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 B

01

G ® — D -—
0 1 2 3 4

COl

1 2345678 910111213 141516

4. Dessinez deux droites paralldles. Comment pouvez-vous déter-
miner leur distance?

Complétez : La distance de deux droites paralléles est .........

ooooooo 00000c08000000000000000a000eesIteetsectsonsssscsscsccsstocsscssnnsccnsocsccnsns

5. Ecrivez la relation R : E— E «... iso ... » dans I’ensemble des
figures données.

Dessinez le graphe et le réseau.
Précisez la relation.
Ecrivez la partition.

M 2-—10
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8. Par isométrie, construisez & + b et a — b dans les trois cas

suivants :
a=1=>5 a a
o
7. Calculez :
1) 250 18’ 20" 2) 170 22’ 16" 3) 270 36’ 38"
+ 270 26’ 56" 4 34017 46" -+ 740 23’ 36"
4)  47018'20"  5) 34047 18" 6) 1800
— 260 9’ 16" — 160 17’ 26" — 27013’ 37"
7) 15012’ 16" 8) 340 17’ 20" 9) 20019’ 36"
X 3 X b . X 6
10) 43¢ 2 11) 420 56’ x 3 | 12) 540 37’ 43" X 3
) 430 X & ) 7 ) 10
{4 4
13) 270 189" : 8 14) 440 16°12” : 5 15) 280 16’ 45" : 5

8. | @1 | = 72027 45"

Complétez : |@s|= ... 2q
lf*|= y 4 3
o =

9. Quel est le complément de :
280 520 16’ 720 54’ 16’
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10. Quel est le supplément de :
520 570 22' 46" 153019’ 52"

11. Trouvez le complément et le supplément de I’angle de 17035'26".
Calculez leur différence.
Enoncez la propriété et démontrez-la.

12. Dessinez deux angles opposés @, et az. Construisez les bissec-
trices. Montrez que ces bissectrices sont dans le prolongement
T’'une de P'autre.

13. A est la bissectrice de @, et @z. A

B est la bissectrice de @s et @4.
Montrez que A | B.

-k - -

14. Par construction, trouvez un point de A équidistant de a et de b.

od A

ob

15. Par construction, trouvez un point équidistant de a, de b et de c.

0a

[ ¥, @c

16. Quel angle est égal & son complément?
Quel angle est égal & son supplément?

17. Quel angle est le quintuple de son complément ?

18. Quel est ’angle dont le supplément égale six fois le complé-
ment ?
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19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

La différence de deux angles supplémentaires égale 48°, Trouvez
ces angles.

La somme de trois angles égale 1320 17’ 29". Trouvez la somme
de leurs compléments et celle de leurs suppléments.

Trouvez le supplément du complément de 390 40’ 26",
Trouvez le complément du supplément de 1230 17 40”.

Trouvez tous les angles de la figure ci-dessous, sachant que
A /B et | bg | = 500 57" 32"

Deux droites paralléles sont coupées par une méme troisidme.
La différence de deux angles extérieurs d’un méme c6té égale 20°.

Calculez les huit angles de cette figure.

Ondonne : |g|=|m| a
: g " m
151=14] ‘
Démontrez que |¢|=|7 |
Enoncez la propriété. b ¢ n P
Démontrez que : 1. Dans un triangle, on a au plus un angle
obtus.
2. Dans un triangle, on a au plus un angle
droit.
On donne: |a | = 27017’ 38" c

|5 | = 48025’ 47"".

Trouvez |¢|.




21.

28.

29.
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On donne : |a | = 90° °

15| = 350 25 32"

Déterminez | ¢ | de deux
maniéres différentes. « b

Un angle formé par un c6té et le prolongement d’un deuxiéme
c6t6 d’un triangle est appelé angle extérieur au triangle.

@, est un angle extérieur & abe.
Montrez que |d | =|b|+ |¢|
Enoncez la propriété.

Sachant que : | 41| = 66°

|Z1|=37°
Calculez : |8z, |as| |aa|
|2, |Ba]. |Bal

el eals |2s] {2
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CONGRUENCE OU ISOMETRIE DE TRIANGLES
BISSECTRICE

1. Triangles isométriques ou congruents

A, Deux triangles sont isométriques ou congruents si et seule-
ment si il existe une isométrie qui applique I'un sur I’antre.

abc iso alblcl iso allbllcll iso alllblllclll-

B. Dans deux triangles isométriques, les six éléments (les trois
angles et les trois c6tés) sont égaux chacun & chacun, et
réciproquement.

la|=la"|; |6] =61 |2|=]¥]
|ab|=|a®; |bc| =¥ |; |ca| = |¢'a’|

a a

abe iso a'b'c’ <=

b c b ¢
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C. On peut démontrer que deux triangles sont isométriques,
lorsque trois éléments judicieusement choisis sont égaux
chacun & chacun.

2. Cas d’isométrie des triangles quelconques

Deux triangles sont isométriques :
10 lorsqu’ils ont un cb6té égel adjacent & deux angles égaux

chacun 3 chacun.

20 lorsqu’ils ont un angle égal compris entre deux cotés égaux
chacun & chacun. ‘

Iab —Ia,’b'
|be | = | e ' | } = abeciso a'b'e’
6] =[?']

30 lorsqu’ils ont les trois c6tés égaux chacun & chacun.

PANAN

|ab| = |a'b" |
|be | = | b’ | E = abc iso a’b’c’

ca|=|c'a
foa|=|ca’|
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Résumé :
lercas | 1coté et 2 angles adjacents - 3 conditions
2¢cas | 2cotés et I'angle compris - 3 conditions
3ecas | 3cotés ~> 3 conditions

3. Cas d’isométrie des triangles rectangles

Deux triangles rectangles sont isométriques :
10 dans les trois cas précédents.
20 lorsqu’ils ont ’hypoténuse égale et un angle aigu égal.

b 14 v
a[\c G'D\c'

la|=|a’'|= 900
Ibcl— |b’c’ = abc iso a'b’c’
zb| |b'|

30 lorsqu’ils ont ’hypoténuse égale et un coté égal.

P\ >

|a’ | = 900
b | = abc iso a'b’c’
a

TEe
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4. Propriété de la bissectrice

Tout point ¢ de la bissecirice D de AaB est équidistant de A et deB.

On domne : |a;| = | @z |

ceD

cem | A

en | B
Démontrons que |cm | = |en |
Démonstration : acm iso acn car

1. | 61| = |aa] donnée

2. |ac|=|ac| ¢6t6 commun

3. |m|=|n|=90° |donnée

=>!cm|=|cn|

Réciproque :
Tout point équidistant de A et de B, appartient & la bissectrice
de AgB.

On donne : dm 1 A

dn 1 B

|dm| = |dn|
Démontrons que [ad est la bissec-
trice de AaB.
Démonstration : adm iso adn car

1. |dm|=|dn | donnée

2. |ad| = |ad | cdté commun

3. |m|=|n| = 90° donnée
=>|a1|=]az|

= [ad est la bissectrice de AaB.

Conclusion :

La bissectrice d'un angle est I'ensemble de tous les points
équidistants des cotés de cet angle.
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Exercices

.1. Démontrez que dans un parallélogramme, deux cdtés opposés
sont égaux.

2. abed est un parallélogramme et A /[ ad.
Montrez que amp iso dgn.

3. abed est un parallélogramme
et A est une droite passant
par m.

Démontrez que | pm | = |mg| ,

4. e On donne : |bm | = | mec |
| — m - lem|=|md|
¢ Démontrez que | ac | = | bd |

d . i

» b. Construisez la bissectrice d’un angle. Justifiez vos constructions.
6. Trouvez un point de C équidistant de A et de B.

c
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7. Démontrez que (a,b) 1 (¢, d) = |ab| = |cd |
La réciproque est-elle vraie? Justifiez.

8. Dans le triangle : [mn] joint les milieux de ab et ac, /| be
ap 1 mn e
mgq | bec

Démontrez que | ap | = | mq | m

o
Py .
[+

9. On donne : M est la médiatrice de [ab]
meM
neM

Démontrez que | mbn | = [man |

10. Dans un parallélogramme abed :
[am] 1 [be]
[dn] 1 [be]

Démontrez que |am | = | dn |



CrAPITRE XXXXV

QUELQUES FIGURES GEOMETRIQUES

1. Circonférence

Une circonférence est I’ensemble de tous les points z € IT équi-
distants d’un point donné o & II.

C(o,7) = {x |z eIl en [oa] =}

o est le centre

[ox] est le rayon
[mn] est le diamétre
[pq] est une corde

La partie de II intérieure & la circonférence est appelée disque.
Disque(0,7) = {y |y eIl et [oy] < r}

2. Triangle
Un triangle est la figure que 1’on obtient en joignant deux & deux
trois points de II non alignés.

Dans le triangle abc : b

a, b et ¢ sont les sommets

a,bet ¢ sont les angles

[ab], [bc] et [ca] sont les cotés c
@1 est un angle extérieur. 1
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Propriétés :

|a|+|b|+]|e|=2dr =180
o] =15+ ]

3. Les quatre droites remarquables d'un triangle

1. On appelle médiane d’un triangle, le segment de droite qui
joint un sommet au milieu du c6té opposé.

[am] est une médiane <= |[bm|=|mc|.
Un triangle a trois médianes.
a
b 3 s c
! 'm .

2. La bissectrice d’un angle est la demi-droite qui, issue du som-
met, divise cet angle en deux parties égales.
[ad est la bissectrice de @ <> |@1|= |az|-
Un triangle a trois bissectrices.

3. On appelle hauteur d’un triangle, le segment de la perpen-
diculaire abaissée d'un sommet sur le c6té opposé.
[ae] est une hauteur <> [ae] L [bc].
Un triangle a trois hauteurs.

‘a
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4. Une médiatrice est la droite perpendiculaire au milieu d’un

coté.
M est la médiatrice de [bc]
o {jom]|=]|me|

M| be

Un triangle a trois médiatrices.

4. Triangles particuliers

A, Triangle isocéle
Un triangle est isocdle, si deux cétés sont isométriques.

~ |ab| =|ac| <> abc est isocdle
[ab], [ac] et [bc] sont les cotés
[belest la base
@ est langle au sommet
a est le sommet
b et ¢ sont lesangles & la base.
b c
Propriétés :
1. Construire la bissectrice D de @ = |a1 | = | @2 |
= Sp ([ab) = [ac et Sp ([ac) = [ab
Or, [ab] = [ac] @

= Sp(d) =c et Sp(c)=1>
= D est ’axe de symétrie de
[be] et de abe.

Done :

D est la bissectrice de a

D est la médiatrice & [bc] b . c
D est la médiane par rapport & [bc] D

D est la hauteur par rapport & [be]

Les quatre droites remarquables coincident.
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2. Par suite de la symétrie, on peut dire que | bl=1¢].
Dé.ns un trianglé isocele, les angles & la base sont égaux.

B. T'riangle équilatéral
Un triengle est équilatéral, si ses trois

a
cotés sont isométriques.
lab|=|bo|=lca]| <
abe est équilatéral.
Propriété : |a|=|b|=]¢]|
Dans un triangle équilatéral, les trois b -0 ¢

angles sont égaux.

C. Triangle rectangle
Un triangle est dit rectangle, si un angle est droit.
@ = 1 dr = 90° = abc est un triangle rectangle
[ab] et [ac] sont les cathétes
[bc] est I’hypoténuse.

b

a [

Propriété : |b|+ |¢|=1dr = 90°

Dans un triangle rectangle, les angles aigus sont complémen-
taires.
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5. Quadrilatére

Un quadrilatére est la figure que I’on obtient en joignant quatre
points de II, non situés, trois par trois, en ligne droite.

iy b

quadrilatére abed
[ac] et [bd] sont les diagonales.

d¥

6. Quadrilatéres particuliers

A. Parallélogramme

Un parallélogramme est un quadrilatére dont les co6tés sont
paralléles deux & deux.

ab [[ cd
ac || bd <> abed est un parallélogramme.
Propriétés :
1. Dans un parallélogramme, deux angles opposés sont égaux.

lal=1d| et |2]|=]b]
2. Dans un parallélogramme, deux c6tés opposés sont égaux.
|ab|=led| et |ac|=|bd|
3. Les diagonales d’un parallélogramme se coupent en leurs
milieux.
lam | =|md| et |cm|=|mb)]
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B. Rectangle
“ oy - 5 Un rectangle est un qua-
Y - drilatére dont les quatre
S o les sont égau
R g angles sont égaux.
- -~ -~ ~ ~ ~
= S~ao 1G1=151=18|=d|
K -~ Pl abed est un rectangle.

Propriétés :

1. Un rectangle est un parallélogramme.

2. Dans un rectangle, les diagonales sont égales.
led|=|cb]

. Losange

Un losange est un quadri-
latére, dont les quatre cotes
sont égaux.
|ab|=|bd|=|dc|[=]ca]
<> abcd est un losange.

Propriétés :
1. Unlosange est un parallélogramme.

2. Dans un losange, les diagonales sont perpendiculaires
entre elles.

[ad] L [cb]
. Carré
a r\ ?b
\\\ I’,
Nom o’ .+ . Un carré est un quadrilatére
) . ayant les quatre cotés et les
/’ \ quatre angles égaux.
’,/ \ .
&= gd
lal=1|bl=|¢|=]|d|

= abed est un carré.
lab|=1bd|=|dec]|=|cal|
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Propriétés :

1. Un carré est un parallélogramme.
2. Un carré est un rectangle.

3. Un carré est un losange.

Résumé :

P={z|z est un parallélo-
gramme }

R = {y |y est un rectangle }

L = {z|z est un losange }

C={v|v est un carré }

Exercices
1. E = {O,a]b’c,d’e’fiy}

a. Ecrivez et dessinez R : E— E «... est & la méme distance
du point o que ... »

b. Quelle est cotte relation?
c. Quelles sont les classes de la partition ?

‘e ec } ;
] ! !
!
/ H .:g
“o—-Tb 8¢ ]
a ’ /
% /
/ /
I’, 4
\‘_~_.’,,0 ,'I
A ’
. [ J
"’ f
T — - - -~
2. Ou se trouvent les centres de toutes °
les circonférences passant par a et b

par b? a®

3. Construisez la circonférence qui

a
passe par a, b et c. *

@b
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11.

12,

13.

14.
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Dans un cercle, la perpendiculaire abaissée du centre sur une
corde, est médiatrice de celle-ci. Démontrez.

Démontrez que
lac|=|bd| =|oc|=]od|

. Un triangle est isocle, lorsqu’il a deux angles égaux.

Démontrez.

. Démontrez que, dans un triangle équilatéral, les angles sont

égaux. Enoncez et démontrez la réciproque de cette propriété.

. Calculez en degrés, la valeur d’un angle dans un triangle équi-

latéral.

. Situez les axes de symétrie dans un triangle équilatéral.

Si, dans un triangle, une hauteur coupe le c6té opposé en son
milieu, ce triangle est isocéle. Démontrez.

On donne : abc est équilatéral
m € [ac], n € [cb], p € [ba]
lam|=|en|=|bp|

Démontrez que mnp est équilatéral.

Caloulez les angles & la base d’un triangle isocéle, I’angle au
sommet étant de 230 47’ 42",

Démontrez que le triangle abe est rectangle, si [@ | — | ¢ | = | bl

Calculez la somme des angles d’un quadrilatére quelconque.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Montrez que, dans un rectangle, les quatre angles sont droits.

Dans un triangle rectangle, la médiane relative & l’hypoténuse
égale la moitié de celle-ci. Démontrez.

Une diagonale divise un parallélogramme en deux triangles iso-
métriques. Démontrez.

Démontrez que, dans un losange, les diagonales se coupent per-
pendiculairement.

Démontrez que, dans un rectangle, les diagonales sont égales.

Lorsque, dans un quadrilatére, deux c6tés sont égaux et paral-
léles, ce quadrilatére est un parallélogramme. Démontrez.

Enoncez et démontrez les réciproques des trois propriétés du
parallélogramme.



CHEAPITRE XXXXVI
MONOMES ‘— FONGTIONS DE MONOMES

1. Monome

Un mon6me est un produit de plusieurs facteurs.
Le mondéme ‘

2
v4><x>_<x><y><(—y)xx><(—§)
peut s’écrire plus simplement :

8

— 2392

9T Y
8 .
3 est le coefficient
x3y2 est la partie littérale.

2. Autres exemples
7a® est un mondme ayant pour coefficient 7
et pour partie littérale a®
% est un monbme ayant pour coefficient 1
et pour partie littérale
— y est un monéme ayant pour coefficient — 1
et pour partie littérale y
" 4 est un mondme ayant pour coefficient 4
et une partie littérale de puissance zéro, égale & 1.
3. Mon6mes semblables

Des mondémes sont semblables, 8’ils possédent la méme partie
littérale.

3a2b, — Ta?b, gazb et 0,5a2b sont semblables.

| 3
3a?h, — a3 et 1 ab ne sont pas semblables.
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4. Degré d'un mondme
A. Le degré d’un monéme par rapport & une letire est Vexposant
de cette letire dans le monéme.

— 522 est du 2¢ degré par rapport 3 z,
7y est du 1¢f degré par rapport & y.

22%? est du 3¢ degré par rapport & x et du 2¢ degré par rap-
port & y.
Dans 6a° = 6, 6 est du degré zéro par rapport  a.

B. Le degré d’un mondme par rapport & deus ou plusieurs lettres
est la somme des exposants de ces lettres.

a3y est du cinquiéme degré par rapport d z et y, du qua-
triéme degré par rapport & x et 2, du troisitme degré par
repport & y et z et du sixidme degré par rapport & z, y et z.

C.- Le degré d’un mondme est la somme de tous ses exposants.
72232 est du sixidme degré.

5. Fonctions de mondmes

Des fonctions telles que f: Q- Q : 2 — 22
f:Q->Q: z—»— 32

2
J:Q—>Q: xz— axa
sont des fonctions de monémes parce que les images 22, — 822

.9 :
et 7 28 sont des monémes. En général, nous écrirons :

f:Q->Q:z—f (2

Remarque :

Une fonction telle que f: Q X Q— Q : (%, y) - 3zy® est une
fonction de mondme & deux lettres. En général, nous écrirons :

F:QAXQ>Q: (x,9)~>f(z,¥)
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Exemples :
1. Calculez I'image de — 2 par la fonction

I: Q—»Q:x—>lxs

ft) — 2P = H8 = — = —3

1
2. Calculez 1'image de_(— 106 5) par la fonotion

F:QxQ—>Q: (z,y)—> 322

1)25_- 75 3
100 T 100 4

Q

6. Opérations sur les mondémes
A. Somme de mondmes semblables
152 4 Tz = (16 4 7)z = 22

22%y + (—8a%y) + 3% =
202y —8ay+-3uty—=(2—8-3)aty=—73z%.
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Régle : 1. Additionner les coefficients.
2. Conserver la partie littérale.

Exemples : 822 — Ta2 = — 422
bxy — 3zy + 22y = 4day.
B. Différence de monémes semblables
Pour soustraire un monéme, on ajoute son opposé.
Ezemples :
162 — (— 42) = 152 - 40 = 192,
— 322y — (+ Ta%y) = — 322y — Ta2y = — 10a%y.

L’addition et la soustraction de mondémes semblables sont
appelées réduction de monémes semblables.

C. Produit
(—32%) (2xy%) = —3.2%.y.2.2.42
=—3.2.2%.2.y.4°
= — 6z

Régle : 1. Effectuer le produit des coéfficients.

2. Ecrire les lettres qui figurent dans les monémes en
affectant chacune d’elles d'un exposant égal & la
somme de ses exposants dans les monémes.

Exemples :
2
(320°) (— 6e) = — aanye
(— bayzt) (—2a%2) (Tay?) = T0xiyta?

D. Elévation aux puissances

(— 2e?P = (—2).2%. (2
== — 8 23y8
Reégle : 1. Elever le coéfficient & la puissance indiquée.

2. Effectuer le produit de chacun des exposants par
la puissance indiquée. '
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Exemples :
1 3
(— Zxayzz) = — — z98623
2

Exercices

1. Simplifiez les monémes suivants :

1
xx3x(—2)><(—Z)nyxx(—x)xsz
1
2a,><3bx(—6)><<—-1-§ )xaxbx3a2><bx(—1)

(—2zy) X (—32z) X (—%) X @t X y

2, Déterminez le degré de :

322yz4 en — 6Gxdy228
&) par rapport & z e) par rapport & z et z
b) par rapport & y f) par rapport & y et z
¢) par rapport & z g) par rapport & z,y et 2.

d) par rapport & z et ¥

3. Calculez I'image de — 4, — 2, 0, 1, -Z, T
f:Q-Q:z—2r
f:Q—->Q: z— 3a?
J:Q>Q: z— 224

I: Q—>Q:x—>—§-:x2

Dessinez les graphes.

par

1
4. Calculez P'image de (1, 2), (— 3, — §) et (—— Z, 2) par

f:QAxQ—>Q: (z,9)> 22y
J: QX Q—>Q: (z,y)>— 3%

f:@xQ->Q: (x,y)»_ixzyz

Dessinez les graphes.

313
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5. Additionnez :
1) 322, 422, — 522, — Ta2, — 622 en 1422
2) 5a?b, — 4a?b, — 6a?b, 7a2b en — 8a?b.
1 1 b
3) PP, — %P, — 42, 2P en SatyP.
3

1 b
4) §a:3y?z, -3 Y22, 5 2%y?2 en — Tady2z.

1 1 4 3 2
5)—-Eabc,gabc,gabc,—gabcen—gabc.

6. Soustrayez :
1) bz de 3z 5) 3a? de — 5a®h
2) — 2z de 4x 6) 6a de — 7a?
3) 3%z de —7x 7) 3abc de 6abc
4) — bx de — 6z 8) — 2zy? de — 3xy?
7. Effectuez :

1) 808 4 (— da?) -+ 5%+ (— 6a%) + (—Ta%) + (— da?)
o () e (3
B3y —(+52) + (—52) — (— 1)

4)—3a2b20+(—7a2b30)—% a2 +§’a2b2c

8. Effectuez :
1) 3z . 2z 5) 222 . 3a%y
2) (— 4z) (— 52) 6) (— 322) . 2zy
1
3) 7z . (— 32z) )| (— % xy) <— 3 xf’yaz)
4) (— 22) 8z 8) (— Z ) (— % a%h3c?

9) (— 5 abet) (— 2a%) . Tablcs

10 (o) (— Lt (— L ) (st
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9. Effectuez :
1) (2a)8 6) (— 2a3bic2)8
3 4
2) (dab)2 7 (—-Zasb)
3) (— 2sr2)2 8) (rD2)3

o (-l o (o)

5) (— Tu® y22)3 10) (I. R)3
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CHAPITRE XXXXVII
POLYNOMES — FONCTIONS DE POLYNOMES

Notion

Un polyndéme est une somme dont les termes sont des mondmes.
323 + 523 est un bindme; 323 et 522 sont les termes.

322 — 4xy + 5z est un trinéme; 3z%y, — 4xy et 5z sont les
termes.

3a + 26 —c¢ + 2d est un polyndme.
Réduction des termes semblables d'un polynéme

Réduire les termes semblables d'un polyndéme, c’est les remplacer
par leur somme effectuée.

322 4 Tay — 522 4 3y2 + 822 — 3zy - 6y2 =
622 4- 4zy | 8y2

Polyndme ordonné

Un polynéme doit toujours étre ordonné par rapport aux puis-
sances d’'une lettre.

Exemple 1 : 471 — 322+ 2 —1 4 223
ordonné par rapport aux puissances décroissantes de z, s’écrit :
4t - 2283 — 322 +x—1
ordonné par rapport aux puissances croissantes de z, s’éarit :
— 1+ 2 — 322 4 223 | 42t

Exemple 2 : 523y + 8 xy® — 3x2 — Ty?
ordonné par rapport aux puissances décroissantes de z, s’écrit :
b5x3y — 3a? | 8xy® — Ty?
ordonné par rapport aux puissances croissantes de z, s’écrit :
— Ty2 4 8ay3 — 322 4~ 5ady
ordonné par rapport aux puissances décroissantes de y, s’écrit :
8xys — T2 + bady — 3x2
ordonné par rapport aux puissances croissantes de y, s’écrit :
— 322 + Bady — Ty + 8zyd
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Généralement, un polynéme est ordonné par rapport aux puis-
sances décroissantes d’une lettre. On réduit les termes semblables
et on ordonne le polynéme simultanément.

By —Ty+ 8% — 2+ T2 — 3y + 5 + byt — 3y — T — 62

= Byt + 298 + 9y — 10y — 4

Degré d’un polyndme

Le degré d’un polynéme par rapport & une lettre, est donné par
le plus fort exposant de cette lettre.

824 + 328 — b22 — 22 — 7 est du quatriéme degré en z.

528y2 — 322 — Tyt est du troisiéme degré en z, du quatridme
degré en y et du cinquiéme degré en x et y.

Polyndmes complets

528 — 322 4 Tz — 2 est un polynéme complet, parce qu’il ren-
ferme toutes les puissances de z, depuis la plus élevée jusque z°.

323 — Tz + 13 est un polyndéme incomplet.

528 + 3222 + Tz + 2y est un polyndéme complet par rapport
& z, mais incomplet par rapport & y.

Fonctions de polyndémes

Des fonctions telles que :
f:Q>Q:z2z—>2+ 5
J:Q>Q:z2—-32—Tx 4 2
f:Q->Q:2—>52t—722 4 3
J: QX Q—>Q: (z,¥) > 3%y — 2zy 4 2
sont des fonctions de polynémes, parce que les images z + 5,
32% — xy + y? ... sont des polynémes. D’une fagon générale,
nous écrirons :
f:Q->Q: z—f(x)
[:XQ>Q: (z,9)>f(29)
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Bxemples :

1. Calculez I'image de 2 par la fonction
J:Q>Q:2—>32—Tx | 2
f@)=38.22—7.24+2=3.4—7.242=12—14+2=0

1
2. Calculez 'image de (5, — 4) par la fonction

J: QX Q—>Q: (z,y) > 2% — Bay — 1
=) =+ ca—s Qoo

=2.l(—4)—3(1).16—1
4 2
——2—24—1

= —21.
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7. Opérations sur les polyndmes

A. Addition

Pour additionner des polyn6mes, on les écrit I'un & la suite
de I’sutre en conservant les signes des différents termes.

Exemple 1 :
(622 — 3y + 2¢%) + (— 3a® + 2wy — Ty?) + (62 —4y 4 6y?)
= Ba? — 3ay 4 2 — 3a® + 20y — Ty? + 6a® — day + 6y
= 822 — by + 32
Disposition pratique : Aprés avoir ordonné les polyndmes,
on les écrit les uns en-dessous des autres, en plagant les
termes semblables dans la. méme colonne. Il suffit alors d’ef-
fectuer les opérations indiquées.

5a® — By + 24

— 8a% + 20y — Ty?
602 — dzy + &

8a% — by + o

o Exempie 2:

(828 — 722 4 22) + (22— Tz + 2) 4 (2® — Bz 4+ 7)
328 — 722 4 22
522 — Tz + 2
28 —bx+ 7

428 — 222 102 + 9

B. Soustraction

Pour soustraire un polynéme d'un autre polynéme, on les
additionne, en changeant les signes des termes du polynéme
3 soustraire.

(622 — 3z + 7) — (822 4 bz — 2)
= (622 — 3z + 7) + (— 82— 5z 4 2)
= 5:1:2—-“3a:+ 7—82—56z4 2
=—23822—8x+49
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C. Multiplication
1. Produit d’un polynéme par un mondéme
(622—3x4-2) (—2x) = 62?2 (—2x) — 3z (—2x) + 2 (—2%)
= — 1228 4 622 — 4z
bzy (32>—Txy+y?) = by . 322 + bxy (—Txy) + bvy . 42
= 15a%y — 35a%2 + bay®

Régle : a) Multiplier chaque terme du polynéme par le
mondéme.

b) Faire la somme des résultats obtenus.

2. Produit de deux polynémes
(2x—3)(6x +2) =2z .6x+2¢.2—3.62—3.2
= 1022 4 42 — 1562 — 6
= 1022 — 11z — 6

Régle : a) Multiplier le multiplicande successivement par
chaque terme du multiplicateur.
b) Additionner les produits partiels en réduisant
les termes semblables.

Disposition pratique : Nous ordonnons les deux poly-
némes et nous disposons les calculs comme suit :

I M=2xr—3
5z + 2
M X 6z = 1022 — lb2
Mx2 = + 4x—6
1022 — 112 — 6
II. (— 72 4+ 2 4 323) (5x 4 322 — 8)
3a8 — T+ 2
322 4 bz — 3
92 — 2128 + 622
1524 — 3522 4 10z
— 0928 + 21z — 6

925 | 152% — 3028 — 2022 + 31lx — 6
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Exercices

1. Réduisez les termes semblables et ordonnez :
a) par rapport aux puissances décroissantes de ¢
b) par rapport aux puissances croissantes de a.
1) 5a2 — 7a + 848 — 2 + 0% — 3a 4 5+4-5a* — 3a®> — 7 — 6a3

1
2) 3a2b + 5abz——7a3——4—§ab2—2ab2—a2b-|-7

1 2
3) - at — - ab® + a?h® — 7 — 3a%?

3 3
4) a5 — ah — 3a%% + 20263 — 3abt + 3a%b2 + bS
Y a-t-il des polynémes complets ?

2. Les coéfficients d’'un polynéme complet, ordonné par rapport
aux puissances décroissantes de x, sont respectivement

1
3, —» —4, 6, 1
2
Ecrivez ce polynéme. De quel degré est-il?

3. De quel degré les polynémes suivants sont-ils
a) par rapport & z? b) par rapport & y? c) par rapport & z et y?

S22y + 4t + 62y — 2wy + 4
5rA — 3a%y — 2uy + Ta%yd — 42t + Toy — 3

1 3
4. Calculez I'image de — 3, — 2, 0, 3 g per

f:Q>Q:zx—>222+1
f:Q->Q:zx—>422+ 3x—1

1 3
f:Q—=>Q: a:—>;x3—2x2+§:v—4

Dessinez les graphes.

M.2-—-11
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1 5
5. Calculez I'image de (— 1, — 3), (é’ — 3), (— e 2) par

f:Q%xQ—>Q: (2 y)—> 22% — 3ay?

F: QX Q—>Q: (2,y)— 32% — 423 4 2232 + o
Ff:Q9xQ—->Q: (a,b)—>a%b—3a% + 4
Dessinez les graphes.

6. Additionnez :

1) 422 4 3z —5 et 622 — 52— 1

2) 2% + 4a® — 2ay2 — 38 of T ay® — 4¢P + daPy — dad

3) 7a2b+7a3—b8, 3ab%+-2a8—2a2b+b3 et 4b53—2a’b—4ad3ab?
4) 4a3—20%b-} dab?, —3a3+ 2a2b—2b3, 034} ot —3a2b—2ab2—3b3

1 2 1 1 1 2

—_3 . 2 98 —— Y] S -
e 5w%+7wy, Y%, PP ot oty + o
7. Soustrayez :

1) 322 —dx 4+ 5 de 522—Tx—1
2) Tm2n — dmm2 + bm3 —2n8 de 2mn2 - 528 4 2m2n — md

3 1 3 1 3
b Zpgd — > —p2g — —m8

8) 7% + 30 —oP° de P — P

4) T0% — 4ab3 + Ta® — 2 de 3a%h — 2t + b4 —1
1 1 1

5) — adh — - 4 21 a1

)Bab 8“ de 2a% J-a +4a

8. Effectuez :

(322 — 4z + 1) — (Ta® + 4 —2) + (32 — 1) — (2x — 4 + Ta?)
—[(322 — T2 4+ 1) — (22 4 4)] — [(Tx — 8) 4 (22 — 6z — 5)]

+ @2z +1)
[(3a2b — 4ab? 4 ¥8) — (a® + 2a2b — ab® | 3b3)] — (4ab — Tab?
+59)
9. Effectuez :
1) 3a (@ + b) 5) 2p (* + q)
2) z (3z + 2) 6) 3ab (a2 — 1)
3) 9z (22 4 3) 7) — Txy (422 + 3zy? 4 28)

4) 2%y (42 + 1) 8) (4x?y — Tay? + 62%) (— 4 2%?)
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10. Effectuez :

11,

3a (@ + b) — 7 (a® + 2ab) — ab (a + 2b) — 4 (a® + 2ab + b?)

1 @+ 9)— oy + o) — 46y + 2y 4 6)

Calculez :

DA+ 224 32 (1 +2)

2) (428 — 222 + 1 — 42) (2 — = + 222

3) (7a5 — 3% + 5abt — 655) (3a2 — Sab — 252)
4) (@t +a?+ 1) (et —a? 4+ 1)

0 (o + 30 —29) @—2ey + 199

6) (305 — 204 + 708 — 222 —a + 1) (203 — a® + @ — 4)
0 (32 + St — 42+ ) 32+ )

8) (222 + 3z + 1) (dz — 1) (Ta® + 1 — 42) (z — 2)

9) (32 + 03— 2mp + 3p7) (229 — 2ty —g9)

(a2t + S a8 + 347)

M, 2 — 11*
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CHAPITRE XXXXVIII

PRODUITS REMARQUABLES

Produit de deux bindmes conjugués

Deux binémes sont dits conjugués, &’ils différent 'un de l’a.utre
par lo signe de 1'un des deux termes.

Termes égaux : a et a

Termes opposés : b et — b (@ 4+ b) (e —0b) =
a-+b
a—b
a?+-ab Va,beQ:
—ab—b2

. (a+Dd) (a—Dd) := a?—b?

a® —b

Regle : Le produit de deux bindmes conjugués est égal & la diffé-
rence des carrés des termes égaux et des termes opposés.

~ Bxemples :

(@+38)(e—3)=a>2—9

(4a? 4 5b) (4a® — 5b) = 16a% — 25b%

(— 4z + 2y) (— 4z — 2y) = 1622 — 442

(3ab + 1) (— 3ab + 1) = 1 — 9a2b?

19 x 21 = (20 — 1) (20 + 1) = 400 — 1 = 399

Carré d’'un bindme

(@ +b)p2=? (@4+b2=(a+Db)(a+Dd)
a+b

a+b

a?+4-ab Va,beQ:

+ab+-be

(a+b)2 = a? + 2adb 4 b2

a2+ 2ab4-b?
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Reégle : Le carré d'un binbme est un lrinéme renfermant :
1. le carré du premier terme '
2. le double produit des deux termes
3. le carré du second terme.

Ezxemples :
(3 + 7)2 = 922 + 422 4 49
(2¢ — b)2 = 4a2 — 4ab + b2
(22 —3)2=4a2 + 12a 4+ 9
(— 6 + 2y) = 25a% — 20wy + 4y
412 = (40 4 1)2 = 1600 + 80 4 1 = 1681
282 = (30 — 2)2 = 900 — 120 4 = 784

3. Cube d’'un bin6me

(@+bp =1 (@ + 0 =(a -+ b)(a+ D)
= (a2+2ab+5%) (a + b)
a? + 2ab 4 b2
a-+b

ad + 2a%b 4+ ab? Va,beQ :
+ a?b 4 2ab? 4 B3 -

a3 + 3a2b -+ 3ab? + b3 (a+-b)3=a3+-3a2b-} 3ab2-|-b3

Régle : Le cube d'un binéme est un quadrinéme renfermant :
1. le cube du premier terme
2. le triple produst du carré du premier par le second
3. le triple produit du premier par le carré du second
4. le cube du second terme.

Exemples :  (3a + 2)3 = 27a3 4 54a? + 36a - 8
(@ —yP =% — 3%y + 32—y
(—2a + 1)3 = — 8a8 + 1202 — 6a + 1
(— & — 2y)3 = — 23 — 6aly — 12xy2 — 8y3
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4.

Carré d’un polynéme
@+b+cr=1  (a+b+0)2 = (a+b+c)(a+b+c)
= a24-b24-c2-4-2ab-}-2ac+-2be
Va,b,ceQ:

(@ + b + c)2 = a® 4 b2 + ¢ 4 2ab 4 2ac 4 2bc

Reégle : Le carré d’un polyndme est un polynéme, composé de :
1. la somme des carrés de ses différents termes
2. la somme des doubles produits des termes pris deux &

deuzx.
Ezxemples :
(3a — 2b 4 5c)2 = 9a2 | 4b2 4 25¢2 — 12ab + 30ac — 20bc

(3—y+2+2p)F = 22+42+22-4-4p2—2uy |- 2ot dap—2yz—Adyp+
4zp.

Produit de deux bindmes du premier degré en x

Terme commun : + 2

Termes inégaux : + a et 4 b z+a)(x+b)=1?
z+a
z4+b
24-ax Vz,a,beQ:
+bx+ab

(24a) (z+b) = 22+(a+b)r+-ab

224-(a-+-b)x+ab

Régle : Le produit de deux bindémes du premier degré en x est un
trindme, composé :
1. du carré du terme commun

2. du produit de la somme des termes inégaux par le
terme commun

3. du produit des termes inégaux.
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Exemples :

@+2)(@+3)=a*+(@2+3)a+2.3=a2+ 5a+ 6
(322—5) (322—2) = 9at + (—5—2) . 3a2 + (—5) (—2)

= 9zt — 2122 + 10
.(6a+-8b) (5a—3b) .= 25a? + (8b—3b) . 5a + 8b (—3b)
2502 + 25ab — 24b
(— 22 + 3a) (— 2z — a) = 422 + (3a—a) (— 22) + 3a(—a)
= 422 — dax — 3a®

Exercices

L | @+b)@—b)=a—"2

. Calculez :

Deat@a—1) 6 (za+e) (a—s)
He—ae+s 1 (2—30) (2+70)
Hestpe—y 9 (se+20) (a—30)
4) (dab-+o) (dab—c)  9)
o)ty + 2y —2) 10) (Say—2a2) Gov+ 5o2)
. Calculez :

1)(—a+b)(—a—>b) 5)(— 2 +6)(22+ 5)
2) (26 —4)(—22—4)  6)(— 22y + 32%) (— 20y — 32)

3) (z— 7) (1 + 2) 7) (— 2a — 3b) (20 — 3b)
: : 1 T 1 1
getnes+n 9 (—jo—33) Gv—32)
. Calculez :

1) (z + 1) (z— 1) (2 + 1)
2) (20— b) (2 + b) (402 + B2)
3) (atb + 1) (b — 1) (ab + 1) (a%2 + 1)
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4. Calculez :
1) 28 x 32 3) 27 x 33 5) 78 X 82
2) 19 x 21 4) 42 x 38 6) 67 X 73

6. Trouvez les binémes conjugués dont le produit est donné pa.i' :

1) a? — b2 5)—-1x4+i

9 4

2) da? — 942 6)3—(2)9:2—1

3) 26 — 1622 7)1—§x2y4
42y ! 8) — 16 -+ = wyiz2
3¢ t1 B e

II. (@ + b2 = a® + 2ab 4 b2

1. Calculez :
DE+y? 5)(@Ba+bE  9)(3a—2b2  13) (a2 — b2
2@ +q9F 6)(a+ 4 10)(3z+ 8y  14) (a® — 24?2
3@—bp T(@—2y® 11)(9z—by)  15)(Tc2 — bz2)?
4)(xz—y2 8)(Tx—4P 12)(3a + 10b)2 18) (3abc — day)?

17) (a?b% — Tz)? 21) (— 2a + 4be)?

18) (— @ 4 3b)2 22) (— 8¢ — 4d)?

19) (— 4c 4 5d)2 23) (6abc® — 4xy2z)?

20) (— 52 — 16y2)2 24) (— 10a2b — 4ab2)?
2. Calculez :

1)212, 2)32, 3)112, 4)18, 5)292, 6)522, 7)8%, 8)9I2.

3. Trouvez les bindmes ayant pour carrés les trinémes suivants :
1) da® — 4ab + b2 4) 22 + 10z + 25
2) 16222 + 24xy + 9 5) 2602 — 7T0ab -+ 49b2
3) 9 — 12z + 422 6) 16 — 10422 + 16928y
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4. Complétez :
1) a2 22y 4+ o= ( ) 6)as + ... + b8 =(...)2
2) 1622 4 ... 4+ 9y = (... 7) 14422 4 ... 4 9222 = (...
3.+ 18ab 4- 9% = (...)? 8) 9%y — ... + 162 =(...)2
4) a?b® + 6ab + ... = (.0 9)...—18zy + 92 = (.2
5) 492 + 70 p% + ... = (...} 10) 26222 4 102y + ... = (..

I | (a+ b)® = a8 + 3% + 3ab2 4 ®

1. Caloulez :
1) (z + 1P 6) (— 2a — 3b)
2) (2z — y)3 7) (@ — 2xy2)?
3) (2 — 8b)? 8) (— 2a + 4xy)?
4) (6 + 2y)° - 9 — s8q)®
1 3 \3
5) (abo 4 1 10 (22— 2 or)
2. Calculez :

@+ 2) (@ —2) (@ — 47
(22 + 3y)? (22 — 3y)? (42* — 9°)

3. Trouvez les binémes ayant pour cubes les polynémes suivants :
1) 828 — 12 a?b 4 6ab? — b3

' 2) 6408 + 4822 + 12232 + 48
1 1 1 1
3)—-2—7-a3—§a3—za—§

4) — 27 + 27ab — 9a?b? -+ a®b

IV. | (@4 b+ c) = a? + b2 + ¢ + 2ab + 2ac 4 2bo

1. Calculez :
1)(ea 4+ b—c)2 3) (8a —2b 4 c)?
2) (2¢ + 3b + o) 4) (6pg 4 3zy —d)?



330 LA MATHEMATIQUE DANS L’ENSEIGNEMENT TECHNIQUE

5) 3z + 4y + 2)2 8) (—4p + 6g — 6z + z)2
6) (@bc +a + ¢ + d)? N+wtz+y+ 22
7) (3zy — 2yz — 4z)2 10) (3z + 2y — 3z — 2u -+ 3v + w)?

2. Trouvezvle;s pplypﬁmes ayant pour carrés les polynémes suivants :
1) 4a? 4 9 b2 + 2 + 12ab — 4ac — 6bc
2) 9% + 4o + 1 — 120% — 6oy + 4o ‘
3) %u? 4 402 4 w2 - 2522 ¥? + 12uv — 6uw — 30ux + 6uy
— dow — 20vz + dvy + 10wz — 2wy — 10zy.

V. | (z+a)(z+d) = 22 + (a+b)x + ab

1. Calculez :
1)(@+1)(a+ 4) 6) (22 — 5) (2 — 4)
2)(@—2)(a—4) 7) (3a + 5) (3a — 6)
3) (@ —3) (z + 4) 8) (2ab + 1) (2ab — 4)
4) (@ + 2) (a—5) 9) (6zy + 4) (6zy — 5)
8)(x+ 3)(x—1) 10) (4abc + 3) (4abc — 5)

2. Calculez :
1) (2% — 20) (228 + 4a) 6) (1—2) (5—2)
2) (4 + 5y) (4z — 2) 7) (3 + 20) (3 + 6a) |
3) (16 + 22) (16 — 222) 8) (52 — 4b + 2¢) (5a — 4b —¢)
4) (b2 — 4y) (6z — 2y) 9) (3z — 2y + 2) (3z — 2y — &2)

5) (22 — 3a) (22 + 5a) 10) (22 + 3b — ¢) (3b — ¢ + 4a)
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